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Vorrede. 


Elf  Jahre  sind  es,  seitdem  die  erste  Hälfte  der  ersten  Aus- 
gabe dieser  graphischen  Statik  erschienen  ist;  werfen  wir  einen 
Blick  auf  die  Fortschritte ,  welche  diese  Wissenschaft  seitdem 
gemacht  hat. 

Unstreitig  fand  sie  in  Italien  den  günstigsten  Boden.  Dort 
hat  sie  Cremonn  am  Mailänder  Polytechnikum  eingeführt»  und 
zwar  in  einer  hohen  Auffassung;  er  betrachtete  sie  nicht  blos 
als  praktisches  Hülfsmittel  um  in  gewissen  Fällen  einige  Rech- 
nungen zu  ersparen,  sondern  als  den  Abschluss  der  geometrisch 
statischen  Bildung  junger  Ingenieure.  Er  hat  sich  nicht  auf- 
gelehnt gegen  die  Vorkenntnisse,  die  sie  zum  Studium  voraus- 
setzen muss,  sondern  hat  selbst  Geometrie  der  Lage  vorgetragen 
um  seine  Schüler  vorzubereiten,  und  darauf  die  graphische 
Statik  folgen  lassen  zu  können.  Später,  vor  seiner  Uebersiede- 
lung  nach  Bom,  wurde  derjenige  Theil,  der-  speciell  die  An- 
wendung auf  Bauconstructionen  betrifft,  Herrn  Sayno  übertragen. 
Und  weiter  schliessen  sich  an  diese  an  Favaro  in  Padua  und 
andere.  In  Italien  erscheint  die  graphische  Statik  am  würdig« 
sten  und  besten  vertreten. 


VI  Vorrede. 

Einen  viel  weniger  hohen  Standpunkt  nimmt  sie  in  Süd- 
deutschland  ein.  Es  geschah  zwar  ziemlich  viel  vom  rein 
praktischen  Standpunkt  aus;  mit  Begierde  hat  man  sich  auf 
die  einzelnen  Constructionen  geworfen,  welche  mit  Linien  leichter 
als  mit  Zahlen  einzelne  Bauaufgaben  lösen,  allein  gegen  das 
Wesen  derselben:  die  Körper,  an  welchen  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht sind,   und   die   Liniengebilde,   welche   die  Richtungen 

,  und  Grössen  dieser  Kräfte  darstellen,  als  geometrische  zusammen- 
gehörige Gebilde  aufzufassen  und  auf  diese  die  Geometrie  der  Lage 
anzuwenden,  in  der  ja  die  Beziehungen  so  verwandter  Gebilde 
auf  das  vollkommenste  ausgearbeitet,  fix  und  fertig  vorliegen, 
gegen  diese  Auffassung  hat  man  sich  durchaus  ableh- 
nend verhalten.     Der  eine  findet  „die    interessanten  und 

/  für  die  Praxis  brauchbaren  Resultate,  welche  die  Statik 
enthält,  würden  bereits  allgemein  Eingang  gefunden  haben,  wenn 
nicht  der  gelehrte  Apparat  der  neueren  Geometrie  viele 
Ingenieure  vom  Studium  dieses  Gegenstandes  abgeschreckt 
hätte  ^'.  Der  geehrte  Herr  Professor  will  es  elementarer  machen, 
bringt  es  aber  ohne  d  und  j  auch  nicht  fertig ;  und  doch  erfor- 
dert die  Kenntniss  der  d  und  J  einen  reifern  Geist  als  wie  die 
Elemente  der  Geometrie  der ,  Lage.  Der  andere  hat  die  Geo- 
metrie der  Lage  nicht  zu  vermeiden  gesucht,  freut  sich  aber 
doch  darüber,  sie  entbehrlich  gefunden  zu  haben. 

In  zahlreichen  grösseren  und  kleineren  Abhandlungen  wird 
jetzt  die  Statik  ihres  Geistes  entkleidet,  und  so  verdaulicher 
gemacht  für  junge  Techniker,  die  ungenügend  vorbereitet 
für  das  Studium  der  Ingenieurwissenschaften,  Dank  der,  Stu- 
dienfreiheit, die  jetzt  Mode  ist,  frisch  in  den  obersten  Gurs 
eintreten;  und  mit  ungeheurem  Selbstbewusstsein,  das  die  Herrn 
Professoren  noch  begünstigen  welche  möglichst  populär  vor- 
tragen wollen,  hoffen:  sie  werden  sich  schon  durcharbeiten. 
Wären  solche  Werke  für  Baugewerkschulen,  und  derartige  In- 
stitute zweiten  Ranges  geschrieben  worden,  so  könnte  man  sich 
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ja  nur   freuen   über    die  Verbreitung,    welche    die  graphische 
Statik  gewinnt,  allein  an   polytechnischen  Schulen  sollte 
man  denn   doch   höhere  Ziele  verfolgen.    Hier  sollte  es  nicht 
genügen  den  Techniker,    der  später  selbständig  Projecte  aus- 
arbeiten soll,  der  die  Tragweite  aller  Regeln  und  Formeln  die 
er  anwendet  kennen,  und  seine  Projecte  räumlich  durchschauen 
soll,  mit  graphischen  Constructionsrecepten  gefüttert  zu  haben, 
sondern  der  Zweck  sollte  sein,   vor  allem  denkende  Menschen 
2U  bilden,  welche  auszuführende  Projecte  räumlich  mathematisch 
überblicken.     Dies  kann  nur  auf  Grundlage  einer  guten  mathe- 
matischen Vorbildung  geschehen,  und  für  Ingenieure  sind  nament- 
lich die  geometrischen  Disciplinen  besonders  wichtig,  weil  sie 
mehr  als  alle  andern  das  räumliche  Anschauungsvermögen  aus- 
bilden.    Wohl    ist  es  Sitte,  ausgezeichnete  Mathematiker  und 
Geometer  an  die  polytechnischen  Schulen  zu  berufen,    allein 
können  diese  sich  da  wohl  fühlen,  wenn  die  Herrn  Professoren 
der  praktischen  Fächer    nie  die  mathematische  Bildung  ihrer 
Zuhörer  in  Anspruch  nehmen,  und  so  jenen  zu  verstehen  geben, 
sie  haben  die  Schüler  ungenügend  vorbereitet.     Kann  unbe« 
nützte  Vorbereitung  nachhaltig  nützen,  d.  h.  bilden?  Wenn  nun 
so  gewisse  mathematische  Richtungen  in  Deutschland  vernach- 
lässigt werden,  so  ist  das  kein  Grund,  dahin  Gehöriges  nicht  zu 
verwenden,  sondern  es  ist  im  Gegen theil  Pflicht,  durch  die  An- 
wendungdarauf hinzuweisen,  dass  hier  Fehlendes  nachzuholen  sei. 
Das  gleiche  Ablehnen   höherer  Ausbildung  zeigte  sich  in 
den  vierziger  Jahren,  wo  Mechaniker  glaubten  der  ungenügen- 
den analytischen  Bildung  mit  Lehrbüchern    ohne  Differential- 
und  Integralrechnung  nachhelfen  zu  müssen.   Keine  Werke  sind 
im  Verhältniss  zu  ihrem  gediegenen  Inhalt  so  schnell  vom  Schau- 
platz verschwunden,   als  wie  die  Kaisers  und  fFeisbacks,  denn 
jeder,  der  sich  gründlich  in  Mechanik  unterrichten  will:   muss 
dennoch  Mathematik  studiren,  und  wenn  er  das  gethan  hat,  so 
befriedigen  ihn  jene  Werke  nicht  mehr.    Hoffen  wir,  es  werde 
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sich  auch  die  Geometrie  der  Lage  in  den  Schulen  einbürgern» 
und  diese  trotz  der  widerstrebenden  allzu  praktischen  Herrn 
Professoren  schliesslich  die  höhere  Stufe  erklimmen. 

Bei  der  Gründung  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  und 
den  dazu  gehörigen  Fachschulen  wurde  zum  erstenmal  als  Ziel 
und  Zweck  ausgesprochen,  dem  Techniker ' eine  höhere  mathe- 
matisch-naturwissenschaftliche Bildung  zu  geben;  diese  Schule 
hat  Grosses  geleistet.  Erst  viel  später ,  als  die  dort  erzielten 
Fortschritte  in  der  Anwendung  der  Mathematik  und  Natur- 
wissenschaften auf  die  Technik ,  alles  was  sonst  geleistet  wer- 
den konnte,  überragte ,  gründete  man  das  Carlsruher  Polytech- 
nikum mit  getrennten  Fachschulen,  worauf  nach  und  nach  erst 
die  übrigen  Schulen  folgten. 

An  der  auf  die  Pariser  polytechnische  Schule  als  Fach« 
schule  folgenden  Artillerie-  und  Genieschule  in  Metz,  hat  Pon- 
celet  zuerst  die  graphischen  Methoden  mehr  als  sonst  üblich  zur 
Anwendung  gebracht  Die  Constructionen  Poneeleis  waren  je- 
doch immer  nur  Uebersetzungen  vorher  entwickelter  analytischer 
Ausdrücke.  Er  hat  zuerst,  zur  Ermittlung  von  Schwerpunkten 
das  Seilpolygon,  dieses  fundamentale  Hfllfemittel  der  graphischen 
Statik,  angewendet,  und  zwar  noch  an  der  Artillerieschule  in 
Metz,  also  vor  1837,  in  welchem  Jahre  er  bereits  schon  in 
Paris  wirkte. 

Seitdem  haben  die  graphischen  Constructionen  in  Frank« 
reich  sich  nicht  weiter  entwickelt,  bis  in  der  neuesten  Zeit 
„La  Statique  Graphique  par  M.  Levy^  Paris Gauthier  Villars  1874" 
erschienen  ist  In  diesem  Buche  ist  die  für  oonstante  Belastung 
sehr  zweckmässige  Methode  Cremona^s  weiter  ausgeführt,  die  un- 
günstigsten Belastungsarten  der  Constructionen  sind  aber  nirgends 
ermittelt  und  berücksichtigt,  und  sehr  bald  wird  zur  Analysis 
übergegangen.  Nur  nebenbei  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
das  von  uns  in  (Nr.  114  S.  467)  wieder  beschriebene  Momenten- 
planimeter  von  Herrn  Prof,  Amsler  schon  vor  dem  Jahre  1856 
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erBonnen,  und  im  I.  Band  der  Vierteljahrgcbrift  der  natur- 
forscheDden  Qesellschaft  in  Zürich  1856  veröffeDtlicht  worden 
ist,  während  es  Herr  Lern/  1874  als  nagelneue  Erfindung  einem 
Herrn  M.  Dupre  zuschreibt.  In  den  französischen  Schulen  wird 
die  graphische  Statik  noch  nirgends  gelehrt,  die  schwerfälligen 
conseils  d'^tudes  lassen  in  Frankreich  nur  langsam  Neues 
aufkommen. 

In  Preussen  wurde  zupächst  der  Name  „  graphische  Statik^ 
in  „ Graphostatik "  umgeändert,  im  Uebrigen  aber  sehr  wenig 
geleistet.  Es  fehlte  bis  jetzt  den  Technikern  doi*t  an  der  noth- 
wendigen  mathematischen,  namentlich  geometrischen  Bildung. 
An  der  Banaeademie  in  Berlin  ist  noch  nicht  einmal  die  Bau- 
schule von  der  Ingenieurschule  getrennt;  zwar  ftthlt  man  das 
Bedfirfniss  der  Trennung,  und  in  der  Ministerialverfttgung  vom 
31.  Mai  1873  werden  die  Baumeistercandidaten  angeregt: 
„in  dem  ihnen  zusagenden  Berufe  vorzugsweise  etwas  Tüchtiges 
zu  leisten,  statt  ihre  Kenntnisse  nach    allen  Richtungen    hin 

• 

gleichmässig  zu  verflachen^,  und  es  wird  ihnen  gestattet  den 
Wunsch  auszusprechen,  dass  die  zu  ertheilenden  Aufgaben  vor- 
zugsweise einem  der  beiden  Baugebiete  entnommen  werden. 
Die  hier  erst  sehr  spät  sich  zeigende  Erkenntniss  hat  aber 
durchaus  noch  keinen  Einfluss  auf  die  pädagogische  Einrich- 
tung der  Bauacademie  ausüben  können.  Unmöglich  ist  es,  die- 
selben Schüler  gleichzeitig  zu  Kttnstlern  und  zu  Mathematikern 
auszubilden,  die  eine  oder  die  andere  Disciplin  muss  vor- 
herrschen ;  an  der  Bauacademie  werden  Künstler  erzogen.  Ber- 
lin besitzt  zur  Zeit  wohl  die  erste  mathematische  Facultät 
der  Welt,  allein  leider  sitzt  sie  abseits  an  der  Universität,  und 
bildet  für  die  Realgymnasien,  die  technische  Anstalten  sind, 
Oberlehrer,  die  von  der  Technik  nichts  verstehen.  Und  schliess- 
lich versteht  der  Techniker  zu  wenig  Mathematik,  wird  zu 
wenig  geistig  von  ihr  durchdrungen,  weil  er  mit  Denjenigen 
nicht  in  Berührung  kommen  kann,  die  pacb  den  höchsten  Zie* 
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leo  streben.  Nie  hätte  eiü  Creinona  in  Berlin  entstehen  können, 
der  hoch  oben  auf  der  mathematischen  Stufenleiter  stehend, 
auf  dem  praktischen  Gebiete  auch  etwas  leistet;  nie  wird  ein 
an  einer  Universität  gebildeter  Mathematiker  einen  Kräfteplan 
zeichnen;  ist  doch  principiell  das  Graphische  von  der  Univer- 
sität ausgeschlossen,  widerstrebte  es  nicht  Siaudl^  Figuren  zu 
seiner  Geometrie  beizugeben.  Unumgänglich  nothwendig  ist  es 
daher  diejenigen  Lehrer,  welche  Techniker  bilden  sollen,  an 
technischen  Anstalten  zu  erziehen,  und  diese  Anstalten  müssen 
desshalb,  wenn  die  technischen  Studien  gedeihen  sollen,  mit  den 
besten  und  tüchtigsten  Lehrkräften  in  mathematisch  natur- 
wissenschaftlicher Richtung,  die  das  Land  überhaupt  bieten 
kann,  ausgestattet  werden. 

Ein  Theil  der  bis  jetzt  aufgezählten  Uebelstände  wird  wohl 
durch  das  neu  zu  gründende  Polytechnikum  beseitigt  werden, 
wird  es  aber  stark  genug  angelegt  werden,  um  die  Bildung  der 
Lehrer  an  sich  zu  ziehen  und  bei  Besetzung  der  Lehrstühle  er- 
folgreich mit  der  Universität  zu  concurriren? 

Cremona  ist  höchst  freundlich  und  italienisch  höflich,  indem 
er  den  Engländer  Maxwell  als  den  geistigen  Urheber 
seiner  reciproken  Figuren  nennt.  Die  Reciprocität  MaanveUs 
ist  nichts  weniger  als  wie  allgemein,  sie  bestimmt  nicht  zu 
jeder  geraden  Linie  in  der  Ebene  eine  reciproke  gerade  Linie 
in  der  Ebene;  der  Vei*fas8er  selbst  giebt  es  zu  für  die  Fig.  7 
Seite  259,  Philosophical  Magazine  and  Journal  of  Science  Vol. 
XXVII  1864.  Auch  die  Figuren  3  S.  254  sind  es  nicht,  allein 
nur  aus  Versehen  des  Autors,  sie  werden  es,  wenn  man  in  in, 
die  Linie  c  durch  den  Schnittpunkt  o  s  ry  und  a  durch  k  s  n 
zieht.  Allgemein  können  nur  mit  Hülfe  des  'Nullsystems  reci- 
proke Figuren  zu  solchen  aus  geraden  Linien  zusammengesetz- 
ten Figuren  gezeichnet  werden,  welche  als  ebene  Begrenzungs- 
flächen eines  Körpers  betrachtet  werden  dürfen.  Und  diese 
Einführung  des  Nullsystems  ist  das  Werk  Cremona' s  nicht  Max- 
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welU^  ebenso  rühren  alle  Anwendungen  von  Cremona  her,  der 
es  wohl  am  besten  wissen  wird,  welches  StOek  verdienstvoller 
Arbeit  zwischen  jenem  Aufsatz  Maxivells  und  seinen  recipro- 
ken  Figuren  steckt.  Weiter  als  wie  irgend  wo  anders  klafft 
noch  die  Kluft  zwischen  dem  englischen  Gelehrten  und  Praktiker. 
Weiteres  über  die  Entwickelung  der  graphischen  Statik 
und  namentlich  über  deren  Literatur  findet  sich  in  der  Bro- 
schüre: ;,Ueber  die  graphische  Statik  zur  OrientiruDg  von  Dr. 
J.  tVeyrauchy  Teubner  1874**.  Dem  Verfasser  bin  ich  ganz  be- 
sonders verpflichtet  für  die  wohlwollende  Beurtheilung  der  ersten 
Ausgabe  meiner  Statik. 

Wir  hatten  erwartet,  dass  nach  dem  ersten  Erscheinen 
unserer  Statik  die  Analytiker  sich  daran  machen  würden ,  sie 
in  derselben  Weise  zu  behandeln ,  als  wie  Salmon  und  Fiedler 
z.  B.  die  Geometrie  behandeln.  Da  nun  aber  nichts  Derartiges 
erschienen  ist,  so  haben  wir  es  versucht,  in  der  vorliegenden 
zweiten  Auflage  den  geometrisch  graphischen  Lösungen  ganz 
kurz  die  analytischen  beizufügen.  Die  neueren  analytischen 
Metboden  haben  den  grossen  Vorzug  der  Unmittelbarkeit,  und 
hiermit  auch  den  der  Uebereinstimmung  mit  den  geometrischen. 
In  den  meisten  Fällen  waren  wir  im  Stande,  die  Formeln  aus 
den  vorausgegangenen  geometrischen  Ableitungen  herauszulesen, 
und  haben  dadurch  den  Vortheil  erreicht,  Gesetzen  Ausdruck 
zu  geben,  die  in  vielen  Fällen  nicht  unmittelbar  aus  den  geo- 
metrischen Constructioneu  hervorgehen,  und  in  jedem  doppelt 
behandelten  Fall,  die  freie  Wahl  zwischen  dem  graphischen 
Construiren  und  zwischen  dem  Rechnen  gesichert  zu  haben; 
in  der  Praxis  führt  bald  das  eine  bald  das  andere  rascher  zum 
Ziel.  Da  jedoch  diese  analytischen  Methoden  noch  etwas  mehr 
-Vorkenntnisse  als  wie  die  geometrisch  graphischen  erfordern, 
Vorkenntnisse,  die  man  nicht  von  jedem  Schüler,  wenigstens 
nicht  hier  in  Zürich  erwarten  darf,  so  haben  wir  das,  wa8  zum 
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Yerständniss  des  folgenden  nicht  unumgänglich  nothwendig 
ist  9  durch  kleineren  Druck  ausgezeichnet.  Analytische  Ablei- 
tungen, für  die  uns  kein  geometrischer  Beweis  bekannt  war, 
und  die  dennoch  durchstudirt  werden  müssen ,  wurden  in  der 
Grösse  des  gewöhnlichen  Textes  gedruckt 

Durch  diese  doppelte  Behandlungsweise ,  ferner  durch 
mehrere  beigefügte  oder  erweiterte  Kapitel  wurde  der  Stoff  so 
vermehrt,  dass  er  in  einem  Bande  nicht  mehr  untergebracht 
werden  konnte.  Der  vorliegende  erste  Band  enthält  den  theo* 
retischen  Theil,  das  graphische  Rechnen  und  die  eigentliche 
graphische  Statik,  während  der  zweite  Band  die  Anwendungen 
enthalten  soll.  In  der  ersten  Auflage  bildete  dieser  Theil  des 
Werkes  nur  die  beiden  ersten  Abschnitte  über  das  graphische 
Bechnen  und  die  graphische  Statik,  welche  im  Jahre  1864  er- 
schienen sind. 

Dem  graphischen  Rechnen  wurde  das  Kapitel  über  den 
Rechenschieber  beigefügt.  Es  bestehen  zwar  viele  Abhand- 
lungen über  den  Rechenschieber,  allein  in  den  meisten  derselben 
wird  die  Addition  der  Logarithmen  nicht  als  ein  Aneinander- 
reihen von  Linien  aufgefasst,  sondern  es  werden  Regeln  über 
unabhängig  einander  gegenüberstehende  Zahlen  gegeben,  wo- 
durch die  Zahl  der  Regeln  ungemein  vergrössert  wird.  Auch 
wird  dieses  äusserst  nützliche  Instrumentchen  bei  dem  Gon- 
struiren  viel  zu  wenig  benutzt,  und  ich  glaubte  zur  Verbreitung 
desselben  etwas  beitragen  zu  können,  indem  ich  seine  Theorie 
in  das  graphische  Rechnen  aufnahm,  wohin  sie  übrigens  auch 
eigentlich  hingehört. 

Der  graphischen  Statik  habe  ich  Einiges  über  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  vorausgeschickt.  Wohl  ist  mir  bekannt,  dass 
das  eigentlich  nicht  nothwendig  gewesen  wäre  und  ich  diesen 
Satz  als  selbstverständlich  hätte  voraussetzen  dürfen.  Da  aber 
gerade  darin,  dass  das  Verhältniss  zweier  in  gegebenen  festen 
Richtungen  wirkenden  Kräfte  und  die  Richtungen  ihrer  Mittel- 
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kräfte  projectivische  Gebilde  sind,  der  innere  Grund  dafür  liegt, 
das8  die  Statik  eine  geometrische  Wissenschaft  ist,  so  glaubte 
ich,  diese  Projectirität  direct  aufstellen  zu  müssen,  um  auf  ihr 
weiter  zu  bauen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  wurde  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  Baume,  obgleich  man  dieselbe  in  der  Praxis  gewöhn- 
lieh zu  umgehen  sucht,  weiter  ausgeführt  und  die  Sätze  von 
Mdbius  freilich  in  etwas  veränderter  Form  aufgenommen.  Nach- 
dem wir  direct  die  wichtigsten  Sätze  des  Nullsystems  ent- 
wickelt und  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Räume  auf 
dieses  zurückgeführt  hatten,  benutzten  wir  Staudt^  der  es  vom 
rein  geometrischen  Standpunkte  aus  jedenfalls  am  ausführlich- 
sten und  Yollständigsten  behandelt  hat,  um  die  sich  ergebenden 
Constructionen  auszuführen.  An  dieses  Nullsystem  reihen  sich 
dann  in  ganz  naturgemässer  Weise  die  schon  In  unserer  ersten 
Auflage  enthaltene  projectivische  Verwandtschaft  zwischen  dem 
Kräfte-  und  Seilpolygon  und  dann  die  reciproken  Kräftepläne 
Cremana*8  an. 

Bedeutend,  zu  einem  Abschnitt  erweitert,  wurden  die  Mo- 
mente paralleler  Kräfte,  die  Lehre  vom  statischen  und  vom 
Trägheitsmoment.  Das  ist  das  eigentliche  Gebiet  der  graphischen 
Statik,  das  sie  vollständig  beherrscht.  Alles  was  auf  Aufgaben 
zweiten  Grades  zurückgeführt  werden  kann,  lässt  sich  auf  gra- 
phischem Wege  leichter  als  auf  analytischem  lösen,  und  nament- 
lich die  Momente  zweiten  Grades  lassen  sich  bei  einigermaassen 
complicirten  Verhältnissen  rechnerisch  gar  nicht  mehr  bewäl- 
tigen. Gerade  um  zu  zeigen,  wie  weit  man  auf  analytischem 
Wege  gelangen  kann,  wurden  die  Momente  einiger,  in  ein- 
facher Weise  begrenzter  Körper  berechnet.  Allein  wie  com- 
plicirt  sind  nicht  schon  die  Ausdrücke  für  die  Momente  eines 
Tetraeders  oder  gar  eines  schief  abgeschnittenen  Kegels! 

Der  letzte  Abschnitt  enthält  die  Elemente  der  Elasticitäts- 
theorie.     Vielleicht  wird   man  nicht  ohne  einiges  Interesse  die 
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Anwendungen  der  Trägheitsmomente  auf  diese  Theorie  lesen. 
Durch  die  Einfährung  der  Elasticitätsellipse  eines  Bogens  oder 
eines  beliebig  zu  biegenden  elastischen  Stabes  wurde  es  möglich, 
die  Ortsänderungen  des  Endpunktes  in  directen  Zusammenhang 
mit  den  Kräften  zu  bringen,  welche  diese  Ortsänderungen  ver- 
ursachen, und  auf  diese  Weise  Gesetzmässigkeit  in  die  Bestim- 
mung der  an  elastischen  Bogen  wirkenden  Widerlagerreactionen 
zu  bringen. 

Hiermit  scbliesst  der  erste  Band,  von  dem  wir  glauben  an- 
nehmen zu  dürfen,  dass  er  auch  dem  Nicht-Ingenieur,  dem 
Lehrer,  dem  Maschinenbauer  und  Architekten  dienlich  sein 
werde.  Der  zweite  Band  wird  speciell  die  Anwendungen  auf 
die  Bauaufgaben  des  Ingenieurs  enthalten,  nämlich  wie  in  der 
ersten  Ausgabe:  die  Abschnitte  über  den  Balken,  das  Fachwerk, 
den  continuirlichen  Balken,  den  Bogen  und  die  Sttttzmauem. 

Wie  in  der  ersten  Auflage,  setzen  wir  auch  jetzt  die  Kennt- 
niss  der  Geometrie  der  Lage  voraus  und  empfehlen  zum  Stu- 
dium derselben  vor  allen  andern  Werken  SlamU\s  Geometrie  der 
Lage.  Wer  jedoch  diese  zu  abstract  gehalten  findet,  wird  sie 
viel  leichter  in  den  „Vorträgen  über  Geometrie  der  Lage  von 
Dr.  Th.  Keye''  studiren.  Sie  haben  vor  Slaudl  den  grossen 
Vorzug,  dass  die  Vorträge  mit  Figuren  erläutert  sind,  während 
man  bei  Staudt  diese  erst  selbst  erfinden  muss.  Dagegen  geht 
Slaudl  tiefer  ein;  z.  B.  das  für  die  Zusammensetzung  der  Kräfte 
so  nothwendige  Nullsystem  findet  sich  vollständiger  behandelt 
in  Slaudt  als  wie. in  Heye, 

An  den  hiesigen  polytechnischen  Schulen  sind  die  noth- 
wendigen  Vorkenntnisse  zum  Verständniss  des  geometrischen 
Theiles  bei  den  Schülern  vorhanden,  seit  Prof.  Fiedler  dieselben 
vorbereitet.  Dagegen  sind  sie  in  der  analytischen  Geometrie 
noch  nicht  weit  genug,  um  das  mit  klein  gedruckter  Schrift  im 
vorliegenden  Werke  verstehen  zu  können. 
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Die  hierzu  nothwendigen  YorkeDotnisse  können  durch  das 
Studium  der  Werke  Salman'sy  übersetzt  von  Fiedler  ^  erlangt 
werden. 

Bei  der  Ableitung  analytischer  Formeln  fühlten  wir  das 
Bedürfnisse  die  räumlichen  Stufen,  die  in  der  Geometrie  so  wich- 
tig sindy  auch  in  den  Formeln  zu  markiren,  und  glaubten,  dies 
am  zweckmässigsten  durch  die  Wahl  der  Schriftgattung  zu  thun. 
Wir  bezeichneten  also .  überall  Körper  mit  einem  grossen 
gothischen  Buchstaben,  drei  Dimensionen  darstellend; 
die  zwei  Dimensionen  darstellende  Fläche  mit  einem  grossen 
lateinischen  und  die  Linie  mit  einem  kleinen  latei- 
nischen Buchstaben.  Dem  kleinen  griechischen 
Buchstaben  bleibt  die  Dimension  0  oder  die  Zahl  vorbehalten, 
durch  welche  Verhältnisse  verschiedenster  Art  ausgedrückt  werden. 

Die  Kraft  geht  in  der  graphischen  Statik  in  der  Regel 
aus  einer  Flächenverwandlung  hervor,  wird  daher  der  Fläche 
coordinirt  und  wie  auch  sonst  allgemein  üblich  durch  einen 
grossen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet.  Hieraus 
ergiebt  sich  dann  ganz  von  selbst,  dass  einerseits  das  Moment 
als  Product  einer  Kraft  mit  einer  Linie  mit  einem  grossen  ^ 
gothischen  Buchstaben  bezeichnet  werden  müsse,  ander- 
seits aber  die  auf  eine  Linie  vertheilte  Belastung  oder  Kraft 
pro  Längeneinheit,  die  der  Multiplication  durch  eine  Linie  be- 
darf, um  Kraft  zu  werden,  mit  einem  kleinen  lateinischen, 
und  die  Kraft  (Last)  pro  Flächeneinheit  mit  einem 
kleinen  griechischen  Buchstaben  zu  bezeichnen  sei. 

Indem  wir  uns  ferner  noch  bestrebten,   das  Aehnliche  mit 
denselben  Buchstaben  zu  bezeichnen,   ergab  sich  die  folgende, 
80  ziemlich  eingehaltene  dualistische  Bezeichuungsweise : 
3  Inhalt  von  Körpern.  3  Trägheitsmomente. 

^(&SSk  Momente  im  Allgemeinen. 
^  Moment,  das  von  einer  oo  fer- 
nen verticaleu  Kraft  herrührt, 
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demnach  um  eine  horizontale 
Äxe  dreht. 
Q  X  Momente  um  nicht  horizon- 
tale Axen. 
F  Querschnittsflächen.  ^  B  Auf lagerdrttcke. 

P  verticale  Kraft. 
_    Q  Spannung  in  einem  Streckbaum. 
Ä  Pressung  „      „  ^ 

S  Kraft  in  Streben  und  Diago- 

nalbändem. 
T  Kraft  in  Bogen  und  Ketten. 
abclmxy»  Basen,  Längen,  Co-  p  verticale  Belastung  pro  Län- 

ordinaten .  geneinheit. 

drsq  Durch-  und  Halbmesser, 
Fachlängen,  Hebelsarme. 

F 

/*  verwandelte  Flächen  =  -,-. 

0 

hik  Höhen,  Axenentfernungen. 

aßyn  bekannte,  e  Elasticitätscoefficient. 

9  V^  unbekannte  Winkel  und  Ver-  ff  Momentenverhältnisse. 

hältnisse. 
T  Tangenten.  ^  Torsionscoefficient. 

if  Coefficient  der  absoluten  oder 

rückwirkenden  Festigkeit, 
a  Coefficient    der    scheerenden 

Festigkeit. 
07  verticale  Belastung  pro  Flä- 
cheneinheit. 
Das  Einhalten   eines   solchen   bestimmten  Systems  der  Be- 
zeichnung ist  deshalb  so  nützlich,  weil  ein  Blick  dann  genügt, 
um  die  Bedeutung  eines  Ausdrucks  zu  erfassen   und   um  die 
Homogenität  desselben  zu  constatiren.     So  z.  B.  die  der  Körper- 
gleichung: 
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und  der  Momentengleichung: 

$  =  //>  -f  r/^pfi  =  /p  -f  i/j  m  blK 

Heterogene  Gleichungen  aber  *giebt  es  keine  in  der  gra* 
phischen  Statik,  denn  man  kann  keinen  Körper  einer  Linie  und 
kein  Moment  einem  Hebelsarm  gleichsetzen,  und  wenn  man 
dennoch  solchen  Gleichungen  begegnet,  so  rührt  es  daher,  dass 
man  gewisse  GrOssen  gleich  1  gesetzt  hat  und  es  nicht  fttr 
nothwendig  erachtete,  diese  Einheiten  evident  zu  erhalten. 

Doch  ist  es  schwer,  ein  solches  Princip,  dessen  Nutzen  sich 
im  Verlauf  der  Arbeit  aufdrängte,  consequent  durchzuführen, 
indem  mehr  Stufen  als  wie  Schriftgattungen  vorhanden  sind :  so 
haben  wir  z.  B.  für  die  Trägheitsmomente  von  Körpern  mit 
4  Dimensionen  keine  Schriftgattungen  mehr.  Auch  sollten  die 
PffieAer'schen  Goordinaten  als  reciproke  Längen  durch  eine 
Schriftgattung  ausgedrückt  werden,  die  unter  der  griechischen 
stände.  Endlich  haben  wir  es  nicht  gewagt,  die  Gleichung  der 
geraden  Linie  z.  B.  also  zu  schreiben: 

aw  -f-  *y  +  C  =  0, 

indem  die  Determinanten,  welche  mit  solchen  Coefficienten  zu 
bilden  sind,  durch  zweierlei  Schriften  an  Uebersichtlichkeit  ver- 
lieren würden. 

Schliesslich  fühle  ich  mich  noch  gedrungen,  allen  Den- 
jenigen meinen  Dank  auszusprechen,  welche  so  freundlich  waren, 
an  der  Ausführung  meiner  graphischen  Statik  mitzuwirken,  vor 
Allen  dem  Verleger,  der  keine  Kosten  scheute,  um  sie  schön 
auszustatten;  dann  meinen  ehemaligen  Schülern,  denen  ich  13 
der  17  Tafeln,  welche  das  Werk  begleiten,  verdanke  und  deren 
Namen  ich  bei  der  Erläuterung  der  Tafeln  diesen  beifügen  werde. 

Ebenso  muss  ich  auch  hier  noch  der  Lithographen  Wurster 

und  Bandegger  erwähnen ;  die  Tafeln  wurden  schön  ausgeführt, 

und  wenn  sie  nun  dennoch  keine  mathematische  Genauigkeit 

n 
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bieten,  so  kann  man  dessen  die  lithographische  Anstalt  nicht 
zeihen.  Wir  haben  uns  selbst  davon  überzeugt ,  dass  es  un- 
möglich ist,  von  der  Zeichnung  yollkommen  genau  auf  den 
Stein  zu  übertragen  und  dann  auch  jede  Veränderung  der  Papier- 
dimensionen zu  verhüten.  Han  betrachte  sie  daher  als  Vor- 
lagen,  die  zeigen  sollen,  wie  etwa  in  doppeltem  Maassstabe 
construirt  werden  kann. 

Den  zweiten  Band  hoffe  ich  im  Laufe  der  zwei  nächsten 
Jahre  vollenden  zu  können. 

Hottingen  bei  Zürich,  April  1875. 


Culmann. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


DAS  GRAPHISCHE  RECHNEN. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Operationen  mit  Lini 


1.  Addition  nnd  Subtraction. 

Bei  dem  Addiren  und  Subtrahiren  haben  wir  es  im  gra- 
phischen Rechnen  nur  mit  geraden  Linien  zu  thun.  Zu  addi- 
rende  oder  zu  subtrahirende  Flächen,  Körper ,  Gewichte,  Kräfte 
u.  B.  w.,  müssen  erst  auf  gerade  Linien  reducirt,  d.  h.  durch  solche 
dargestellt  werden,  bevor  wir  diese  Operation  mit  ihnen  vor- 
nehmen können.  Auf  die  Art  und  Weise ,  wie  diese  Reductionen 
auszuführen  sind,  werden  wir  später  zurückkommen ,  und  setzen 
jetzt  voraus,  dass  wir  es  nur  mit  den  Resultaten  dieser  Reductio- 
nen, mit  Linien,  zu  thun  haben. 

Die  zusammenzusetzenden  geraden  Linien  müssen  durch  ihre 
absolute  Länge  und  durch  ihre  Richtung  gegeben  sein.  Durch  die 
Lage  einer  geraden  Linie  allein  ist  die  Richtung  derselben  noch 
nicht  vollkommen  bestimmt,  weil 
in  jeder  ihrer  Lagen  zwei  um  n  ^^^-  * ' 

von  einander  verschiedene  Rich- 
tungen, die  einander  entgegen- 
gesetzte heissen,  enthalten  sind. 
Gehen  mehrere  Linien  von  einem 
und  demselben  Punkt  (Fig.  1) 
als  Ursprung  aus,  so  genügt  es  zur  genauen  Bezeichnung  der  Rich- 
tung die  Linien  nur  auf  einer  Seite  des  Ursprungs  auszuziehen. 
Ueberhaupt  wird  in  jeder  begrenzten  Linie  durch  Bezeichnung 
des  einen  Endes  als  Ursprung  O  A^ch  die  Richtung  der  Geraden 
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bezeichnet,  so  hätten  z.  B.  die  beiden  gleich  langen  Linien  (Fig.  2) 
entgegengesetzte  Richtungen.    Zur  Bezeichnung  der  Richtung  in 

einer  unbegrenzten  Linie 
^*^-  ^-  oder     mehrerer     Linien, 

© 1       welche  gleiche  Lage  ha- 
ben,   und    überhaupt    in 

( 0      allen    Fällen,    in    denen 

die  Bezeichnung  des  Ur- 
sprungs zur  unzweideutigen  Bezeichnung  der  Richtung  nicht  ge- 
nügt, werden  wir  uns  eines  Pfeiles  ^<-  zur  Feststellung  derselben 
bedienen.    In   der  Geraden  A  (Fig.  3)  haben  also  die  beiden 

Fig.  3. 

— l — J' — F— ^— ^ — ±^ ! — 


gleich  langen  Linien  /i  und  4  entgegengesetzte,  d.  h.  um  n  ver- 
schiedene Richtungen.  Zur  Unterscheidung  der  beiden  in  einer 
und  derselben  geraden  Linie  vorkommenden  Richtungen  gebraucht 
man  häufig  auch  das  Wort  Sinn,  und  sagt  z.  B.,  die  beiden  Linien 
/i  und  4  in  ^  haben  entgegengesetzten  Sinn ,  oder  sind  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  aufzutmgen.  In  einer  und  derselben  geradeii 
Linie  entsprechen  die  beiden  Sinne  ganz  dem  Vorzeichen  -f-  und 
—  in  der  Analysis,  und  auch  wir  werden  uns  manchmal  dieser 
Vorzeichen  zur  Unterscheidung  der  beiden  Sinne  bedienen,  ist 
also  /|  im  Sinne  -j-  aufgetragen,  so  ist  es  4  im  Sinne  — . 

Die  graphische  Addition  besteht  nun  darin,  dass  man  von 
einem  Ursprung  ausgehend  die  erste  der  zu  addirenden  Linien  in 
Richtung  und  Grösse  aufträgt,  von  dem  Endpunkt  derselben  die 
zweite  Linie  und  von  dem  Endpunkt  dieser  die  dritte  und  so  fort 
alle  zu  addirenden  Linien  an  einander  reiht.  Als  Resultat  dieser 
Aneinanderreihung,  Addition,  muss  in  Richtung  und  Grösse  die 
Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  der  ersten  mit  dem  End- 
punkte der  letzten  der  zu  addirenden  Linien  betrachtet  werden. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  werden  wir  sehen,  dass 
diese  Addition  identisch  ist  mit  der  Addition  der  Linien,  und 
wollen  diese  des  Zusammenhanges  wegen  daher  dort  ausführlicher 
behandeln« 

Hier  wollen  wir  noch  einige  Worte  über  die  Addition  von 
Linien  gleicher  Richtung  sagen.     Es  fällt  dann  der  ganze  Linien- 
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zag  in  eine  gerade  Linie ,  w^il  alle  Richtungen  einen  oo  fernen 
Punkt  gemein  haben,  in  diesem  Falle  wird,  wenn  Linien  von  ver- 
schiedenem Sinne  vorhanden  sind,  mitunter  die  Bezeichnung  der- 
selben etwas  schwierig.  Es  ist  dies  zwar  nur  eine  Nebensache, 
immerhin  aber  namentlich  filr  Anfänger  wichtig  genug,  um  einige 
Augenblicke  dabei  zu  verweilen.  Eine  gerade  Linie  kann  als 
Punktreihe  und  als  Trägerin  von  Strecken  erscheinen.  Im  ersten 
Fall  bietet  die  Bezeichnung  gar  keine  Schwierigkeiten  dar;  sie 
ist  unzweideutig,  wenn  zu  jedem  Punkt  ein  Zeichen  gesetzt  wird 
(Fig.  4).  Ist  aber  die  gerade  Linie ,  wie  es  hier  bei  der  Addition 
der  Linien  der  Fall  ist,  die  Trägerin  von  an  einander  gereihten 
Strecken,  dann  ist  es  nicht  zweckmässig,  den  Trennungspunkten 
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der  Strecken  Zeichen  zu  geben  und  so  eine  und  dieselbe  Linie 
durch  zwei  nicht  mit  ihr  im  Zusammenhang  stehende  und  nicht 
an  sie  erinnernde  Zeichen  zu  bezeichnen.  Im  Interesse  der  Klar- 
heit und  des  leichteren  Ueberblicks  soll  jede  Strecke  ihr  Zeichen 
tragen,  die  Linie  /,,  die  Kraft  P„  das  Zeichen  i. 

Haben  alle  Strecken  gleichen  Sinn,  so  kann  man  einfach  das 
Zeichen  auf  die  Strecke  setzen  (Fig.  5).  Dasselbe  ist  auch  noch 
möglich,  wenn  zwar  Linien  beider  Sinne  vorkommen,  alle  Linien 
gleichen  Sinnes  jedoch  aufeinanderfolgen,  so  dass  nur  ein  Wende- 

• 

punkt  vorkommt  (Fig.  6),  der  Wendepunkt  liegt  zwischen  3  und  4, 
und  die  Summe  der  6  Linien  ist  durch  ^i . . . «  bezeichnet.    Man 
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hat  dann  nur  dem  einen  Sinn  die  eine  Seite  und  dem  andern  Sinn 
die  andere  Seite  der  geraden  Linien  zuzuweisen. 

Liegen  die  Strecken  beider  Sinne  durch  einander,  so  ist  es 
am  zweckmässigsten  9  den  Grenzen  jeder  Strecke  zwei  gleiche 
Zeichen  zu  geben  und  alle  Zeichen  gleichen  Sinnes  auf  dieselbe 
Seite  der  geraden  Linie  zu  setzen  (s.  Fig.  7),  wie  es  durch  die 
Pfeile  (Fig.  6)  angedeutet  ist. 

Gar  häufig  kommt  man  in  Versuchung»  in  jedem  der  Fälle 
5  und  6  die  Punkte  zu  bezeichnen,  dies  genügt  jedoch  nur  dann, 
wenn  erstens  die  Reihenfolge  der  Strecken  und  zweitens  die 
Grenze  bekannt  ist,  an  der  das  Zeichen  steht.  Letzteres  könnte 
wohl  dadurch  ein  für  allemal  bestirmmt  werden,  dass  man  das 
Zeichen  an  das  eine  Ende  der  Strecke  setzt,  die  Ordnung  aber 
geht  nicht  aus  der  Figur  hervor  und  muss  besonders  bemerkt  . 
werden. 

In  Fig.  8  z.  B.,  wo  das  Zeichen  an  den  Anfang  seiner  Strecke 
gesetzt  wurde,  deutet  nichts  die  Reihenfolge  1  3  5  2  4  7  6  an,  und 
die  Länge  keiner  Strecke  ist  bestimmt,  während  aus  Fig.  9  ganz 
unzweideutig  hervorgeht,  dass  auf  1,  3  und  auf  3,  5  folgt  u.  s.  w. 

Da  nun  Anfänger  in  ihren  Constructionen  gar  häufig  dadurch 
fehlen,  dass  sie  immer  nur  Punkte  bezeichnen  wollen ,  und  dann 
die  zu  beiden  Seiten  des  Zeichens  liegenden  Strecken  mit  ein- 
ander verwechseln ,  so  können  wir  nicht  genug  empfehlen,  die 
Strecken  eines  geraden  Gebildes  nöthigenfalls  mit  zwei  Zeichen 
zu  bezeichnen,  wenn  das  Gebilde  durch  seine  Strecken,  die  Punkte 
aber  zu  bezeichnen ,  wenn  es  durch  seine  einzelnen  Punkte  ge- 
geben ist. 

Mitunter  kommt  es  vor,  dass  eine  und  dieselbe  gerade  Linie 
die  Trägerin  mehrerer  Gebilde  ist,  siehe  z.  B.  die  später  folgenden 
Tafeln  des  continuirlichen  Balkens,  wo  nicht  allein  die  an  den  Balken 
wirkenden  Lasten  auf  einer  Linie  aufgetragen  wurden,  sondern  wo 
man  die  scherenden  Kräfte  schliesslich  auf  derselben  geraden  Linie 
erhalten  hat.  In  solchen  Fällen  ist  es  am  klarsten,  so  wie  es  dort  ge- 
schehen ist,  die  verschiedenen  Gebilde  dadurch  auszuzeichnen,  dass 
man  deren  Zeichen  auf  verschiedene  Parallellinien  zum  gemein- 
schaftlichen Träger  setzt  und  die  entsprechenden  Theilstriche  bis 
zu  diesen  Parallelen  verlängert.  Es  geschieht  dasselbe,  wenn  bei 
Maassstäben  die  mehr  oder  weniger  bedeutenden  Theilpunkte  durch 
längere  oder  kürzere  Striche  ausgezeichnet  werden.    Subtraction 
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ist  Addition  in  entgegengesetztem  Sinne«  Um  also  eine  oder 
mehrere  Linien  von  einer  anderen  Linie  oder  von  der  Summe 
mehrerer  anderer  Linien  abzuziehen,  hat  man  nur  den  Pfeil  dieser 
Linien  umzusetzen  und  dann  zu  addiren. 

Alles,  was  wir  hier  von  der  Addition  und  Subtraction  von 
Linien  in  gleicher  Richtung  und  Lage  gesagt  haben,  gilt  auch  von 
der  Addition  und  Subtraction  von  KreisbogenstUcken  gleichen  Ra- 
dius auf  denselben  Bogen,  also  von  Winkeln  in  der  Ebene.  Da- 
gegen ist  das  weiter  oben  von  der  Addition  im  Raum  oder  in  der 
Ebene  Gesagte  nicht  mehr  anwendbar  auf  die  Addition  von 
grössten  Kreisen  auf  der  Kugel,  also  auf  Drehungen  im  Raum; 
weil  zwei  grösste  Kreise,  welche  gleichen  Winkel  mit  einem 
dritten  bilden,  nicht  mehr  parallel  laufen,  und  weil  es  überhaupt 
gar  keine  parallele  grössten  Kreise  auf  der  Kugel  giebt,  und  weil 
daher  parallel  mit  sich  selbst  ausgeführte  Zugverschiebungen  auf 
der  Kugel  gar  nicht  mehr  möglich  sind. 

Die  Addition  und  Subtraction  von  Streclcen  (mögen  sie  Linien  oder  Kräfte  I>e- 
zeiclinen)  finden  ihren  analy tischpn  Ausdruclc  einfach  in  der  Summenformel : 


n 


1 


oder  auch : 


/',...« «  p,  +  A  + ...  p.  +.../'«  =  !•  P,. 

1 
Auch  hier  wird  die  Subtraction  durch  Zeichenwechsel  ausKedrucl(t; 
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hältnissen. 

Man  unterscheidet  zweierlei  Multiplicationen  und  Divisionen, 
erstens  die  von  Linien  mit  Verhältnissen,  bei  denen  das  Resultat 
immer  wieder  eine  Linie  ist  und  bei  der  daher  keine  Aenderung 
der  räumlichen  Dimensionenzahl,  der  Stufe  stattfindet ;  und  zwei- 
tens die  Mnitiplication  von  Linien  mit  Linien  zu  Flächen,  von 
Flächen  mit  Linien  zu  Körpern  etc.  und  umgekehrt  die  Division 
von  Körpern  durch  Linien  zu  Flächen  u.  s.  w. ,  bei  denen  eine 
Aenderung  in  der  räumlichen  Dimensionenzahl  stattfindet  Diese 
letzteren,  d.  h.  die  Verwandlung  und  das  Messen  von  Flächen  und 
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Körpern  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  behandelt  werden, 
während  wir  uns  hier  vorerst  nur  mit  der  ersteren,  also  mit  der 
Multiplication  und  Division  von  Linien  mit  Verhältnissen  be- 
schäftigen. 

In  manchen  Werken  wird  der  Fall  behandelt,  in  welchem 
dieses  Verhältniss  durch  Zahlen  gegeben  ist,  und  es  heisst  da,  um 
eine  Linie  mit  12. ..n  zu  multipliciren ,  trage  man  sie  12. ..n  Mal 
hinter  einander  auf  einer  Geraden  auf.  So  einfach  dieses  Ver- 
fahren ist,  so  entspricht  es  doch  nicht  ganz  dem  Geiste  des  gra- 
phischen Eechnens.  Durch  Construiren  können  wir  nur  zu  Linien^ 
nie  zu  Zahlen  gelangen,  und  die  Construction  beginnt  erst  da,  wo 
Linien,  nicht  Zahlen  gegeben  sind.  Dieses  nmalige  Auftragen 
einer  Linie  gehört  daher  noch  zurUebersetzung  des  Gegebenen  in 
eine  Linie,  ebenso  wie  das  Abgreifen  und  Messen  der  letzten 
Linie  zur  Uebersetzung  der  Schlusslinie  in  das  Resultat  gehört. 
Wir  werden  daher  immer  annehmen:  das  als  Factor  zu  betrach- 
tende Verhältniss  sei  durch  zwei  Linien  m  und  n  gegeben. 

Das   einfachste  Mittel   zur  Multiplication  einer  Linie  /  mit 

einem  Verhältniss   ^  also  zur  Bestimmung  veno?  =  /^bietenähn- 

liche  Dreiecke.  Sie  können  beliebige  Lage  und  eine  beliebige 
dritte  Seite  haben.  Die  drei  gegebenen  Linien  /,  m  und  n  sind 
dann  so  zu  gruppiren,  dass  die  zu  multiplicirenden  beiden  Linien 
/  und  m  weder  demselben  Dreieck  angehören,  noch  homologe  Sei- 
ten der  beiden  verschiedenen  Dreiecke  seien.  Findet  sich  in  der 
Gonstructionsfigur  gerade  keine  andere  passende  Lage  der  bei- 
den Dreiecke,  so  wird  es  immer  am  einfachsten  sein,  die  bei- 
den Dreiecke  durch  Ziehen  zweier  Parallelen  in  einem  und  dem- 
selben Winkel  zu  bilden,  wo  dann  die  beiden  in  Fig.  10  und 
Fig.  11  dargestellten  Anordnungen  möglich  sind.  Alle  Linien 
sind  von  O  aus  aufgetragen ,  m  darf  also  weder  auf  demselben 
Schenkel  aufgetragen  noch  durch  eine  der  Parallelen  mit  /  ver- 
bunden werden;  je  nachdem  man  dann  n  auf  demselben  (Fig.  10) 
oder  nicht  auf  demselben  (Fig.  11)  Schenkel  aufträgt,  erhält  man 
a:  nicht  auf  demselben  oder  auf  demselben  Schenkel.  In  Fig.  10 
werden  feiner  nicht  nur  die  ganzen  von  O  aus  aufgetragenen,  son- 
dern alle  zwischen  Parallelen  zixmn  liegende  Strecken ,  wie  z.  B. 
/  —  n  im  Verhältniss  von  m  zn  n  reducirt,  und  wir  wollen  dies 
durch  die  Worte   ausdrücken,   zwischen  den  beiden  Schenkeln 
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projicire  die  Richtung  vui  das  Verhältniss  ^.     In  Fig.  11  endlich 

bestimmen  nicht  nur  alle  Parallelen,  welche  durch  die  Endpunkte 

von  m  und  n  gehen,  auf  dem  anderen  Schenkel  Längen ,  die  sich 

wie  m  zw  n  verhalten, 

sondern  die  Parallelen  ^'*'  ^^• 

selbst    verhalten    sich 

auch  wie  m  z\x  n  und 

man  hat  x^  =  l^  ^. 

Beispiel:  Welches  ist 
die  Höhe  des  Steinpris- 
mas, dessen  Gewicht 
gerade  so  gross  wäre, 
als  das  des  Erdprismas 
von  gleicher  Grund- 
fläche und  der  Höhe  h. 
Die  specifischen  Ge- 
wichte von  Erde  und 
Stein  verhalten  sich  wie 
die  Linien  m  :  n.     Die 

Höhe  des  Steinprismas  muss  im  Verhältniss  des  specifischen  Ge- 
wichts von  Erde  zu  Stein  reducirt,  d.  h.  mit  diesem  Verhältniss 

multiplicirt  werden,  es  ist  also  x  =  h—. 

Die  obigen  Figuren  10  und  11  enthalten  die  Lösung,  wenn 
man  in  denselben  statt  /,  k  setzt. 
Sind  mehrere 


Fig.  II. 


Strecken  l^  l^  l , 
desselben  gera- 
den Gebildes  mit 
demselben  con- 
stanten  Verhält- 
niss zu  multipli- 
ciren ,  so  kann 
die  Fig.  10  ana- 
loge Gonstruction 
Fig.  12  oder  die 
Fig.  11  analoge 
Fig.  13  (s.  S.  10) 
gewählt  werden. 


Fig.  12. 
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Die  Analogien  liegen  so  nahe,  dass  wir  uns  nicht  mit  Nach- 
weis derselben  aufzuhalten  brauchen. 

Flg.  13. 


'   •   \\\ 

1     \         V 
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h     \  u    \    u j 


Fijr.  14. 


Alle  obigen  Constructionen  erheischen  das  Ziehen  von  Pa- 
rallelen. Indem  man  sich  nun  das  Entbehren  des  Ziehens  von 
Parallelen  zur  erschwerenden  Bedingung  gab,  wurde  vorgeschlagen, 
die  Parabel  als  Mittel  zur  Multiplication  mit  constantem  Verhält- 
niss  zu  benutzen.  Die  geraden  Gebilde,  welche  durch  die  gegen- 
seitigen Durchschnittspunkte  der  Tangenten  einer  Parabel  ent- 
stehen, sind  alle  in  der  Art  ähnlich,  dass  sich  die  durch  dieselben 
Tangenten  begrenzten  Segmente  entsprechen,  wobei  der  Be- 
rührungspunkt   einer  Tangente    als   Schnitt  mit  ihr   selbst  zu 


S.  Miütiplication  nnd  Division  tod  Linien  mit  Verhältnissen. 
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betrachten  ist.  So  entsprechen  sich  (Fig.  14)  die  gleichbezifferten 
Segmente  der  drei  geraden  Gebilde  ABC^  Wäre  nun  eines  der- 
selben B  (12  3  4  5)  und  die  es  berührende  Parabel  gegeben ,  und 
sollten  die  einzelnen  Segmente  desselben  mit  dem  Verhältniss 
\C  i\B  multiplicirt  werden ,  so  könnte  man  durch  alle  seine 
Punkte  Tangenten  an  die  Parabel  ziehen  und  dann  die  Gerade  C 
so  an  der  Parabel  tangirend  verschieben,  dass  die  Endpunkte  von 
1  C  auf  ^  und  die  Tangente  12  fallen,  so  wird  C  (1  2  3  4  5)  dem 
Gebilde  0  (1  2  3  4  5)  ähnlich  sein.  Statt  der  Parabel  kann  auch 
noch  ein  zweites  ähnliches  Gebilde  A  gegeben  sein ,  weil  dann 
alle  Geraden ,  welche  homologe  Punkte  verbinden ,  eine  und  die- 
selbe Parabel  bertthren.  Die  Lage  von  C  muss  dann  natürlich 
auch  immer  so  bestimmt  werden,  dass  diese  Linie  durch  homologe 
Punkte  von  A  und  B  gehe.  Also  6  A  und  6  B  müssen  sich  ent- 
sprechen. Diese  allgemeine  Construction  vereinfacht  sich  etwas, 
wenn  alle  Segmente  gleich  gross  sind,  weil  dann  einfach  die  Ab- 
schnitte 6  auf  A  und  B  irgend  einem  anderen  Segment  dieser 
Linien  gleich  zu  machen  sind.  Immerhin  ist  diese  Multiplication 
viel  umständlicher  als  die  der  Fig.  10  bis  13  und  wir  erwähnten 
derselben  nur  der  Vollständigkeit  wegen,  ohne  auf  weitere  Spiele- 
reien, die  mit  der  Parabel  ausgeführt  werden  können,  einzugehen. 

Vom  theoretischen  Standpunkt  aus  betrachtet  sind  die  bis 
jetzt  angeführten  Methoden  alle  gleich  gut;  für  die  Praxis  aber  ist 
ganz  besonders  die  Anordnung  Fig.  15  zu  empfehlen,  weil  bei  der- 
selben die  Linien  n  und  x  nicht  gezogen  zu  werden  brauchen, 
sondern  ihre  Länge  direkt  mit 
dem  Zirkel  abgegriffen  werden 
kann;  und  die  Operationen, 
welche  mit  den  Zirkelspitzen 
allein  ausgeführt  werden  kön- 
nen, sind  bei  weitem  die  ge- 
nauesten.    Um  X  =  l  ^-  zu  con- 


struiren,  beschreibe  man  vom 
Endpunkte  von  n  aus  mit  dem  Kadius  m  einen  Bogen,  an  den  man 
von  O  AUS  61^6  Tangente  zieht,  wobei  es,  wie  die  Figur  zeigt, 
ganz  einerlei  ist,  von  welchem  der  beiden  Schenkel  des  Winkels 
man  ausgeht.  Die  Entfernung  des  Endpunktes  der  Länge  /  von 
dieser  Tangente  ist  dann  das  gesuchte  ^,  und  diese  Entfernung 


n 
m 
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kann  direct  mittelst  des  Zirkels  abgegriffen  werden ,  ohne  dass  es 
nöthig  ist,  die  Linie  zu  ziehen. 

Diese  Anordnung  ist  namentlich  dann  zu  empfehlen,  wenn 
viele  /  mit  dem  Verhältniss  ^  zu  multipliciren  sind,  man  nimmt  / 
in  Zirkel,  trägt  es  von  O  ^^s  auf  und  misst  direct  x  ab. 

Setzt  man  n  =  1,  so  wird  ?tt  gleich  dem  Sinus  des  Winkels 
bei  O*  Ss  eignet  sich  also  das  Sinusverhältniss  praktisch  besser 
zu  Beductionen,  als  wie  das  allgemein  übliche  Tangenten  ver- 
hältniss. 

Bei  obiger  Gonstruction  wurde  vorausgesetzjt,  es  sei  n  grösser 
als  ?n;  ist  aber  das  Umgekehrte  der  Fall,  so  kann  man  sich  auf 
zweierlei  Weise  helfen.  Ist  es  einerlei ,  wo  und  in  welcher  Lage 
man  a;  erhalte,  so  vertausche  man  einfach  m  mit  n ,  und  x  mit  /; 

man  sucht,  wenn  der  Winkel  O  so  construirtist,  dass  sein  sin  ^ 

ist,  mit  der  Zirkelöffnung  /  denjenigen  Punkt  des  einen  Schenkels, 
dessen  senkrechte  Entfernung  vom  anderen  gleich  dieser  Länge 
ist;  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  ist  dann  die  gesuchte 

Länge  x.    Soll  aber  das  x  =^~  l  in  dergleichen  Lage  als  wie  in 

Fig.  15  erhalten  werden,  so  construire  man  den  Winkel  O  löit 

in  fit.    ^-^   Kfh 

dem  Sinusverhältniss   -  =  ,  wo  k  eine  ganze  Zahl  ist, 

71  7/ 

SO  beschaffen,  dass  m  <Cn  wird,  und.  die  man  einfach  dadurch  er- 
hält, dass  man  n  so  oft,  als  es  mit  positivem  Best  möglich  ist,  von 

m  abzieht.     Dann  hat  man  /,  wegen  x  =^^  l=  '^  /  -|-  Ar/,  zur 

gefundenen  Länge  ^  /,  ArMal  zu  addiren;  was  nach  Fig.  15  auf 

der  Ordinate  selbst  geschehen  kann,  wo  die  Operation  für  Ar  =  1, 

-      wi         wi  -f-  n   .      -      -.,,., 

also  —  =  ' —  durchgeführt  ist. 

n  n 

Die  Division  ist  identisch  mit  der  Multiplication,  wenn  man 
Nenner  und  Zähler  des  Divisorverhältnisses  mit  einander  ver- 
tauscht. Ausserdem  gebraucht  man  noch  häufig  das  Wort  Divi- 
sion statt  Multiplication,  wenn  in  den  Fig.  12,  13  und  14  nicht 
einzelne  Segmente,  sondern  die  ganze  Länge  der  einen  Linie  ge- 
geben ist,  und  es  sich  darum  handelt,  sie  so  einzutheilen,  dass 
ihre  einzelnen  Segmente  denen  einer  anderen  gegebenen  Linie 
ähnlich  seien.  Die  Totallängen  der  beiden  gegebenen  Linien  ver- 
treten die  Stelle  von  m  und  n.    In  Fig.  12  ist  dann  die  äusserste 
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Parallele  durch  die  Endpunkte  der  gegebenen  Linien  gegeben, 
und  in  Fig.  13  erhält  man  das  Projektionscentrum  O  durch  Ver- 
längerung der  beiden  Linien,  welche  die  Endpunkte  der  gegebenen 
und  parallel  gelegten  Linien  mit  einander  verbinden. 

Wenn  bei  dieser  Division  die  Länge  /  nur  in  zwei  Theile  zu 

/ 

theilen  ist,  die  sich  wie  — i — -  oder  wie  —  verhalten  sollen,   so 

-j-  71  n 

ist  es  am  einfachsten,  die  Linien  m  m  und  n,  durch  welche  diese 
Verhältnisse  gegeben  sind,  auf  zwei  Parallelen  durch  die  End- 
punkte von  /aufzutragen,  s.  Fig.  16,  dann  schneidet  die  Verbin- 
dungslinie auf  /  den  Theilpunkt  aus,  was  keines  weiteren  Beweises 
mehr  bedarf.    «^ 

Fig.  16. 


/        \ 


/ 


\ 


V 


Soll  die  Construction  genau  sein,  so  darf  die  Verbindungs- 
linie der  auf  den  Parallelen  liegenden  Punkte  die  Linie  /  nicht 
unter  einem  zu  spitzen  Winkel  schneiden.  Dieser  Winkel  ist  ein 
Maximum ,  wenn  die  Längen  m  und  n  senkreckt  auf  der  Verbin- 
dungslinie stehen ,  d.  h.  wenn  sie  die  mit  den  Badien  m  und  n 
von  den  Endpunkten  von  /  aus  beschriebenen  Kreise  berührt.  Ist 
der  Winkel  immer  noch  zu  spitz,  so  trage  man  m  und  n  mehrere 
Mal  auf  den  Parallelen  auf. 

In  Obigem  ist  die  Construction  def  darch  die  Gleichungen  mx^  —  nxj  a«  0 
oder  mzx  -\-  nx%=s  q  gegebenen  Punkte  enthalten,  und  es  könnten  jetzt  hier  alle 
jene  Constructionen  angereiht  werden,  die  noth wendig  sind,  um  von  den  Methoden 
der  analytischen  Geometrie  zu  den  constructiven  Methoden  überzugehen,  die  aber  in 
den  Lehrbüchern  über  analytische  Geometrie  wohl  etwas  ausführlicher  behandelt  sein 
sollten.  Femer  gehören  hierher  die  Constructionen,  welche  sich  auf  die  harmo- 
nische and  involutorische  Lage  von  Punkten  und  Linien  beziehen.  Wir  können 
auf  diese  ganz  der  Geometrie  der  Lage  angehörenden  Constructionen  ebenfalls 
hier  nicht  näher  eintreten,  sondern  nur  nebenbei  bemerken ,  dass ,  wenn  man  in 
Fig.  16  m'  «B  —  m  setst,  man  eine  der  einfachsten  Constructionen  harmonisch  ge- 
legener Punkte  und  Strahlen  erhält. 
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F  F 
I.Beispiel:  Es  ist  F  —        *    *     zu  construiren.     Bringt  man  diese  Qlei- 

z*!  +  rf 

2  2  2 

chang  auf  die  Form  -=r  ■»  -=-  -}-  -Wi  ^^  ^^^^^  ^^^  >  ^^^  >  yrenn  von  einem 

Pnnkt  0  ans  -—  Fi  and  —  F^  aufgetragen  werden,   F  die  Entfernung  des- 

jenigen  Panlctes  sei,  welcher  mit  0  jene  zwei  Entfemnngen  harmonisch  tlieilt.  Fig.  17 
giebt  die  Lösung.  Mit  schwächeren  Linien  ist  noch  die  Lösung  mittelst  eines  Kreis- 
bogens angedeutet.    Fig.  18  giebt  aber  eine  noch  einfachere  Lösung. 


Fig.  17. 
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Dieses  Beispiel  findet'  Anwendung  bei  der  Bestimmung  des  Trägheitsmoments 
zweier  Flächen. 

2.  Beispiel:  Es  ist  der  Flächeninhalt  F eines  Dreieclts  so  durch  eine  Linie/ 
auszudrücken,  dass/multiplicirt  mit  einer  für  alle  zu  vergleichenden  Flächen  con- 
staute  Basis  h  gleich  F  sei,  mit  anderen  Worten ,  es  ist  die  Fläche  F  auf  die  Basis 
h  zu  reduciren. 

Ist  a  die  Basis,  h,  die  Höhe  des  Dreiecics,  so  hat  man  zu  bilden  : 


h  26  26* 

Diese  zwei  Multiplicationen  sind  in  Fig.  19  und  20  ausgeführt.  Nachdem  in 
Fig.  19  OC  ^^  2  b  aufgetragen  und  in  Fig.  20  der  Punkt  D  so  bestimmt  wurde, 
dass  er  um  2  6  über  A  0  liegt,  sind  in  beiden  Figuren  durch  Ziehen  der  Parallelen 
A D  und  B C ähnliche  Dreiecke  ADO  und  CB 0  gebildet  worden ,  von  denen  die 
Höhen  homologe  Längen  sind.     Man  hat  daher  in  beiden 

A  ib  ' 


3.  Potendren. 
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WO  a  und  h  weder  demselben  der  ähnlichen  Dreiecke  angehören ,  noch  homologe 
Seiten  der  beiden  verschiedenen  Dreiecke  sein  dürfen. 

Fig.  20. 


3.  Potenziren. 


Unter  Potenziren  versteht  man  das  wiederholte  Multipliciren 
einer  Linie  mit  demselben  Verhältniss,  also  die  Bildung  derWerthe 

wenn  /  und  das  Yerhältniss  ^  gegeben  sind.  Setzt  man  hier;7i  =  / 
und  n  gleich  der  Einheit,  so  erhält  man  wirkliche  Potenzen  von  /. 
Allein  es  sind  nur  scheinbare  Potenzen ,  weil  sie  alle  durch  die 
Einheit  in  derselben  weniger  ersten  Potenz  dividirtsind.  Da  man  in 
Folge  dessen  verschiedene  Längen  erhält,  wenn  man  dem  Poten- 
ziren derselben  Linie,  einmal  1  Gtm.,  das  andere  Mal  Va  Zoll  zu 
Grunde  legt,  d.  h.  n  ändert,  so  wollen  wir  hier  n  immer  evident 
erhalten  und  die  wiederholten  Multiplicationen ,  wie  oben  ange- 
schrieben, ausführen. 

Die  Wiederholung  der  Multiplication  von  Fig.  10  (s.  S.  9)  giebt 
die  Anordnung  von  Fig.  21  (s.S.  16).  Nachdem  man  im  Winkel  O 
durch  zwei  Kreisbogen  beide  Richtungen ,  sowohl  die,  welche  von 
A  nach  B,  als  auch  die,  welche  von  B  nach  A  in  dem  Yerhältniss 

-  projicirt  und  die  wir  antiparallel  nennen,  bestimmt  und  /  auf  A 
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aufgetragen  hat,  so  erhält  man  durch  eine  Parallele  /^  auf  B  durch 
Ziehen  der  Antiparallelen  /(^)a  auf  A  u.  s.  w. 


Fig.   21. 
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Es  bilden  dann  die  Totallängen  von  A  und  B  geometrische 
Progressionen : 

'    O'   O* .  •  •    und  ^    03 


mit  dem  Quotienten  {—^  und  die  Längen  der  aufeinander  folgen- 
den Transversalen  die  geometrische  Progression: 


m 
n 


des  Quotienten 

Setzt  man  zwischen  zwei  beliebigen  aufeinanderfolgenden 
Antiparallelen  z.  B.  den  ersten,  welche  den  Winkel  0,  mit  ein- 
ander bilden,  die  Progression  /,  //^  fort,  so  erhält  man  ein^O* 

gleichartiges  Gebilde  €0,0  dessen  Schenkel  die  Träger  der  Pro- 
gressionen : 

A     l,&     l&  .  .  und  /,f     /,r,)» .  .  . 

sind,  und  dessen  Antiparallelen  mit  QA  und  O^  parallel  laufen, 
den  einzelnen  Segmenten  dieser  Gebilde  gleich  sind,  und  die  geo- 
metrische Progression: 


bilden. 
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Hieraus  geht  also  hervor,  dass  auch  die  einzelnen  Segmente 
von  ^O  und  BQ  eine  geometrische  Progression  bilden,  was  übri- 
gens noch  unmittelbar  aus  der  Aehnlichkeit  aller  über  diesen  Seg- 
menten stehenden  Dreiecke,  gebildet  aus  dem  Segment  und  einem 
Paar  Antiparallelen,  folgt. 

Die  Multiplication  mit  Verhältnissen,  die  gebrochene  Expo- 
nenten haben,  werden  wir  in  Nummer  5  beim  Wurzel  ausziehen 
behandeln,  vorher  aber  noch  der  Arbeiten  dreier  Herren  erwähnen, 
welche  versucht  haben,  nach  obigen  Regeln  auf  graphischem  Wege 
rein  analytische  Ausdrucke  zu  construiren.  Es  sind  das  der  Auf- 
satz: Sul  calcolo  graßco  dei  polinomi  intieri  e  razionali  della  forma 
x^  -|-  aaf^^^  -j-  . . .  yj?  -f-  /,  7wta  delt higegnere  E.  Stamm  {Rendi 
conti  del  Reale  Instituto  Lombardo  Müano  1864). 

Dann  Dr.  H.  Eggers  GrundzUge  einer  graphischen  Arith- 
methik,  Schaffhausen  1865. 

Endlich:  Das  graphische  Rechnen,  Promotions-Dissertation 
von  Eug.  J'dger^  Speyer  1867. 

Die  Constructionen  des  Polynoms  weichen  nicht  wesentlich 
von  einander  ab,  die  Stamm' s  ist  jedoch  die  erste,  die  Auffassung 
in  Eggers  Grundzügen  aber  bei  weitem  die  allgemeinere,  in  Jager' s 
Rechnen  endlich  sind  auch  bekanntere  Constructionen  wieder  mit 
aufgeführt. 

Wir  wollen  hier  nach  Eggers  das  Polynom 

«1««  ...  a.  Vi  +  «1  «2- ••öfi-iPi--i +  ••••«!  «aft  +  ^iPi  +  Z^o  =y 

construiren,  in  welchen  p  Längen  und  a  immer  positive  Verhält- 
nisse bezeichnen,  welche  durch  2  Linien  ~  gegeben  sein  können. 

Unsere  Construction  weicht  von  der  Dr.  Eggers  nur  darin  ab,  dass 
wir  dem  Nr.  3  S.  11  Gesagten  entsprechend  mit  dem  Sinusverhält- 
niss  construiren,  während  Dr.  Eggers  das  Tangentenverhältniss 
angewendet  hat,  um  die  zu  construirenden  Grössen  mit  den  Ordi- 
naten  der  Gleichung  einer  Linie  y  =  «.?•  -|-  P»  von  der  er  ausgeht, 
mehr  in  Einklang  zu  bringen. 

Wir  bringen  y  in  die  Form : 

y  =  ((((«.  Vi  -\-Pi-i)  «1-1  +/'.-2)  «I-2+. ../'i)«2+P!)  ai+;'o; 

und  setzen  den  Inhalt  der  aufeinander  folgenden  Klammern 
=  y*-i ,  y.-2  . . . ,  so  dass : 
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y«-i  =  ^ipi  +  Pi-^    ;    y^-i  =  «a  Vk  +  /^^-i    ;   yo^y^ 


ist. 


Fig. '22. 


■5« 


Von  0  (Fig.  22)  aasgehend 
wurden  Strahlen  gezogen,  die 
mit  Ox  Winkel  bilden,  deren 
Sinus  gleich  a,- ,  a,_i  — 1,  a,_2 , 
cf,-3  ....  ist.  Da  a^i  >>  1 
war,  so  wurde  statt  a,_i  das 
Sinusverhältniss  a,-i  — 1  auf- 
getragen; wäre  es  grösser 
als  wie  2  gewesen,  so  hätte 
man  a,-.i  —  2  aufgetragen, 
u.  s.  w.  Dann  wurden  auf  Oy 
ebenfalls  von  0  ausgehend, 
die  positiven  p  nach  unten 
und  die  negativen  p  nach 
oben  aufgetragen,  und  durch 
die  Endpunkte  Parallele  ge- 
zogen. Nimmt  man  jetzt  /;,  in  den  Zirkel  und  trägt  es  auf  a,  auf, 
so  ist  die  Entfernung  des  Endpunktes  von  der  Horizontalen  pi^i 
gleich  tfi^i;  denn  die  Strecke  über  Oa:  ist  gleich  u^pi  und  die 
Strecke  unter  derselben  gleich /?i-i,  mithin  die  ganze  ausgezogene 
Strecke  =  «,•/?,-[- p,_i=y,-.i.  Dieses y,-<i  kann  sofort,  ohne  dass 
es  nöthig  wäre,  eine  weitere  Linie  zu  ziehen,  abgegriffen,  dann 
zuerst  auf  a,_-i  und  hierauf  auf  der  Verticalen  durch  den  Endpunkt 
einmal  aufgetragen  werden,  weil  a,_i  grösser  als  1  ist.  Die  Ent- 
fernung des  Endpunktes  dieser  Verticalen  von  der  Horizontalen 
durch  —  pi^2  ist  gleich  y,.2 .  Da  dieser  Endpunkt  unter  der  Ho- 
rizontalen — p,_2  liegt,  so  isty,_2  negativ,  und  mussauf  den  Strahl 
»1^8  von  0  aus  nach  links  aufgetragen  werden. 

Auch  dieser  Endpunkt  liegt  unter  — pi^^y  demnach  ist  ^,.3 
auch  negativ,  und  muss  ebenfalls  rückwärts  von  0  auf  ^,-.3  aufge- 
tragen werden.  Dieser  letztere  Endpunkt  liegt  über  -f-/i|_-4,  also 
ist  y,-_4  positiv. 

Auf  diese  Weise  fortfahrend,  lässt  sich  jedes  Polynom  von 
obiger  Form  graphisch  construiren. 

Sind  alle  a  gleich  gross^  so  wird  das  obige  Polynom  gleich : 


y  =Pi  «•+/'« 


a 


i— 1 


+  ... 


PO' 
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In  diesem  Falle  hat  man  nur  ein  einziges  a  zu  construiren ,  im 
Uebrigen  ist  die  Gonstruction  wie  oben. 

Ist  a  unbekannt  ^=^  x  und  soll  y  =  0  sein,  so  kann  mittelst 
obiger  Gonstruction  auf  dem  Wege  des  Probirens  die  Gleichung 

0  =  fiOf  +  ;?,_ia?*-^  +  •  •  •        V^y 
gelöst  werden. 

Direct  können  nun  nach  obiger  Methode  die  Wurzeln  bestimmt 
werden,  welche  grösser  als  -}-  1  und  kleiner  als  —  1  sind :  also 
die  Wurzeln  zwischen 

4-l>a?>— 1. 
Um  dann  die  Wurzeln  zwischen 

—  \y  X  <C^    und     1  <  a?, 

zu  erhalten,  setze  man  in  obiger  Gleichung  x  ^^  ~  und  erhält  dann 

X 

eine  Gleichung,  die  nach  obiger  Methode  alle  Wurzeln  zwischen 

—  1<^<  +  Igiebt 

Es  handle  sich  z.  B.  um  die  Gleichung: 

^8  _  ^aß  —  07  +  23  =  y  =  0. 
Ein  Blick  zeigt,  dass  diese  Gleichung  für  Werthe  von  x  zwischen 

—  1  und  + 1,  y  seinen  -Werth  nicht  ändert,  wir  setzen  also  a?  =  - 

X 

und  erhalten  die  neue  Gleichung : 

y  =  23a?3  —  ^«  —  6  j?  +  1  =  0, 

deren  y.  für  verschiedene  x  in  Fig.  23  (s.  S.  20)  im  Maassstab  von 
1;=,003  met.  s=  1  Linie  schweizerisch  constiuirt  worden  sind. 

Trägt  man  auf  jedem  einem  x  entsprechenden  Strahl  23  auf, 
so  ist  der  Ort  aller  dieser  Endpunkte  der  gestrichte  Kreis,  und  das 
entsprechende  y,  =  23  ^*  —  1  gleich  der  Höhe  dieser  Endpunkte 
ttber  der  Horizontalen  —  1.  Werden  diese  yj  von  0  aus  je  auf  dem 
entsprechenden  Strahl  aufgetragen,  so  erhält  man  den  Ort  aller y^, 
die  strichpunktirte  Curve.  Das  entsprechende  yj  =  23  or*  —  x  —  6 
ist  gleich,  der  Höhe  der  Punkte  über  der  Horizontalen  —  6.  Wer- 
den endlich  diese  y^  ebenfalls  auf  den  entsprechenden  Strahlen 
aufgetragen,  so  erhält  man  den  Ort  aller  y,  die  ausgezogene 
Curve.     Die : 

y  =  2Sx^  —  x—  6  +  1, 

sind  gleich  der  Höhe  der  Punkte  dieser  Curve  über  der  ausgezo- 

<>  ♦ 
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Fig.  23. 


im^099mUt» 


genen  Linie  -|~  ^'  ^^^  Schnitt  der  letzteji  Curve  mit  dicBcr  Linie 
bestimmt  die  den  3  Wurzeln  entsprechenden  Strahlen,  die  ausgezo- 
gen wurden.  Da  die  Wurzeln  gleich  -: sind,  so  können  sie  direct 

°  sin.  op 

als  Länge  zwischen  0  und  der  Horizontalen  +  1  abgegriffen  werden. 
Da  diese  Entfernuugen  zu  klein  sind,  so  wurden  sie  auf  der  Hori- 
zontalen +  Tc-^  gleich  0,01  ctm.  abgegriffen  und  eingeschrieben. 

Wird  diese  Zeichnung  in  einem  etwas  grösseren  Maassstabe 
ausgeführt,  so  erhält  man  3  Stellen  sicher.  Der  grösste  Vortheil 
dieses  graphischen  Verfahrens  liegt  in  der  Uebersichtlichkeit,  die 
es  von  der  Function  y  giebt.  Man  sieht,  dass  zwei  Schnitte  zu- 
sammenfallen würden,  wenn  das  letzte  (resp.  erste)  constante  Glied 
von  y  statt  =  -j-  1  den  Ordinaten  der  Punkte  ^  gleich  wäre,  und 
dann  die  Gleichung  2  gleiche  Wurzeln  hätte.  Wäre  jenes  Glied 
noch  grösser,  so  hätte  sie  imaginäre  Wurzeln.  Ferner  geht  noch 
aus  der  Natur  der  geometrischen  Üonstruction  hervor,  dass  die 
Tangenten  am  Doppelpunkt  0  durch  den  Schnitt  der  Curve  yi  mit 
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der  Horizontalen  —  6  gehen,  und  dass  y  y,  y^  leicht  zu  beatim- 
mende  Maxima  haben. 

Werden  alle  Curven  für  Strahlen,  die  mit  x  einen  Winkel 
bilden,  der  kleiner  ist  als  180^  construirt,  so  werden  dadurch  alle 

Werthe  für  —  zwischen  +  1  erschöpft,   macht  man   dann  die 

Winkel  grösser  als  180 S  so  wiederholen  sich  noch  einmal  die- 
selben Constructionen.  Kommen  daher  Wurzeln  vor,  die  sowohl 
kleiner  als  auch  grösser  als  1  sind,  so  wird  es  sich  gut  machen, 
wenn  man  die  eine  Seite  der  y-Axe  den  kleineren  und  die  andere 
den  grösseren  Wurzeln  zuweist.  Die  gleichen  Horizontallinien 
dienen  beiden  Constructionen,  nur  werden  sie  bei  der  der^  in  ent- 
gegengesetzter Ordnung  als  wie  bei  der  der  —  verwendet. 

X 

Es  liegt  nicht  im  Zweck  dieses  Werkes,  die  Theorie  der  Glei- 
chungen graphisch  weiter  zu  entwickeln,  allein  es  würde  dasVer- 
ständniss  derselben  gewiss  ungemein  erleichtern,  wenn  man  die 
abstracten  Zahlenverhältnisse  durch  Zeichnungen  darstellen  und 
erläutern  würde. 


4.  Sümmations-  oder  Seilpolygone« 

Gar  häufig  hat  man,  namentlich  in  der  Statik,  nicht  nur  wie 
in  der  vorigen  Nummer  einzelne,  sondern  ganze  Reihen  von  Linien 
mit  verschiedenen,  bisweilen  erst  zu  bildenden  Verhältnissen  zu 
multipliciren,  und  die  Verhältnisse  sowohl  als  auch  die  Producte 
zu  Summiren;  führt  man  nun  die  Summation  dieser  Producte  in 
der  Art  aus,  dass  man  die  entstehenden  Dreiecke  fortlaufend  an- 
einander reiht,  so  entstehen  die  Summationspolygone,  oder  wegen 
ihrer  statischen  Bedeutung  auch  Seilpolygone  genannt,  welche  eins 
der  wichtigsten  Hülfsmittel  der  graphischen  Statik  bilden. 

Es  seien  z.  B.  die  Producte  o:-^  zu  summiren,  also  2  Xi-jj-  - 

zu  bilden,  worin  beispielsweise  Xi  von  einem  Punkte  aus  in  ge- 
gebener Richtung  gemessene  Abscissen,  AP,  vertical wirkende 
Einzellasten,  Hi  beliebige  Reductionscoefficienten  oder  Horizontal- 
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Schübe  bezeichnen  mögen.    Für  jetzt  mttssen  wir  uns  denken,  es 
seien  sowohl  die  A  P  als  auch  die  H  durch  Linien  gegeben. 

Fig.  24. 


Fig.  25. 


Fig.  26. 


äP 


In  Fig.  25  tragen  wir  auf  der  verticalen  Richtungslinie  der 
A  P  alle  diese  Kräfte  mit  Berücksichtigung  ihres  Zeichens  und  er- 
halten auf  dieser  Linie  P  =  2  AP.  Auf  dieser  Linie  kann  also 
die  Summe  einer  beliebigen  Zahl  aufeinander  folgender  A  P  ab- 
gegriffen werden. 
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Durch  den  ersten  Endpunkt  von  A  P^  ftthren  wir  eine  Linie 
mit  dem  willkürlichen  Ordinatenverhältniss  r^^ ;  durch  den  Punkt  1 
dieser  Linie,  dessen  Entfernung  in  der  Richtung  der  a;  gemessen 
gleich  Hl  ist,  und  durch  den  zweiten  Endpunkt  von  A  P^  führen 
wir  eine  Linie  bis  zum  Punkt  2,  dessen  Entfernung  von  P  in  der 
Richtung  der  x  gemessen  =  H^  ist.  Die  Entfernung  des  Fuss- 
punktes  von  H^  vom  oberen  Endpunkte  aP|  ist  gleich  H^  tq^,  vom 
unteren  demnach  HiTqi  —  A/*};  da  diese  aber  auch  gleich  Hit^^ 
ist,    so  folgt,    dass    das    Ordinatenverhältniss    der  2.  Strecke 

AP,    .  , 

Tjj  =  Tqi ISl. 

Durch  den  unteren  Endpunkt  von  AP^  und  durch  den  Punkt  2 
führen  wir  die  dritte  Linie  bis  zum  Punkte  3,  dessen  Entfernung 
von  der  Linie  der  P  gleich  H^  ist.  Genau  wie  oben  vorgehend 
erhält  man  das  Ordinatenverhältniss  für  diese  3.  Strecke  gleich : 


Tq*  =  Ta 


APj  APi  AP 


3 


Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  das  Polygon  der  r, 
in  welchem  das  Ordinatenverhältniss  für  irgend  eine  Strecke: 

AP, 


^1,1-1-1  =  ^01   —  ^ 


Hi 


ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  das  willkürlich  angenommene  r^,  be- 

•    AP- 
zttglich   2  *-„—  die  Rolle  einer  Integrationsconstante  spielt. 
1     "i 

Führt  man  durch  irgend  einenPunktOFig.26  Parallele  zu  den 
PoUgonseiten  1  2  3 ...  von  Fig.  25,  so  schneiden  diese  auf  derVer- 
ticallinie,  deren  Entfernung  vom  angenommenen  Punkt  <»  1  ist, 

die  Verhältnisse  At,  =  t^i^i+i  —  '^1-1,»  =  —„''  ^^^'^  ^^^  diese 

Verhältnisse  erscheinen  auf  der  Verticallinie,  die  wir  jetzt  die 
Linie  der  t  nennen  können,  in  der  Reihenfolge  summirt,  in  wel- 
cher die  aP  aneinander  gereiht  wurden. 

Wenn  man  das  Ordinatenverhältniss  der  ersten  Seite  Ol 
ändert,  z.  B.  gleich  tq,'  statt  v^^  siehe  den  punktirten  Linienzug 
Fig.  25,  annimmt,  so  ändert  sich  die  ganze  Figur,  allein  von  Con- 
structionswegen  bleibt  das  Punktgebilde  P  unverändert  und  alle 
ausserhalb  P  liegende  Punkte  bewegen  sich  auf  verticalen  Linien. 
Die  beiden  Figuren  haben  also  die  Gerade  P  und  den  Parallel- 
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strahlenbttachel  der  Verticallinien  entsprechend  gemein,  d.  h.  sie 
sind  affin.  Aus  der  Geometrie  der  Lage,  aber  auch  direct  aus 
der  Construction  geht  hervor,  dass  in  solchen  Systemen  alle  ent- 
sprechenden, in  der  gleichen  Verticalen  liegenden  Punktreihen 
congruent  sind :  denn  die  in  4  z.  B.  sich  schneidenden  Strahlen 
schneiden  auf  allen  Verticalen  ebenso  grosse  Strecken  aus,  als  wie 
die  in  4  »ich  schneidenden,  weil  4  und  4'  von  P  gleich  weit  ab- 
stehen; da  nun  dies  auch  von  je  zwei  anderen  Strahlen  gilt,  so 
folgt  die  eben  ausgesprochene  Behauptung.     Es  muss  übrigens 

auch  so  sein,  denn  diese  Streckei)  lassen  sich  ausdrücken  durch 

p. 

die  Verhältnisse  -j^  und  durch  die  Lage  der  Verticallinien,  welche 

beide  unabhängig  von  ^ot  sind. 

Von  Fig.  26  gilt  alles,  was  soeben  von  Fig.  25  gesagt  wurde, 
der  Punkt  0  rUckt  nach  ff  hinauf. 

AP 

Die  mit  dem  jetzt  construirten  Verhältnisse  Ar,  =        *  zu 

multiplicirenden  Abscissen  tragen  wir  von  einem  Punkt  a?„  Fig.  24 
mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  so  auf,  dass  sie  als  Abscissen- 
diflFerenz  a;»  —  ^i  erscheinen,  führen  durch  alle  j?,  Verticallinien, 
und  verbinden  fortlaufend  diese  Verticallinien  durch  Parallele  zu 
dem  entsprechenden  r  von  Fig.  25  und  26 ;  bei  einem  beliebigen 
Punkte  beginnend,  z.  B.  von  0  bis  l  eine  Parallele  zu  roi,  von  1 
bis  2  eine  Parallele  zu  r^^  und  so  fort.  Dann  schneiden  diese  ver- 
längerten  Polygonseiten  auf  der  Verticalen  a:„  die  verlangten  Pro- 

AP- 

ducte  {a:n  —  ^i)    „  '  aus.    Denn  fär  A  P^  und  a?,  z.  B.  hat  man 

"i 

AP 

wegen  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  1  ,a;n  —  ^i  /  (^«  -^  ^i)  „  ^ 
in  Fig.  24  und  l  ,  H^  ,  AP^  in  Fig.  25 : 

^«  —  ^1         J^Vn  —  xx)  APj  :  Hl 
H,       "      ~  AP, 

Da  dieses  Verhältniss  auch   von  allen    anderen   AP,-  gilt,   so 

erscheinen    auf    der    Verticalen    .r«    die    gesuchten    Producte 

AP 
(^,1  —  Xi)  -=j-^  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  in  der  Reihen- 

folge  aneinander  gereiht,  in  welcher  in  Fig.  25  die  A  P  aneinander 
gereiht  wurden.  Auf  der  Linie  .r„  können  wir  also  die  Summe 
einer  beliebigen  Zahl  aufeinander  folgender  Producte : 


4.  Sammations-  oder  Seilpol^gooe.  25 

•  A  P, 

-*    \pfn  ^i )       ü 

k  ^i 

abgreifen. 

Denken  wir  uns  die  o?, ,  also  die  relative  Lage  der  A  P,  fest, 
dagegen  die  x„  veränderlich,  so  ändert  sieh  durchaus  nichts  am 
Polygon  selbst  in  Fig.  24,  es  erhält  nur  die  Verticallinie  Xn  eine 
andere  Lage.  Schreiben  wir,  um  diese  Allgemeinheit  auszu- 
drücken, X  statt  Xn ,  so  kann  man  sagen : 

Zwei  Strahlen  des  als  Strahlenbttschel  aufge- 
fassten  Summationspolygons,  Fig.  24,  schneiden 
auf  allen  Verticallinien  x  die  Summen: 

2  {X  —  xd  —jj- 

der  zwischen  diesen  Strahlen  eingeschalteten  AP« 
aus. 

Au  diesem  Resultat  ändert  sich  nichts,  wenn  man  die  Polygon- 
seiten von  Fig.  24  mit  den  punktirten  Seiten  von  Fig.  25  und  26 
parallel  zieht.  Denn  obige  Partialsummen  sind  ja  unabhängig  vom 
Wertb  des  zuerst  angenommenen  io|.  Ueberbaupt  gilt  von  den 
zwei  verschiedenen  Polygonen  der  Fig.  24  alles,  was  weiter  oben 
von  den  Polygonen  der  Fig.  25  und  26  gesagt  worden  ist.  Sie 
sind  affin  und  alle  entsprechenden  verticalen  Punktgebilde  sind 
congruent.  Dieses  Verhalten  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
zwei  Polygonseiten  durch  bestimmte  gegebene  Punkte  zu  führen. 
Soll  z.  B.  die  erste  Polygonseite  Ol  durch  den  Punkt  x^y^  und  die 
letzte  67  durch  den  Punkt  Xnya  gehen,  so  beginnt  man  sogleich 
damit,  eine  Parallele  zu  dem  in  Fig.  25  willkürlich  angenommenen 
Tot  zu  ziehen,  und  vollendet  das  Polygon,  wie  es  oben  beschrieben 
wurde.  Geht  schliesslich  die  Seite  67,  Fig.  24,  nicht  durch  den 
bestimmten  Punkt  Xnyo^  so  hat  man  nichts  weiter  zu  thun,  als  das 
erhaltene  Punktgebilde  in  der  Verticalen  Xn  so  zu  verschieben, 
dass  der  Punkt  nach  6  auf  den  gegebenen  Punkt  x^y^  falle.  Dies 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Verticalen  Xn  geschehen,  und  jetzt  geht 
die  Polygonseite  Ol  durch  den  Punkt  x^y^  und  den  Punk'l  Ol  in 
der  Verticalen  x,n\  die  Seite  12  durch  den  Schnitt  von  Ol  mit  x^ 
und  dem  ebenso  bezeichneten  Punkt  in  Xn  u.  s.  f. 

Noch  einfacher  Hesse  sich  die  Construction  mit  Hülfe  der 
ersten  Verticalen  x^  ausführen;  denn  dieses  Gebilde  ändert  j£^ 
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nicht  einmal  seine  Lage,  und  alle  Polygonseiten  schneiden  sich 
auf  derselben ;  es  ist  also  die  letzte  Polygonseite  67  gegeben  durch 
den  Punkt  ^„yo  und  durch  den  Punkt  67  in  ^o»  nämlich  den 
Schnitt  des  ersten  Polygons  mit  xq  ;  die  zweite  durch,  den  Schnitt 
dieser  Seite  mit  dem  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Seite  des 
ersten  u.  s.  f.  Wegen  Platzmangel  konnte  diese  Gonstruction  nur 
von  der  Seite  34,  an  angedeutet  werden. 

Wir  wollen  jetzt  auch  Ausdrücke  fUr  die  Ordinaten  i/i  suchen. 
Wir  bezeichnen  die  Differenz  zweier  aufeinander  folgender  Goordi- 
naten  mit  Ax^^i^i  und  ^yi,i-^i  und  behaften  sie  mit  zwei  Zeichen, 
weil  es  nicht  möglich  ist,  überall  aufeinander  folgende  Coordinaten 
mit  fortlaufenden  Indexen  zu  bezeichnen.  Dabei  soll  die  Differenz 
positiv  sein,  wenn  die  Ordinate  des  2.  Index  die  grössere  ist. 

Man  hat  dann  wegen  A  y,;,_|.i  =  t,  ,l|.i  A  a^i,i^i  ' 

n  'n  i     ^p, 

y«  =  yo  +   -^    «•«,n-fl  ^^n,n+l  =  ^0  +   -^     (^01  —  2  -j^)  Ao^^^i^i 

0  0  0       «i 

oder: 

yn^yfi  +  (a»  —  Ä7o)  Toi  —  2  A  ^t;.H-i   5  —wT-' 

1  1      -"l 

Noch  einen  zweiten  Ausdruck  kann  man  für  y»  finden,  wenn 
man  bemerkt,  dass  der  Schnitt  der  ersten  willkürlich  angenom- 
menen Polygonseite  mit  der  Ordinate  Xn  gleich  ?/o  +  ^«  *oi  ist, 
und  dass  dann  das  darüberstehende  Segment  bis  zum  Eckpunkt 
"  AP,    . 

iVn  «»  2  (jVn  —  A'i)   — u ^St' 

1  "i 

Man  hat  also  auch : 

"  AP, 

y«  "  yo  +  i^n  —  ^o)   ^01    —  ^  (a?„  —  Xi)  -jj — . 

1  -"i 

n  i        ^  p^  M  ^  p. 

Es  muss   demnach    2   A  ^,  ,4.1  2  —=j —  =  2  (x„  —  a?,)  —^ — 

1  '       1      //,  1  // ,• 

sein.     Durch  Anschreiben  der  zweiten  Summen  des  ersten  Aus« 

drucks  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  zweite  Ausdruck  nur 

eine  Partialintegration  des  ersten  ist;  man  hat  nämlich,  wenn  man 

noch  statt  Ax  die  treffenden  Differenzen  setzt: 


AXif 
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V  A/>.  /AP,      ,      A/>3     ,  A/»„_i\ 

Die  SummatioD  der  Colonnen  giebt  sofort : 


1  1      «»  "1  /«a  -"n— 1 

"  AP, 

=  ^   (^a?„      07,' )      =^      , 

1  /»i 

Oben  haben  wir  es  öfters  ausgesprochen  und  auch  besonders 
betont,  dass  die  Producte  mit  Berücksichtigung  ihres  Zeichens  an- 
einander gereiht  werden.  Es  versteht  sich  das  eigentlich  von 
selbst,  wie  von  jeder  mechanisch  durchgeführten  Construction, 
nichts  desto  weniger  glaubten  wir  es  noch  auf  T^f.^  nachweisen 
zu  müssen.    Es  sind  dort  alle  Zeichencombinationen  der  3  Fac* 

toren  (;r„ — «•,),  A/*,,  «^^  vorgeführt,  und  das  Zeichen  des  Zu- 

Wachses  der  Productensumme  entspricht  den  Producten  der 
Zeichen  der  Factoren.  Der  positive  Sinn  wurde  bei  a;  rechts,  bei 
aP  unten  und  dann  dasjenige  H  als  positiv  angenommen,  von 
dessen  Endpunkt  aus  ein  Strahl  ein  positives  A  P,  positiv  rechts 
herum,  wie  die  Zeiger  einer  Uhr,  beschreibt.  Ein  positives 
a?„  —  a^i  liegt  dann  auf  derselben  Seite  von  ^v, ,  auf  wekher  ein 
positives  Hi  bezüglich  P  liegt.  Ist  also  a;»  —  a?,  positiv,  so  stimmt 
das  Zeichen  des  Productes  mit  dem  Drehungssinn  eines  Strahles 
aus  dem  Endpunkt  von  H  überein ;  ist  Xn  —  ^t  negativ,  so  hat 
auch  dasProduct  entgegengesetztes  Zeichen  als  wie  der  Drehungs- 
sinn.  Ein  Blick  auf  das  Summationspolygon  der  A  P  zeigt,  dass 

AP 

dieser  Drehungssinn  mit  dem  Zeichen  von  -^-  übereinstimmt. 

IM 

Eine  weitere  Folge  dieses  algebraischen  Summirens  ist  die 
Gleichgültigkeit  der  Reihenfolge,  in  welcher  die  Producte  summirt 
werden ;  dass  die  Streekensummen  in  den  Verticallinien  der  A  P 
and  der  Producte  sich  nicht  ändern  können,  versteht  sich  von 
selbst,  weil  in  beiden  Linien  gleich  lange  Strecken  aneinander 
gereiht  werden.  Die  Polygone  selbst  vor  und  nach  den  vertausch- 
ten A  P  und  Producten  bleiben  unverändert,  weil  ja  auch  in  der 
Verticallinie  der  r,  Fig.  26,  S.  22,  die  Summe  der  A  r  dieselben 
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geblieben  sind.  Demnach  laufen  diese  Polygonseiten  mit  dem- 
selben Strahl  von  0,  Fig.  25,  parallel,  und  gehen  durch  denselben 

AP 

Punkt  derVerticallinie  der  (Xn  —  .t?,)  — i>-,  sie  fallen  mithin  zu- 

sammen.  Taf.  ^  ist  die  Vertauschung  der  A  Pj  und  A  Pg  ausge- 
führt. Dass  hiebei  die  letzte  Polygonseite  \'2  mit  2^3  zusammen- 
fallen muss,  gellt  geometrisch  noch  daraus  hervor,  dass  wenn  die 
Polygonseiten  1  2',  2'  1'  und  1 2  parallel  gezogen  werden  den  ebenso 
bezeichneten  Seiten  im  Polygon  der  AP,  dann  5  Seiten  mit 
Einschluss  der  Verticallinien  11'  und  2  2',  der  Vierecke  11*2  2' 
und  darunter  je  2  Gegenseiten  mit  einander  parallel  laufen,  und 
dass  demnach  auch  die  6.  Seiten  2 1'  parallel  laufen,  d.  h.  mit  der 
Linie  23  des  ersten  ausgezogenen  Polygons  zusammenfallen 
müssen. 

Zum  Schluss  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die 
Fig.  24  und  25,  S.  22,  sehr  complicirt  und  unübersichtlich  werden, 
wenn  man  alle  Polygonseiten  nach  beiden  Seiten  bin  verlängert. 
Es  genügt  vollständig,  die  Seiten  zwischen  den  betreffenden  Ver- 
ticallinien zu  zeichnen  und  dann  den  Schnitt  mit  der  Linie  der  AP 
oder  der  Producte  aufzufangen.  In  diesem  Punkt,  und  auch  hin- 
sichtlich der  Bezeichnung,  bitten  wir  namentlich  Anfänger,  Taf.J^^?^ 
zum  Muster  nehmen  zu  wollen.  Irgend  eine  Polygonseite,  34  z.B., 
geht  durch  den  Punkt  (3  4)  derVerticallinie,  und  läuft  mit  der  Seite 
3  4  des  anderen  Polygons  parallel. 

Ebenso  wie  wir  die  Fig.  24  aus  Fig.  25  entstehen  Hessen, 
könnten  wir  aus  Fig.  24  ein  weiteres  Polygon  construiren,  welches 
uns  Producte  von  der  Form : 


V 


/tf 


n 


Xfi  Xi 


APf 


hi  Hi 

geben  würde,  und  aus  diesen  könnten  wir  ein  weiteres  von  der 
Form : 

^    U„  —  Uj       Sn  —  ^1       ^n  ^     .  p 

h'i  hi  Hi 

u.  s.  f.  bilden.  In  diese  Kategorie  gehören  die  Trägheitsmomente 
und  die  höheren  Momente  im  Allgemeinen,  hier  aber  wollten  wir 
nur  darauf  hindeuten,  dass  diese  Summationspolygone  die  vorzüg- 
lichsten Integrationsinstrumente  des  graphischen  Rechnens  sind. 
Später  werden  wir  noch  auf  rein  statischem  Wege  zu  denselben 
Gebilden,  den  Seilpolygonen  gelangen. 
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5.  WnrzelaQsziehen. 

Unter  Wurzelausziehen  versteht  man  die  Bestimmung  des 

Verhältnisses  -^ ,  wenn  /  und  l{^)^  gegeben   sind.    Dieses  Wur- 

zelauszieheii  kann  nicht  direct,  sondern  nur  mittelst  Hülfscurven 
ausgefÜhH  werden,  von  denen  wir  zwei  auf  Taf.  1  construirt  haben. 

Taf.  1  wurde  auf  den  beiden  Schenkeln  OL  und  OM  eine 
eben  erläuterte  Potenzirung  mittelst  des  aus  10 Strecken  bestehen- 
den Parallelen-  und  Antiparallelenzuges  ABCD...KLM  aus- 
geführt. Anschliessend  an  das  erste  Dreieck  AOB  wurde  dann 
das  zweite  COB  =  C,OB  und  an  dieses  letztere  das  dritte  DOC 
=  D,OC,  u.  s.  f.  in  der  Art  angelegt,  dass  die  Parallelen  und 
Antiparallelen  einen  fortlaufenden  nicht  gebrochenen  Zw^ABCD, 
...  K,LM  bildeten,  dessen  letzte  Seite  LM  wieder  mit  einer 
Strecke  des  Winkels  LOM  zusammenfällt,  wenn  dieser  einen 
paaren  hier  den  ^/lo  Theil  des  Kreisumfangs  bildet.  In  dieser 
Figur  sind  dann  nicht  nur  alle  durch  eine  Strecke  und  den  Mittel- 
punkt 0  gebildeten  Dreiecke,  sondern  auch  alle  Zusammensetzun- 
gen von  je  zweien,  dreien  oder  n  derselben  ähnlich,  weil  sie  alle 
aus  der  gleichen  Zahl  ähnlicher,  und  ähnlich  liegender  Dreiecke 
bestehen.  Es  sind  daher  alle  Winkel  LMO  ^  K  ,L0  =^  I  ,K,0 
^=^  F,G,0  etc.  (es  sind  nicht  alle  Schenkel  dieser  Winkel  ausge- 
zogen). Ebenso  die  Winkel  A,MO  =  I,LO  =  H,KO  =  E,G,0 
etc.  und  die  Winkel  IMO  =  H,LO  =  GKO  =  D,G,0  etc.  etc. 
und  überhaupt  alle  Dreiecke  ähnlich,  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
0  und  Sehnen  gebildet  sind,  welche  die  gleiche  Zahl  Strecken  des 
Zuges  ABCfD, . . .  K,LM  unterspannen,  und  die  daher  auch  von 
Constructionswegen'gleiche  Centriwinkel  bei  0  haben. 

Diese  Eigenschaften  sind  ganz  unabhängig  vom  ursprünglich 
angenommenen  Centriwinkel  LOM  des  ersten  angenommenen 
Elementardreiecks.  Sie  bestehen  also  auch  noch  fort,  wenn  man 
diesen  Winkel  unendlich  klein  annimmt.  Dann  verwandelt  sich 
der  Streckenzug  in  eine  Curve.  Sehnen,  welche  die  gleiche  Zahl 
Elementarstrecken  unterspannen,  sind  solche,  die  vom  Gentrum  0 
aus  unter  gleichen  Winkeln  projicirt  werden.  Alle  aus  solchen 
Sehnen  und  dem  Centrum  gebildeten  Dreiecke  sind  ähnlich  und 
mehrere  in  gleichen  Winkeln  auf  einander  folgende  Radienvec- 
toren  bilden   eine  'geometrische  Progression ;  die  Längen  ihrer 
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Schenkel  haben  das  gleiche  Verhältniss  ^.  Um  also  in  der  oben 
gestellten  Aufgabe  das  Verhältniss  ^  zu  bestimmen,  wenn  /  und 
t{'^y  gegeben  sind,  hat  man  nur  die  Radienvectoren  zu  be- 
stimmen, deren  Länge  /  und  /(^)*  ist,  den  Winkel,  den  sie  ein- 
schliessen,  in  A^Theile  zu  theilen:  dann  stehen  die  diesen  Winkel 
einschliessenden  Seiten  im  Verhältniss  -. 

Aus  der  Aehnlichkeit  aller  Elementardreiecke  folgt  auch,  dass 
deren  3te  Seite  mit  den  beiden  übrigen  Seiten  gleiche  Winkel 
bildet;  bei  unendlich  kleinen  Gentriwinkeln  wird  abpr  die  dritte 
Seite  zur  Tangente,  demnach  schneiden  alle  Tangenten  die  Ra- 
dienvectoren ihrer  Berührungspunkte  unter  gleichem  Winkel.  Die 
vorliegende  Gurve  ist  also  eine  logaritb mische  Spirale. 

Diese  logarithmische  Spirale  lässt  sich  gar  leicht  und  genau 
mittelst  ihrer  Evolute  und  einzelnen  ErUmmungsbogen  verzeichnen. 
Die  Evolute  F»  G„  H„  ist  nämlich  wiederum  eine  logarithmische 
Spirale  derselben  Progression.  Denn  da  alle  Theile  der  Curve 
F,G,H,  einander  ähnlich  sind,  so  sind  es  noth wendig  auch  die 
Dreiecke  F,OF„^  G,OG„,  H,OH„i  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
0,  einem  der  drei  Punkte  F,G,H,  und  den  dazu  gehörigen  Oscu- 
lationspunkten  F„  G„  H„  gebildet  werden.  Die  Radienvectoren 
0  {F„  G„  H„)  verhalten  sich  daher  wie  die  Radienvectoren 
0  {F,G,H,)  und  bilden  auch  dieselben  Winkel  miteinander, 
F„  G„  H,  ist  daher  dieselbe  Spirale  als  wie  F,G,H,  und  erscheint 
nur  etwas  umgedreht. 

Zwei  beliebige  Punkte  F,G,  der  logarithmischen  Spirale,  das 
Centrum  0  und  die  beiden  Schnitte  N  und  N,  der  entsprechenden 
Tangenten  und  Normalen  liegen  auf  einem  ilnd  demselben  Kreis, 
denn  die  Winkel  NG^N,  und  NF,Nf  ergänzen  sich  zu  zwei  rechten 
Winkeln,  weil  beide  selbst  rechte  Winkel  sind;  ebenso  die  Winkel 
OC;iV  und  OF,N  weil  die  Tangenten  F,iVund  NG,  die  Radien- 
vectoren OGf  und  OF,  unter  gleichen  Winkeln  scheiden :  es  sind 
daher  die  Vierecke  N,F,NG,  und  OF,NG,  solche,  die  einem  Kreis 
einbeschrieben  werden  können ;  da  aber  durch  F,NG,  nur  ein  ein- 
ziger Kreis  geführt  werden  kann,  so  geht  derselbe  sowohl  durch  0 
als  auch  durch  N,.  NN,  ist  ein  Durchmesser  dieses  Kreises,  weil 
die  Winkel  bei  F,  und  G,  rechte  sind,  mithin  ist  der  Winkel  NON, 
ebenfalls  ein  rechter.    Dieses  wird  auch  dann  noch  der  Fall  sein. 
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wenn  die  beiden  Punkte  F,  G,  sieh  beständig  nähern,  und  endlich 
zusammenfallen ;  dann  fällt  auch  der  Punkt  N  mit  ihnen  zu- 
sammen und  N,  wird  als  Schnitt  zweier  unendlich  nahen  Nor- 
malen zum  Krlimmungsmittelpunkt.  Es  wird  also  bei  der  loga- 
rithmischen Spirale  jeder  Krümmungshalbmesser  FfF„  und  G,G„ 
Yom  Mittelpunkt  0  aus  unter  einem  rechten  Winkel  projicirt. 

Es  ist  nun  die  Evolute  leicht  zu  construiren,  wenn  der  Winkel 
gegeben  ist,  unter  welchem  die  Radienvectoren  von  der  Curve  ge- 
schnitten werden.  Der  Winkel,  den  die  Normalen  F,  F„  mit  dem 
Radiusvector  bilden,  ist  das  Complement  desselben  und  die  Lage 
des  Erümmungsmittelpunktes  F„  wird  dadurch  vollends  bestimmt, 
dass  man  bei  0  den  rechten  Winkel  F,OF„  aufträgt. 

Sind  ausser  dem  Mittelpunkt  0  zwei  weit  auseinanderliegende 
Punkte  A  und  C,  Fig.  27,  welche  durch  eine  Spirale  verbunden 
werden      sollen, 
gegeben,  so  be-  Fig.  27. 

schreibe  man  um  ,  fjjj; 

O^C  einen  Kreis, 
der  nach  Obigem 
die  Schnittpunkte 
N  und  iVi  der 
Normalen  und 
Tangenten  in  A 
und  C  enthält. 

Von  dem  von 
A  und  C  gleich 
weit  abstehenden 
Punkte  M  seiner 
Peripherie  als 
Mittelpunkt  führe 
man  einen  zwei- 
ten (punktirten) 
Kreis  durch  A 
und  C.  Dieser 
zweite         Kreis 

schneidet  dann  die  Spirale  zwischen  A  und  C  noch  einmal,  und 
zwar  in  B  auf  dem  Strahl  0  4,  welcher  den  Winkel  AOC  halbirt. 
Denn  fällt  man  von  ii  die  Perpendikel  MP  und  MQ  auf  OA  und 
OC,  und  bezeichnet  man  die  Länge  der  Strahlen  0)  ABCMPQ 
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mit  abcmpr/,  so  i»tp  =  y,  weil  OM  den  Nebenwinkel  von  ^OB 
halbirt;  da  ferner  ^  Oj4M  =  OCM  und  ^3/  =  CM  ist,  so  ist 

auch  A  ^^'^  =  ^A'ö»  also : 

^P=  CQ=>a^p  =  c-^g, 
woraus  2p  =  2^  =  c  —  «  folgt. 

Die  Längen  ^M  ==  CM  ergeben  sich  jetzt  aus: 

^M  =  /aä'+^  +  2  Äp  =  V^wj«  +  ac. 

Dieselbe  Länge  erhält  man  aber  auch  für  MB  =  y^r/i*  +  *^  weil 

&  als  Halbirungsstrahl  der  Spirale  gleich  ^a  c  ist. 

Demnach  geht  der  Kreis,  der  durchs  und  C  geht  und  Jf  zum 
Mittelpunkt  hat,  auch  durch  B. 

Von  M  aus  erhält  man  leicht  die  Mittelpunkte  2,  und  6]  der 
Bogen  ^B  und  BC,  welche  die  Spirale  nochmals  in  der  Mitte  auf 
den  Strahlen  0)  2  6  schneiden.  Sie  liegen  auf  den  Perpendikeln 
von  M  auf  die  Sehnen  j4B  und  BC,  und  auf  den  Strahlen  0)  2^  und 
6} ,  welche  ihrerseits  auf  den  Halbirungsstrahlen  0)  2  und  6  senk- 
recht stehen.  Ebenso  erhält  man  auch  von  2|  und  6t  aus  die  Mit- 
telpunkte li  3|  5|  7i  der  weiteren  Bogenunterabtheilungen.  Je 
weiter  man  auf  diese  Weise  fortfährt,  die  Winkel  bei  Ozu  halbiren 
und  Kreise  zu  bestimmen,  die  durchSPuukte  der  Spirale  zwischen 
den  Schenkeln  der  Winkel  gehen,  desto  mehr  convergiren  diese 
Kreise  gegen  die  Osculationskreise. 

Bereits  die  von  2|  und  6i  aus  gezogenen  Kreisbogen  fallen 
mit  der  Spirale  zusammen,  die  Funkte  1^  3i  5i  7,  liegen  daher 
schon  ganz  auf  der  Evolute.  Die  äussersten  Strahlen  ^li  und  C7j 
schneiden  sich,  wie  es  sein  soll,  in  N  auf  dem  Kreise  O^C.  Auf 
demselben  Kreise  auch  schneiden  sich  diametral  N  gegenüber  in 
iV|  die  beiden  Tangenten  an  j4  und  C. 

Verlängert  man  die  Spirale  gegen  0  zu,  so  schneidet  sie  noch 

CO  mal  den  Kreis  0j4C  in  reellen  Punkten,  und  zwar  2  mal  auf 

3 
jeder  Umdrehung,  wie  es  in  Fig.  27  noch  für  -^  Umdrehungen  an- 
gedeutet ist.  Alle  Tangenten  an  diesen  Schnittpunkten  gehen 
durch  Ni  und  alle  Normalen  durch  N,  wie  es  ebenfalls  die  Figur 
zeigt.  Verbindet  man  irgend  2  dieser  Schnittpunkte  durch  einen 
Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  O^C  hat,  so 
schneidet  auch  dieser  die  Spirale  noch  einmal  zwischen  jenen  2 
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Punkten,  und  zwar  auf  dem  Strahle,  der  den  Winkel  der  beiden 
Strahlen  hälftet,  welche  jene  Punkte  von  0  aus  projiciren.  In  die 
Fig.  27  sind  2  solcher  Kreise  eingezeichnet  Sie  haben  ausser  den 
3  aufgezählten  Schnittpunkten  keine  weiteren  reellen  Punkte  mehr 
mit  der  Spirale  gemein.  Durch  das  Zusammenfallen  der  3  Punkte 
gehen  sie  in  die  Osculationskreise  Über. 

Sind  statt  zwei  weit  auseinanderliegenden  Punkten  ^  und  C 
zwei  Punkte  F,  und  G,  Taf.  li  gegeben,  die  noch  so  nahe  beisam- 
men liegen,  dass  die  Spirale  zwischen  ihnen  durch  ein  Kreisbogen- 
stück ersetzt  werden  kann,  so  wird  N,  d.h.  der  Mittelpunkt  dieses 
Bogens,  der  Endpunkt  des  Durchmessers  des  Kreises  G,F,  0  sein, 
der  senkrecht  auf  der  Sehne  F,  G,  steht.  Bestimmt  man  auf  die- 
selbe Weise  den  Mittelpunkt  eines  weiteren  Bogenstückes  G,H, 
indem  man  einen  weiteren  Kreis  durch  H,G,0  legt,  und  seinen 
Durchschnitt  P,  mit  dem  auf  H,  G,  senkrecht  stehenden  Durch- 
messer bestimmt,  so  werden  die  Punkte  P,N,G,  auf  einer  geraden 
Linie  liegen ,  wenn  die  Curvenstllcke  F,  G, ,  G,  H,  durch  Kreis- 
bogenstücke ersetzt  werden  können.  Ist  auf  diese  Weise  ein 
Mittelpunkt  N,  genau  construirt,  so  lässt  sich  der  nächste  P,  und 
so  fort  alle  folgenden  einfach  dadurch  bestimmen,  dass  man  G,OP, 
dem  Dreieck  F,ON,  ähnlich  macht,  und  so  kann  dann  die  Curve 
leicht  fortgesetzt  werden. 

Eigentlich  ist  die  Rechnung  des  Winkels  a ,  unter  welcher 
die  Spirale  die  Radienvectoren  schneidet,  einfacher  als  die  eben 
angegebenen  Constructionen ;  die  Gleichung  der  logarithmischen 
Spiralen : 

&  —  &  =  tga  .  Ign  .    T  , 

;/ 

darf  als  bekannt  vorausgesetzt  werden ,  in  derselben  bezeichnen 

0u  und  &u   zwei  Azimuthe  mit  den  zugehörigen  Leitstrahlen. 

Sind  also  diese  vier  Grössen  gegeben,  so  berechnet  man  mittelst 

derselben  igcc,  tga  ist  aber  auch  das  constante  Verhältniss  der 

beiden  senkrecht  aufeinander  stehenden  Strahlen,    welche  den 

Radiusvector  irgend  eines  Punktes  projicirt,  und  dieses  Verhältniss 

genUgt,  um  nach  obigem  die  Spirale  zu  construiren. 

3 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  speciell  ©  —  ®  =  -ä^^,     und 

~  =  tg  « ,  so  erhält  man  die  Spirale,  deren  Leitstrahlen  bei  der 
u 
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Drehung  um  drei  Rechte  in  demselben  Verhältniss,  als  wie  die 

einen  Krümmungsradius  projicirenden  Strahlen  zunehmen:  Die 

Krümmungsmittelpunkte  der  mit  diesem  Verhält- 

niss   tg  a  construirten  Spirale  liegen  also  auf  der 

Spirale    selbst;    wir   erhalten    die  logarithmische 

S  e  1  b  s  t  e  V  0 1  u  t  e  T  a  f.  I3,  bei  der  nämlich  die  Evolute  nicht  mehr 

verdreht  erscheint  und  die  am  leichtesten  construirt  werden  kann. 

3 

Hat  man  einmal  ein  den  Winkel  -s-  n  dieser  Curve  umfassendes 

2 

Stück  construirt,  so  lässt  sie  sich  ganz  einfach  dadurch  fortsetzen, 
dass  man  bei  Beschreibung  der  sie  ersetzenden  KreisbogenstUcke 
die  Zirkelspitze  auf  den  beschriebenen  Theil  der  Curve  selbst  auf- 
setzt. Die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  17 7,  TS^  SO 
sind  Tangenten  zugleich.    Durch  Probiren  erhält  man  aus: 

—  7r  =  tg«  .  Ign  tga 

die  Tangente  des  Winkels,  unter  dem  diese  Curve  die  Radien- 
vectoren  schneidet,  d.  h.  das  Verhältniss  der  Radienvectoren 

RO  SO  TO       ^  OÜAA^nOA 

^  "  "  ÖS  ^  ÖT  ""  UV  3,6441734. 

Mittelst  dieses  Verhältnisses  (von  dem  —  — ,  r^,  ^^,  ange- 
nehme Näherungswerthe  für  prismatische  Maassstäbe  die  3  Ziffern 
umfassen,  sind)  kann  das  Beschreiben  dieser  Curve  ohne  Weiteres 
vor  sich  gehen ;  ausserdem  aber  können  auch  beliebige  Radien- 
vectoren nach  der  Formel: 

lg  —  =  0,000034666603  &  =  0,0020799962  ©», 
c 

wo  &  und  &^  den  Winkel  in  Minuten  und  Graden  bezeichnen,  den 
die  Leitstrahlen  r  und  c  mit  einander  bilden ,  berechnet  werden. 
Der  Winkel  a  selbst  ist  gleich :  74«,  39',  IS",». 

Diese  beiden  Spiralen  (Taf.  1)  können  ganz  die  Stelle  von 
Logarithmentafeln  vertreten,  und  es  lassen  sich  mittelst  derselben 
alle  Aufgaben  lösen ,  bei  denen  Verhältnisse  von  Linien  zu  multi- 
pliciren  und  zu  potenziren  sind.  Der  Winkel  zwischen  zweien  be- 
liebigen Radienvectoren  ist  immer  der  Logarithmus  ihrer  Verhält- 
nisse, und  wir  werden  weiter  unten  durch  ein  Beispiel  zeigen,  wie 
diese  Spiralen  angewendet  werden  können. 
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Da  die  Längen  der  Leitstrablen  nicht  direct  mit  den  Winkeln, 
die  sie  mit  einander  bilden,  verglichen  werden  können,  so  ist  es 
für  unsere  Constructionen  ganz  einerlei,  welches  die  Progression 
der  Spirale  ist.  In  Taf.  1  wurde  sie  so  gewählt,  dass  nach  einer 
Umdrehung  der  Leitstrahl  sich  auf  das  Zehnfache  vergrössert  bat. 
Dem  entsprechend  wurde  auch  der  Umfang  des  Kreisbogens ,  auf 
dem  die  Winkel  gemessen  werden  können ,  in  20  Theile  getheilt 
und  mit  0  5  10 90  95  100  bezeichnet ,  so  dass  diese  Anord- 
nung dem  Decimalsystem  entspricht.  Es  liegen  alle  Radien- 
vectoren,  deren  gegenseitiges  Verbältniss  10,  100,  1000 . . .  ist,  auf 
demselben  Strahl.  Doch  ist  diese  Anordnung  von  keinem  Werth 
für  die  graphische  Statik,  weil  diese  keine  Zahlenyerhältnisse 
kennt  Es  verdient  daher  die  Selbstevolute  Taf.  I9,  die  sich  leich- 
ter und  mithin  auch  genauer  construiren  lässt,  immer  den  Vorzug 
vor  allen  andern.  Der  Kreisumfang,  auf  dem  die  Winkel  gemessen 
werden  können,  ist  hier  in  24  Theile  getheilt.  Damit  die  Winkel- 
bogen beider  Spiralen  nicht  zu  entfernt  von  ihr  liegen,  wurden  in 
grösseren  Entfernungen  noch  weitere  Kreisbogen  gezogen  und  ein- 
getheilt,  so  dass  die  Längen  der  Kreisbogen  nie  viel  kleiner  als 
die  entsprechenden  Längen  der  Spiralen  seien ,  und  die  Genauig- 
keit der  Construction  nicht  leide. 

Beispiel.     Es  sind  die  drei  Höhen  ahc  eines  Parallelepipe- 

dons   gegeben,  wie   gross  ist  die  Seite  x  des  Würfels  gleichen 

Inhalts. 

3^ 

Man  hat        x  =  Y abc  zu  bilden. 


oder 


07   1  /  a      b      c 


wo  /  den  Leitstrahl  des  Ursprungs,  die  Einheit,  bezeichnet.  Nach- 
dem man  auch  die  Leitstrahlen  der  Längen  a  b  und  c  (Taf.  1^)  be- 

/\  /\  /\ 
stimmt  hat,  addire  man  die  drei  Winkel  a/,  bl,  c/ mit  Berück- 
sichtigung ihres  Sinnes,  und  es  wird  o^*  der  Leitstrahl  sein,  welcher 
mit  /  einen  Winkel  bildet,  der  gleich  dem  V»  dieser  Summe  ist. 
Die  Construction  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  man  für  /  eine 
der  gegebenen  Höhen  annimmt,  es  ist  dann 

8 

.r   \/b      c 

a         V    a      a 


o* 


36  ^^  graphische  Rechnen. 

Ist  a  die  grösste  oder  die  kleinste  der  drei  Höhen,  so  sind  b  a  und 

ca  gleichen  Sinnes  einfach  zu  addiren  und  zu  dritteln.    Ist  da- 
gegen a  die  mittlere  Länge,  und  diese  Annahme  wurde  Taf.  I3  ge- 

macht,  so  sind  ha  und  ca  entgegengesetzten  Sinnes,  man  hat  sie 
von  einander  abzuziehen ;  geht  man  dabei  so  zu  Werke ,  dass  die 

Differenz  a  ^  im  grösseren  Winkel  an  a  anzuliegen  kommt ,  so 
wird  X  der  Schenkel  des  nächsten  Winkels  sein ,  welcher  diese 

Differenz  a/\  drittelt.  Diese  letzte  Construction  wird  wohl  immer 
die  genauere  sein. 

Gar  häufig  hat  man  x  «=  y^a6  auszuftlhren,  dies  könnte  nun 
auch  unter  der  Form 


a         y    a 


leicht  mittelst  der  Spirale  geschehen ,  doch  wird  es  wohl  in  allen 
Fällen  einfacher  und  zweckmässiger  sein ,  den  Kreis  zur  Bestim- 
mung der  mittleren  Proportionalen  zu  benutzen. 

Mittlere  Proportionale  x  =  }/^a  b  sind : 

a)  Die  Ereistangente  zwischen  den  Abschnitten  einer  der  durch 
den  Endpunkt  der  Tangente  gehenden  Secanten. 

b)  Die  Sehne  eines  Kreises  zwischen  ihrer  Projection  auf 
einen  der  beiden  durch  ihre  Endpunkte  gehenden  Durchmesser 
und  dem  Durchmesser. 

c)  Eine  halbe  Sehne  zwischen  den  Abschnitten  des  auf  ihr  senk- 
recht stehenden  Durchmessers. 

d)  Die  gleich  langen  Sehnen  zweier  Kreisbogen  gleich  langen 
Halbmessers,  welche  einerseits  durch  einen  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt,  anderseits  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittel- 
punkte begrenzt  werden :  zwischen  dem  Segment,  das  die  Kreis- 
bogen auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  abschneiden  und 
ihrem  Halbmesser. 

Die  Richtigkeit  von  a  b  c  wird  in  jeder  Geometrie  bewiesen, 
die  Uebereinstimmung  von  h  und  //aber  leuchtet  ein,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  das  Segment  in  d  gleich  der  doppelten 
Projection  der  Sehne  in  b,  dagegen  der  Halbmesser  in  d  nur 
gleich  der  Hälfte  des  Durchmessers  in  b  ist. 


6.  Addition  und  Sobtraetion  von  Zahlen  etc. 
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In  Fig.  28  sind  die  diesen  Sätzen  enlBprechenden  Construc- 
tionen  der  mittleren  Proportionalen  zusammengestellt. 


ZAveites  Kapitel. 

Logarithmen  und  Bechenschieber. 


6.  Addition  und  Snbtraction  Yon  Zahlen  durch  Ver- 
schieben von  Maassstäben. 

Von  ungemein  grossem  praktischen  Nutzen  ist  die  graphische 
Zusammensetzung  der  Logarithmen.  Es  wird  dieselbe  auf  ver- 
schiedene Weise,  namentlich  aber  mittelst  der  Rechenschieber 
ausgeführt. 

Diese  Operationen  sind  zwar  nicht  in  so  hohem  Grade  gra- 
phischer Natur  als  wie  das  graphische  Rechnen  und  die  graphische 
Statik,  weil  sie  analytische  Daten  graphisch  behandeln  und  dann 
wieder  analytisch  geben,  während  letztere  graphische  Daten  gra- 
phisch zusammensetzen  und  graphisch  geben.  Nichts  desto  weniger 
glauben  wir  diese  Methoden  hier  nicht  übergehen  zu  dürfen ,  weil 
sämmtliche  Broschüren,  die  über  Rechenschieber  geschrieben  wor- 
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den  sind,  nicht  vom  Begriffe  des  Logarithmus,  vom  Boden  der 
Theorie  ausgehen,  daher  nur  Regeln  fttr  Handwerksburschen- 
verstand geben.  Da  es  nun  ohne  Verständniss  der  Loga- 
rithmen nicht  möglich  ist,  sich  des  Rechenschiebers  mit  Vortheil 
zu  bedienen,  so  hat  er  bei  den  gebildeten  Technikern  viel  weniger 
Eingang  gefunden,  als  er  es  verdiente.  Der  Zweck  dieses  Kapitels 
ist  daher,  ihm  am  hiesigen  Polytechnikum  den  verdienten  Eingang 
zu  verschaffen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  der  Rechenschieber  Zahlen  addirt 
und  abzieht,  lässt  sich  am  einfachsten  an  Maassstäben  zeigen,  die 
man  verschiebt. 

Denken  wir  uns  die  Theilstriche  zweier  gleich  getheilter 
Maassstäbe  in  gleicher  Weise  fortlaufend  numerirt  und  dann  an 
einander  verschoben  (Fig.  29),  so  wird  die  Differenz  zwischen  den 
Nummern  zweier  einander  gegenüberliegenden  Theilstriche  con- 
stant  sein ;  in  der  Figur  gleich  7.    Bezeichnen  wir  die  Nummern 

i^'icr.  29. 
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der  Theilstriche  des  oberen  Maassstabes  mit  a  b  c  ..,,  die  der 
gegenüber  liegenden  des  unteren  mit  a^  b^  C]  . . .,  wobei  man  sich 
unter  diesen  Buchstaben  auch  die  Längen  0)  ABC.,,  und 
Oy)  AxByCx  . .«  denken  kann,  so  hat  man: 

a    -  a^  =  A   —  Ä|  =-•  c  —  6*1  =  ...  r 

Wird  irgend  eine  dieser  Grössen,  z.  B.  &,  als  unbekannte  be- 
trachtet, so  ist : 

b  ==  a  — '  «1  -f-  Ä|. 

Um  sich  der  ausgeführten  Operationen  stets  klar  bewusst  zu  sein, 
ist  es  nolh wendig,  sich  durch  Fig.  30  zu  vergegenwärtigen,  wie 

Fig.  30. 


OJZÜT^^^ 


^«1 


die  Länge  b  aus  dem  Aneinanderreihen  der  Längen  a  o,  A,  ent- 
standen ist.  Solche  Aneinanderreihung  ist  immer  möglich.  Aus 
dem  bisher  Gesagten  folgt : 
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Durch  Verschieben  von  Maassstäben  mit  ein- 
stimmiger Theilung  kann  man  von  einer  Zahl  eine 
zweite  abziehen  und  zur  Differenz  eine  dritte  ad- 
diren.  Die  Stellung  der  Maassstäbe  bleibt  unver- 
ändert, wenn  die  beiden  ersten  Glieder  sich  nicht 
ändern.  Alle  Werthe  der  gesuchten  Summen,  welche 
dann  dem  letzten  Gliede^i  entsprechen,  stehen  auf 
den  beiden  Maassstäben  einander  tabellarisch 
gegenüber.  Dadurch,  dass  man  eine  der  gegebenen 
Grössen  verschwinden  lässt,  kann  man  zwei  belie- 
bige Zahlen  addiren  odersubtrahiren. 

Man  kann  auch  einen  der  beiden  Maassstäbe  umkehren,  d.  h. 
gegenstimmige  Theilung  verwenden  (Fig.  31),  dann  ist  die  Summe 

Fig.  31. 

zweier  gegenüberstehenden  Nummern  constant  und  man  erhält  die 
Resultate : 

a  -|-  a|  =  Ä  -j-  Ä,  =  c  -|-  Tj  , . . , 


-^■ 


^ 


Flg.  32. 
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Das  Aneinanderreihen  der  Zahlen  wird  durch  Fig.  32  er- 
läutert und  es  folgen  die  Sätze : 

Durch  Verschieben  von  Maassstäben  mit  gegen- 
8  timmiger  Theilung  kann  man  von  derSumme  zweier 
Zahlen  eine  dritte  abziehen.  Die  Stellung  der  Maass- 
stäbe bleibt  unverändert,  wenn  die  Summe  derbei- 
den  ersten  Glieder  sichnicht  ändert.  AlleWerthe, 
welche  sich  zu  dieser  Summe  ergänzen,  stehen  auf 
den  beiden  Maassstäben  einander  tabellarisch 
gegenüber.    Dadurch,  dass  man  eine  der  gegebenen 
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Grössen  verschwinden  lässt,  kann  man  zwei  belie- 
bige Zahlen  addiren  oder  abziehen. 

Ferner  kann  man  verschiedene,  meistens  doppelte  und  drei- 
fache, Maassstäbe  an  einander  verschieben.  In  Fig.  33  ist  der 
untere  Maassstab  doppelt  so  gross  als  wie  der  obere.  Hier  müssen 

flg.  83. 
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offenbar  die  Nummern  des  unteren  Maassstabes  mit  2  multiplicirt 
werden ,  damit  sie  mit  denen  des  oberen  Maassstabes  zusammen- 
gesetzt werden  können ;  man  bat  also ,  wenn  die  Nummern  der 
beiden  Maasstäbe  mit  den  Indexen  1  und  2  versehen  werden : 

tti  —  2  O)  =  ^1  —  2  Äj  =  Ci  —  2  Cj  =a  . . ., 

bi  s=:  ai  —  2  aj  -j"  2  *2> 
b^  =s  a^  —  i  öl  -}-  4  ij. 
Bei  Anwendung  gegenstimmig  getheilter  Maassstäbe  erhält  man : 
öl  -f-  2  ttj  =  Äj  -j-  2  ^2  =  t?i  -|-  2  Cj  =  . . ., 

^^  SS  Ol  -f-  2  a^  —  2  b^, 
b^  =  ffj  -j-  i  fl|  —  i  Äj. 

Wir  glauben  es  unterlassen  zu  dürfen ,  diese  Resultate  in  Worte 
zu  kleiden. 

Verwendet  man  Maassstäbe,  die  sich  wie  m  :  n  verhalten,  so 
sind  diese  Verhältnisszahlen  an  entsprechender  Stelle  einzuführen. 


1.  Die  gewöhnlichen  Rechenschieber. 

Bei  gewöhnlichen  Rechenschiebern  sind  die  Strecken 
0)AB  ...  0{)  AxBy  ...  nicht  mehr  den  Nummern  ab  ...  a^b^  ...y 
sondern  den  Logarithmen  derselben,  also  Iga,  lgA...lga|,lg^|... 
proportional. 

Ganz  auf  graphischem  Wege  kann  man  zu  diesen  Logarithmen 
mit  Hülfe  der  logarithmischen  Spirale  Taf.  Ij  und  a  gelangen, 
wenn  man  auf  derselben  die  Punkte  bestimmt,  deren  Entfernung 
vom  Pol  0=1,  üyb..,  und  dann  die  Abscisse  des  treffenden  Theil- 
striches  den  Winkeln  proportional  macht,  welche  die  entsprechen- 
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den  Badienvectoren  mit  einander  bilden;  diese  Längen  werden 
also  erhalten ,  wenn  man  die  Bogenstücke  eines  von  0  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreises  zwischen  den  treffenden  Badien- 
vectoren rectificirt.  Man  bekommt  verschiedene  Scalenlängen 
durch  Aendemng  des  Ereisradius.  Diese  Längen  wiederholen 
sich  für  die  Badienvectoren  von  Vio  bis  1,  1  bis  10,  10  bis  100. 
Gewöhnlich  werden  zwei  solcher  Scalen  fortlaufend  aufgetragen. 
In  dem  eben  Gesagten  wollen  wir  nur  einen  rein  graphischen  Ur- 
sprung der  Logarithmen  andeuten ;  in  der  Wirklichkeit  aber  wird 
man  einfach  die  Logarithmen  der  Zahlen  1  bis  100  auf  irgend 
einem  Maassstab  abgreifen  und  zwei  Mal  fortlaufend  auftragen. 

Mit  diesen  beiden  Maassstäben  wird  dann  gewöhnlich  noch 
ein  dritter  im  doppelten  Maassstabe  verbunden,  der  demnach  die 
Zahlen  von  1  bis  10  nur  ein  Mal  enthält,  wie  Fig.  34  es  zeigt. 


Fig.  84. 
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In  einem  mit  einer  Goulisse  versehenen  Stabe  spielt  eine 
Zunge.  Der  obere  Band ,  dessen  Nummern  wir  schlechtweg  mit 
ab...  bezeichnen  werden ,  enthält  zwei  Logarithmenscalen.  In 
gleicher  Weise  ist  der  obere  Band  der  Zunge  getheilt,  dem  wir 
den  Index  1  zuweisen  und  dessen  a  und  b  ...  gegenüberliegende 
Nummern  wir  daher  mit  a^  und  b^  ...  bezeichnen.  Wenn  die  Ein- 
theilung  des  unteren  Bandes  der  Zunge  identisch  mit  der  des 
oberen  ist,  so  werden  dessen  Hummern  in  der  Folge  mit  dem 
gleichen  Index,  also  mit  a^  b^  ...  bezeichnet.  Sind  aber  wie  in 
Fig.  35  (8.  Nr.  9)  die  Logarithmen  auf  diesem  Band  in  doppeltem 
Maassstabe  aufgetragen ,  so  dass  derselbe  nur  eine  Logarithmen- 
sca]a  enthält,  so  werden  wir  diese  Nummern  mit  a^b^  ...  be- 
zeichnen. Auf  dem  unteren  Band  des  Stabes,  dem  wir  den  Index 
3  zuweisen,  sind  die  Logarithmen  immer  im  doppelten  Maassstab 
aufgetragen,  und  er  trägt  daher  nur  eine  Scala. 

Wendet  man  auf  den  oberen  Band  des  Stabes  und  der  Zunge 
die  Linienaddition  von  Fig.  30  an,  so  erhält  man 

lg  Ä  =  lg  o  —  lg  ffi  -f  lg  *i, 
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oder 

In  Fig.  34  z.  B.         *  «  -|-  .  3  =  6,75. 

Der  frttbere  Satz  in  Nr.  6 ,  dass  die  Stellung  des  Schiebers 

sich  nicht  ändere,  wenn  die  Differenz  der  zwei  ersten  Zahlen  a 

und  a,  sich  nicht  ändert,  überträgt  sich  jetzt  auf  die  Logarithmen; 

sie  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Differenz  dieser  Logarithmen,  d.h. 

der  Quotient  der  entsprechenden   Zahlen,   constant  bleibt.     In 

Fig.  34  z.  B.  stehen  alle  Zahlen  einander  tabellarisch  gegenüber, 

9 

deren  Quotient  ==-—==  2,25  ist. 

4 

Da  0  der  Logarithmus  von  1  ist,  so  kann  man  dadurch ,  dass 
man  eine  der  obigen  3  Zahlen  «=  1  werden  lässt,  je  zwei  beliebige 
Zahlen  mit  einander  multipliciren,  oder  die  eine  durch  die  andere 
dividiren. 

Das  eben  Entwickelte  fassen  wir  also  zusammen : 

Durch  Verschieben  der  beweglichen  Zunge 
eines  Bechenschiebers  mit  einstimmiger  Theilung 
kann  man  den  Quotienten  zweier  beliebiger  Zahlen 
mit  einer  dritten  Zahl  multipliciren,  alsoauchjede 
Zahl  mit  einer  zweiten  multipliciren  oder  dividiren. 
Die  Stellung  des  Schiebers  ändert  sich  nicht,  wenn 
die  beiden  ersten  Zahlen  sich  nicht  ändern;  dem- 
nach stehen  alle  Zahlen,  deren  Quotient  constant 
ist,  auf  dem  Schieber  einander  tabellarisch  gegen- 
über. 

Da  die  Scalen  den  Mantissen  der  Logarithmen  entsprechen, 
so  müssen  deren  Charakteristiken  besonders  addirt  werden,  was 
in  der  Regel  im  Kopf  geschieht.  Wären  die  Mantissen  der  zu- 
sammenzusetzenden Logarithmen  so  gross,  dass  ihre  Summe  die 
Einheit  überstiege,  so  würde  das  Ende  des  Linienzuges  von 
Fig.  30  in  die  nächste  Scala  fallen.  Also  muss  die  Charakteristik, 
die  sich  sonst  ergeben  würde ,  um  1  vermehrt  werden ,  wenn  das 
Ende  des  Linienzuges  die  nächste  Scala  überragt,  dagegen  um  I 
vermindert  werden ,  wenn  z.  B.  in  Folge  eines  grossen  Nenners 
das  Ende  des  Linienzuges  in  die  vorausgehende  Scala  fällt. 
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9 

Wäre  z.  B.  *  =  —  •  7  zu  bilden,  so  würde  bei  der  folgen- 
den Stellung  des  Schiebers :  ' 

0;        1  9         10         153/4, 

1;  14  7     , 

zur  Summe  der  Charakteristiken ,  welche  im  gegenwärtigen  Fall 
=  0  ist,  J  zu  addiren  sein ,  weil  der  bei  der  fetten  1  beginnende 
Linienzug  über  die  nächste  Scala  10  hinausfällt,  die  Charakteristik 
ist  also  definitiv  1  und  das  Resultat  ^=^  15 Vi- 

90 
Zur  Bildung  von  *  =  ^r 7  •  700  wäre  bei  derselben  Schieber- 

U,4: 

Stellung  die  Charakteristik 

1  _9-|-2  +  l  =  5. 

Das  Resultat  also  157500. 

2 
Wäre  4  =  -^  •  3,5  zu  bilden,  so  müsste  man  bei  der  fol- 

genden  Schieberstellung 

0;        1  7,8        1        2, 

1;  1         3,5  9, 

den  Linienzug  bei  der  fetten  1  beginnen  lassen,  weil  die  voraus- 
gehende Scala  noch  zur  Verwendung  kommt.  Zieht  man  dann 
von  der  darauf  folgenden  2  lg  9  ab,  so  gelangt  das  Ende  des  Zuges 
weit  in  die  vorausgehende  Scala,  und  selbst  nach  Addition  von 
lg  3,5  erreicht  der  Linienzug  die  Scala  noch  nicht.  Also  ist  die 
Charakteristik   —  1  oder  9  und  das  Resultat  ='  0,78. 

0  2 
Hätte  man  zu  bilden  -^^  •  0,035,  so  wäre  die  Charakteristik : 

9  —  2-f  8  —  1  =4, 

und  das  Resultat  ,0000078. 

Ist  der  Rcijshenschieber  so  construirt,  dass  die  Scala  umge- 
kehrt werden  kann,  so  können  die  bis  jetzt  behandelten  Aufgaben 
ebenfalls  gelöst  werden.  Der  Linienzug  unterscheidet  sich  vom 
vorigen  nur  dadurch,  dass  zuerst  die  beiden  zu  addirenden  Loga- 
rithmen und  hierauf  der  abzuziehende  aneinandergereiht  werden. 
Die  Schieberstellung  für  das  letzte  Beispiel  wäre : 

0;  7,8         l        2 

1;         1         9  7         3,5         1. 
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Das  Product  aller  unter  einander  stehenden  Zahlen  ist  jetzt 
=  7.     Man  kann  also : 

Durch  Verschieben  der  Zunge  mit  gegenstimmi- 
ger Theilung  das  Product  zweier  Zahlen  durch  eine 
dritte  dividiren,  also  auch  jede  Zahl  mit  einer  an- 
deren multipliciren  oder  dividiren. 

Die  Stellung  des  Schiebers  ändert  sich  nicht, 
wenn  die  beiden  ersten  Zahlen,  d.h.  das  Product  der- 
selben, sich  nicht  ändert;  in  dieser  Stellung  stehen 
daher  alle  Zahlen  constanten  Productes  einander 
tabellarisch  gegenüber. 

Insbesondere  stehen  sich  reciproke  Zahlen 
gegenüber,  wenn  die  1  derZungeaufdie  1  desSchie- 
bers gestellt  wird. 

Bisher  haben  wir  nur  die  oberen  Ränder  des  Stabes  und  der 
Zunge  benutzt;  wir  wollen  jetzt  auch  deren  untere  Ränder  zu- 
ziehen. Bei  der  Scalendisposition  von  Fig.  34  sind  die  Strecken- 
differenzen : 

lg  a  —  lg  Ol  =»  2  lg  03  —  lg  ff|,     constant. 
Sucht  man  daher  die  b  aus  den  Verhältnissen : 

b  b^^  a         Ol* 


bf  *i  0%  flt ' 

so  erhält  man  mit  Weglassung  der  doppelt  vorkommenden  und 
derjenigen  Werthe,  die  wir  schon  kennen,  folgende  neue  Lö- 
sungen : 


*.-^'-^'. 

*•    v^^  1 

/>•■ 

Wir  unterlassen  es,  diese  Resultate  in. Worte  zu  kleiden,  und 
beschränken  uns  auf  die  Angabe  von  zwei  Zungenstellungen,  eine 

fUr  die  obere  und  eine  fttr  die  untere  Zeile. 

4 
Es  sei  zu  bilden:  A|  =  -—  •  2^6  =  3  (genau  =  3,0044, man 

merkt  auf  dem  Rechenstab  gerade  noch,  dass  die  3  scharf  ist). 
Zungenstellung  wie  Fig.  34: 
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0;  1  9 

1;  14       1 

1;  8  13  1       1,2      3     . 

3;  1       1,342  2,6       3  5,2       8,22; 

Hätte  man  statt  9  im  Nenner  3> ,  so  könnte  alles  mittelst  der 
beiden  unteren  Ränder  1  und  3  ausgeführt  werden. 

Fällt  das  Ende  des  Linienzuges  in  die  erste  Scala,  so  hat  man 
einfach  die  Charakteristiken  zu  addiren ,  wobei  die  des  Quadrats 
natürlich  doppelt  zu  nehmen  ist.  Fällt  dagegen  das  Ende  des 
Linienzuges  über  die  erste  Scala  hinaus ,  so  ist  1  zum  Logarith- 
mus zu  addiren.     Für 

4^  =  ij  .  52»  =  120178 

findet  dies  statt,  also  ist  die  Charakteristik 

=  1  —  9  +  2  .1  +  1  =  5. 

Dieselbe  Stellung  löst  auch  die  Aufgabe : 


yi 


3   =  2,6  (genau  2,598), 


4 

nur  hat  man  sich  den  Ursprung  bei  den  äussersten  1  links  (die 
nicht  fett  gedruckt  sind)  zu  denken.  Sind  die  Charakteristiken 
nicht  gleich  0,  so  muss  ihre  Summe  natürlicher  Weise  halbirt  wer- 
den. Hiebei  kann  es,  wenn  die  Summen  der  Charakteristiken  un- 
gerade sind,  vorkommen,  dass  sie  nach  der  Division  mit  dem 
Bruchtheil  V/s  behaftet  sind.  Denkt  man  in  diesen  Fällen  den 
unteren  Rand  3  des  Stabes  als  die  eigentliche  Logarithmenscala, 

so  erscheinen  die  Längen  der  oberen  Scalen  V^a    ,  Y^\  »  V ^x 

als  Halblogarithmen,   mithin  bedeutet  -^  als  Charakteristik  die 

Länge  einer  oberen  Scala,  die  dem  logarithmischen  Resultat  auf 
der  Scala  3  beigefügt  werden  muss. 


z.  B.  *a  =   L^^  •  30  =  8,22  (genau  8,21 6). 

Hier  ist  die  Charakteristik  «»    o  *  ^-  ^'  ^^  ^^^  ^^^  Linienzug  um 

eine  obere  Soalenlänge  zu  verlängern  und  bei  der  darauffolgen- 
den 3  das  Resultat  von  8,22  abzulesen,  wie  das  ebenfalls  auf  dem 
Schema  angedeutet  ist. 
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Fällt  der  so  verlängerte  Linienzug  über  die  untere  Scala  3 
hinaus,  so  kann  man  auch  auf  der  vorausgehenden  Scala  ab- 
lesen, hat  aber  dann  1  zur  Charakteristik  zu  addiren ,  d.  h.  man 

setzt  1 ^  statt  -^. 


KT 


z.  B,  Aj  =   1/  —  80  =  13,42  (genau  13,416). 

Hier  kann  nur  auf  der  vorausgehenden  Scala  abgelesen  werden 
(8.  das  Schema),  dafür  aber  ist  die  Charakteristik  =  1, 

Da  die  Scala  3  nur  einfach  vorhanden  ist,  so  ist  es  nicht 

immer  möglich,  alles  gleichzeitig  abzulesen ,  z«  B.  wenn  auf  Scala 

9 
0  und  1  das  Verhältniss  —  eingestellt  ist  (s.  Fig.  34),  so  ist  es 

nicht  möglich,  gleichzeitig  auf  1  und  3  die  Verhältnisse  zwischen 

4  4  1  14  4 

:^  bis  :rvT  uud   zwischcu  -rz-^L-:  bis  - '-    abzulesen. 

1*         l*,o  4',74         1* 

In  solchen  Fällen  kann  man  sich  aber  gar  leicht  mittelst 
eines  Zirkels  helfen;  man  nimmt  den  Theil,  der  die  Scala  über- 
ragt, in  den  Zirkel  und  trägt  ihn  vom  anderen  Ende  der  Scala  aus 
auf.  Auch  mittelst  der  festen  oberen  Scalalänge,  die  man  für 
immer  in  den  Zirkel  nimmt  oder  die  man  auf  dem  Rand  eines 
Papierstreifens  markirt,  kann  man  jede  Zahl  um  eine  Scala  ver- 
setzen und  dort  auf  dem  unteren  Rand  ablesen ,  wohin  die  Zunge 
nicht  mehr  reichte.  Diese  Operationen  bedürfen  keiner  weiteren 
Erörterung,  indem  sie  ja  selbstverständlich  sind ;  jene  Betrachtun- 
gen über  Möglichkeit  und  Unmöglichkeit  der  Ablesungen,  welche 
z.B.  Herrn  Sella  so  viel  zu  schaffen  machten,  übergehen  wir  ganz; 
mittelst  Zirkels  oder  Papierstreifens  sind  alle  Operationen  aus- 
führbar. 

Setzt  man  eine  oder  zwei  der  Längen  S.  44  =  1  und  einan- 
der gleich,  so  kann  man  noch  die  folgenden  Operationen  aus- 
führen: 

Zahlen  quadrireu  und  cubiren;  einfache  Zahlen, 
Quadrate  und  Cuben  durch  einfache  Zahlen  und 
Quadrate  dividiren.  Quadratwurzeln  aus  der  ein- 
fachen   und   aus  der  Potenz  3  ausziehen,    d.  h.  die 

Potenz  —  -  bilden;   mittlere  Projiortionale   bestim- 
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men,  und  diese  Potenzen  noch  durch  eine  Quadrat- 
wurzel dividiren. 

Die  Einttbung  dieser  einfachen  Operationen  können  wir  füg- 
lich dem  geneigten  Leser  überlassen  und  wollen  uns  nur  noch 
eine  Bemerkung  über  das  Gubiren  und  das  entsprechende  Wurzel- 
ausziehen erlauben. 

Um  diese  Operationen  auszuführen,  thut  man  am  besten,  die 

Zunge  umzukehren;  stellt  man  dann  zwei  gleiche  Zahlen  einander 

gegenüber,  so  giebt  das  Ende  der  Zunge  auf  dem  oberen  Rande 

die  Cubikzahl  an.     Bei  dem  Gegenüberstellen  von  Zahlen  unter 
3 

V^IO  =  2,154  fällt  das  Ende  des  Linienzuges,  bestehend  aus  dem 
Doppellogarithmus  auf  dem  Kand  3  und  einem  einfachen  Loga- 
rithmus auf  1,  in  die  erste  Scala;  die  Charakteristik  ist  einfach 
gleich  dem  Sfachen  der  ZahL     Wenn  die  Zahlen  zwischen  2,154 

3   

und  VlOO  «=  4,642  einander  gegenübergestellt  werden,  so  fällt 
das  Ende  des  Linienzuges  in  die  zweite  Scala ,  und  die  Charakte- 
ristik ist  gleich  dem  3 fachen  der  Zahl  -^  1.  Werden  grössere 
Zahlen  einander  gegenübergestellt ,  so  fällt  das  Ende  des  Linien- 
zuges in  die  zweite  Scala  und  die  Charakteristik  ist  gleich  dem 
Sfachen  der  Zahl  -f  2. 

Die  Regeln  für  das  Cubikwurzelausziehen  erhalten  wir  durch 
das  Umkehren  des  eben  Gesagten. 

Man  kann  die  folgenden  Cubikwurzeln  ausziehen : 

8^ 3  

Man  stellt  nach  Umkehrung  der  Zunge  die  Zahlen  a  auf  den  ent- 
sprechenden Scalen  einander  gegenüber  und  sieht,  welche  gleiche 
Zahlen  auf  3  und  1  einander  gegenüberstehen.  Dieses  Gegen- 
überstehen muss  gesucht  werden  zwischen  0  und  2,15,  wenn  die 
Charakteristik  keine  Bruchtheile  enthält,  zwischen  2,15  und  4,64, 

wenn  sie  aus  einer  ganzen  Zahl  -] — ^  oder ^  besteht,  und 

ö  «5 

endlich  zwischen  4,64  und  10,  wenn  sie  aus  einer  ganzen  Zahl 

2  1 

-f-  -«-  oder 5-  besteht» 

u  O 

3^ 3^ 3   

Z.  B. :  Es  sei  zu  bilden  b^  =  |/4  ,  9  --  y  4  ,  3a  ««  y^2* .  9. 
Sehieberstellung : 
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0; 

1 

4 

9 

1 

3,6 

1; 

1 

9 

4 

1 

1; 

1,532 

1 

9 

4 

3,3 

1 

7,12 

3; 

1 

1,532 

2 

3 

3,3 

6 

7,12 

1. 


8 


y  Sy6   =  1,532,  denn  die  Charakteristik  ist  ^=  0, 


8 


yüe"  =  3,3(019)  „      „  „  „    =1, 

V^36Ö  =  7,12(7,114)   ,  „  „    =J. 

Bei  dem  Abschätzen  der  letzten  Decimalen  ist  darauf  zu 
achten,  dass,  wenn  zwei  gleiche  Zahlen  auf  1  und  3  einander 
gegenüberstehen,  die  Längendifferenzen  fttr  gleiche  kleine 
Nummerndifferenzen  auf  1  nur  halb  so  gross  sind,  als  wie  auf  3; 
werden  demnach  in  der  Nähe  des  Zusammentreffens  zwei  gegen- 
überliegende Zahlen  abgelesen,  so  ist  die  Zahlendifferenz  zwischen 
ihnen  und  der  Zahl  des  wirklichen  Zusammentreffens  auf  1  doppelt 
so  gross  als  wie  auf  3.  Stellt  man  z.  B.  die  9  einander  gegenüber, 
so  hat  man : 

1;         9,1  9         8,9  , 

3;         8,95         9         9,05. 

Man  sieht,  die  9  liegt  in  dem  Drittel  von  9,05  gegen  8,9  hin  und 
im  Drittel  von  8,95  gegen  9,1.  Hiernach  kann  zuweilen  leicht 
interpollirt  werden. 


8.  üeber  den  Gebrauch  der  gewöhDlichen  Rechenschieber. 

Auf  den  gewöhnlichen  Rechenschiebern  von  0,26  bis 
0,30  Meter  Länge  beträgt  zwischen  1  und  2  die  Entfernung  der 
Theilstriche  0,02,  zwischen  2  und  5  0,05,  zwischen  5  und  10  0,1 ; 
nimmt  man  an ,  dass  noch  i  mit  ziemlicher  (xenauigkeit  einge- 
schätzt werden  könne,  so  beträgt  die  Genauigkeit 

zwischen  1  und  2 ;  0,004  :  (1  bis  2)  =  0,004  bis  0,002, 
2  „  5;  0,01  :  (2  „  5)  =  0,005  „  0,002, 
5    „     10;  0,02    :  (5    „    10)  =  0,004    „    0,002. 

Sagen  wir  daher  rund  Vaoo« 

Der  Gebrauch  des  Rechenschiebers  ist  daher  überall  ange- 
zeigt, WQ  keine  grössere  Genauigkeit  gefordert  wird.     Also  bei 
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der  Berechnung  von  Geldbeträgen,  die  das  SOOfache  der  kleinsten 
Münze  nicht  überschreiten;  bei  allen  approximativen  Kosten- 
berechnungen ;  bei  Berechnung  aller  Balkendimensionen,  denn  bei, 
Annahme  der  Festigkeitscoefficienten  ist  man  lange  nicht  des  Vsoo 
sicher;  bei  all  den  kleinen  Rechnungen,  die  der  Constructeur 
nebenher  auszuführen  hat,  denn  selten  verlangt  er  grössere  Ge- 
nauigkeit. In  all  den  eben  aufgezählten  Fällen  aber  ist  der 
Rechenschieber  absolut  zu  empfehlen,  denn  die  Zeit  der  Rechnung 
wird  erspart  und  Fehler  können  höchstens  beim  Ablesen  gemacht 
werden.  Um  scharf  ablesen  zu  können,  machen  wir  noch  auf  den 
folgenden  Yortheil  aufmerksam.  Es  ist  schwer,  direct  einzustellen 
oder  abzulesen,  wenn  auf  beiden  Rändern  Decimalen  zwischen 
den  Theilstrichen  einzuschätzen  sind,  während  es  nicht  schwer 
hält,  auf  einen  Strich  genau  einzustellen.  Man  thut  daher  gut,  die 
eine  Zahl,  und  zwar  diejenige  mit  den  kleineren  Intervallen ,  so 
zu  corrigiren ,  dass  von  der  anderen  Scala  genau  ein  Theilstrich 
einzustellen  ist.  Es  sei  a  -|-  J  die  Zahl  auf  der  Seite  der  grössern 
Intervalle ,  8  der  einzuschätzende  Theil  zwischen  den  Intervallen, 
immer  <::^  0,1.  Diese  Zahl  sei  gegenüberzustellen  ai,  die  ebenfalls 
nicht  genau  mit  einem  Theilstrich  zusammentrifft.     Da  nun 

öl  :  a  +  a  =  fl, r— x :  a 

ist,  so  sieht  man,  dass  sich  die  Stellung  des  Schiebers  nicht 
ändert,  wenn  man  statt  a  -\-  d  und  a^  den  scharfen  Theilstrich  a 

der  corrigirten  Zahl  a,  —  —~i  gegenüberstellt;  die  Correction 

6'  =  -"j-  i  kann  aber  direct  auf  dem  Schieber  abgelesen  werden, 

denn   aus   -y  =  — ^  -^  folgt,  dass  sie  auf  der  Seite  von  a^  der 

o  a  -\-  o    ■ 

Correction  d  auf  der  Seite  von  a  gegenüber  liegt. 

Beispiel.  Es  sei  312  der  Zahl  743  gegenüberzustellen,  die 
Intervalle  der  Theilstriche  sind  bei  31  grösser  als  bei  74,  mithin 
stellen  wir  31  ein  und  corrigiren  743.  Wir  stellen  provisorisch 
31  auf  74 : 

0;         1         2  31, 

1,  4,78         74, 

und  finden  die  zwei  gegenüber  4,78  rund  5,  es  niuss  also  743  um 
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5  corrigirt  werden,  wir  haben  daher  den  Theilstrich  31  anf  738  zu 
stellen,  was  jetzt  ganz  scharf  geschehen,  kann. 

Umgekehrt  verfährt  man  bei  dem  Ablesen,  man  liest  bei  dem 
Theilstrich  31  genau  738  ab  und  addirt  die  Gorrection  5. 

Fttr  gegenstimmige  Scalen  hat  man : 

In  diesem  Fall  ist  also  die  Gorrection  nicht  so  bequem,  man 
muss  erst  a^  auf  ^  einstellen  und  die  Gorrection  bei  a  ablesen : 

0;         1         2  3,1  , 

1;  7,4        4,8         1. 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  dem  Einstellen  von  Zahlen  auf  der 
Scala  1  und  auf  der  Doppelscala  3.  Man  hat  bei  Vernachlässigung 
der  höheren  Potenzen  von  J: 

«1  ••  (03  +  <0^  =  fli T-^ '  oj*    und 

Man  hat  also  zuerst  die  Zahlen  auf  den  Scalen  0 
und  1  einander  gegenüber  zu  stellen,  als  ob  die  Zahl 
fz^  nicht  quadratisch  wäre,  und  dann  die  Gorrection 
zu  verdoppeln  oder  zu  halbiren,  je  nachdem  sie  auf 
den  Scalen  1  oder  3  verwendet  werden  soll. 

Diese  Regel  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Schieber  und  Zunge 
gegenstimmig  verwendet  werden. 

Durch  einige  Beispiele  wollen  wir  jetzt  noch  zeigen,  wie  ein- 
fache Formeln  der  Behandlung  mit  dem  Rechenschieber  angepasst 
werden  und  wie  vortheilhaft  in  gewissen  Fällen  die  Verwendung 
des  Rechenschiebers  ist. 

Es  genUgt  hier  auf  die  Nützlichkeit  des  Rechenschiebers  auf- 
merksam zu  machen,  wenn  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen 
mehrere  Zahlen  mit  einem  constanten  Verhältniss  zu  multipliciren 
sind.  Man  stellt  das  Verhältniss  ein  und  tabellarisch  stehen  die 
Producte  den  Factoren  gegenüber,  z.  B.  bei  Kostenberechnungen, 
wo  viele  Gegenstände  mit  dem  gleichen  Preis  zu  multipliciren 
sind.  Bei  Gesellschaftsrechnungen  stellt  man  die  Gesammtmasse 
den  Totalkosten  gegenüber,  und  allen  Partialquantitäten  stehen 
die  Partialkosten  gegenüber. 
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Bei  Maassreductionen  wird  die  VerwandlungszabI  der  1 
gegenübergestellt  und  die  gleiche  Längen  bezeichnenden  Maasse 
stehen  einander  gegenüber.  Auch  zusammengesetzte  Maass- 
reductionen lassen  sich  auf  diese  Weise  direct  gegenüberstellen ; 
z.  B.  die  Engländer  geben  den  auf  Flächen  vertheilten  Druck  tt^,  in 
Pfunden  von  0,4534  Kilogr.  oder  Tonnen  von  1,0156  tn.  pro  engl. 
D"  von  0,'"0254  Seitenlänge  an.  Wie  gross  ist  dieser  Druck  n/r 
in  Kilogrammen  oder  in  Tonnen  pro  1  DCentimeter?  Wir  ver- 
wandeln die  englischen  Pfunde  n^  und  den  engl,  D^^  in  französi- 
sches Maass,  dann  muss  der  Quotient  0,4534  tt^  :  2,54^  =  ;r  Elgr. 
pro  DCentimeter  geben.  —  Werden  also  auf  1  und  3  0,4534  und 
2,54  gegenübergestellt,  so  stehen  die  verwandelten  Maasse  auf  0 
und  1  einander  gegenüber : 


0: 

;         1 

14,23 

14,7 

9 

1; 

;         0,703 

1 

1,033 

9 

1: 

;         0,703 

1 

4,4534, 

3; 
on 

1 
inen  hat  man : 

Ath. 

2,54     . 

0; 

;          1 

4,45 

6,36 

9 

1; 

;         0,1574 

0,7 

l 

9 

1 

1,016, 

3 

2,54  . 

Auf  dieselbe  Weise  können  Kosten  auf  Längen  und  Flächen 
verwandelt  werden  u.  s.  w. 

Wenn  die  Producte  zweier  Zahlen  oder  einer  Zahl  und  eines 
Quadrates  mit  einem  constanten  Coefficienten  zu  multipliciren  sind, 
so  muss  man  ein  für  allemal  den  reciproken  Coefficienten  aus- 
rechnen, und  kann  dann  unmittelbar  die  Rechnung  mittelst  des 
Schiebers  ausführen. 

Wir  stellen  hier  einige  Formeln  zur  Berechnung  geometrischer 
Körper  mit  den  nothwendigen  reciproken  Coefficienten  zusammen. 
Es  bezeichne  d  den  Durchmesser,  u  den  Umfang  des  vorkommen- 
den Kreises,  h  die  Höhe  des  Körpers,  s  die  Seite,  Länge  der  Er- 
gänzungslinie seines  Mantels. 


Flächeninhalt  des  Mantels 
eines  Cylinders  .... 

Flächeninhalt  des  Man- 
tels eines  senkrechten 
Kreiskegels 


71  dh 


^l^nds 


n 


=  0,3183 


n 


=  0,6366 


uh 


%uh 
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bas  giapliiscbe  Rdehneli, 


Flächeninhalt  des  Man- 
tels eines  abgestumpf- 
ten senkrechten  Kreis- 
kegels     

Flächeninhalt  eines  Krei- 
ses   

Flächeninhalt  einer  Kn- 
gelsone 

Cubikinhalt  eines  Kreis- 
cylinders 

Cobikinhalt  eines  Kreis- 
kegels     

Cubikinhalt  einer  Kugel 


71 8 

2 

ndh 
*U7id*h 

%nd^ 


2 

TT 

4 
n 

1 

7t 

4 

71 

12 

7t 

6 

7Z 


»  0,63G6 

«  1,373 

=  0,3183 

=  1,273 

—  3,820 
«  1,910 


4n 


47r 
1 


4  71   ms>  12,57 


6  71' 


U3 


47t  «  12,57 

12ä  -«  37,70 
6;rs»  59,22 


Treten  an  die  Stelle  der  Kreise  regelmässige  Vielecke ,  ge- 
geben durch  ihren  Umfang  und  durch  die  Durchmesser  der  ein- 


u 


oder  umschriebenen  Kreise  dg  oder  (/„,  so  wird  n  gleich  —  =  /r^ 

dg 


u 


und  -j-   =   7r„.     Der  Flächeninhalt  des  Vielecks  ist  dann   = 
du 


7*  ^d. 


Vi  ^^  ^  =  I 


TTifaif 


TT. 


Wir  geben  hier  die  Werthe  von  tt^  ,  7t„,  4  tt^  und  die  reci- 


2 


proken  Werthe  von 


TT. 


'*<?• 

Ttu 

7te 

4  7te  :  7t\ 

4  :  Tte 

4  7te 

2,598 

5,196 

3,0793 

0,7698 

20,784 

2,828 

4 

2 

1 

16 

2,939 

3,633 

1,6813 

1,1011 

14,531 

3 

3,464 

1,5396 

1,1547 

13,857 

3,037 

3,371 

1,4618 

1,1866 

13,484 

3,062 

3,314 

1,4142 

1,2071 

13,255 

3,078 

3,276 

1,3821 

1,2211 

13,103 

3,090 

3,249 

1,3612 

1,2311 

12,997 

3,099 

3,229 

1,3449 

1,2387 

12,917 

3,106 

3,215 

1,3333 

1,2440 

12,861 

3,111 

3,208 

1,3259 

1,2468 

12,833 

3,115 

3,196 

1,3179 

1,2528 

12,782 

3,119 

3,188 

1,3112 

1,2546 

12,753 

3,122 

3,183 

1,3065 

1,2568 

12,730 

Dreieck.  .  . 
Viereck.  .  . 
Fünfeck.  .  . 
Sechseck  .  . 
Siebeneck.  . 
Achteck.  .  . 
Neuneck  .  . 
Zehneck  .  . 
Elfeck  .  .  . 
Zwölfeck  .  . 
Dreizebneck 
Vierzehneck 
Funfzehneck 
Bechszehneck 
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Sind  statt  der  oben  angegebenen  Volumina  die  Gewichte  der 
Körper  zu  berechnen,  so  wird  man  am  zweckmässigsten  den  reci- 
proken  Werth  der  specifischen  Gewichte  mit  den  Coefficienten 
verbinden,  um  die  gewünschten  Gewichte  mittelst  einer  einzigen 
Schieberstellung  zu  erhalten.  Für  vieleStoflFe  hat  Herr,,/.  F.  ^r^wr, 
Rögle  logarithmique,  Paris  1845"  die  folgenden  Coefficienten  be- 
rechnet : 

Das  specifische  Gewicht / 

Dessen  reciproken  Werth  zur  Berechnung  von  prisma- 
tischen Stäben  aus  Querschnittsfiäche  und  Länge  y  =  1  :  y 
Zur  Berechnung  vonCylindern  aus  Länge  und  Quadrat 

des  Durchmessers 4    :  ny 

Zur  Berechnung  vonCylindern  aus  Länge  und  Quadrat 

des  Umfanges An  :  y 

Kugeln  aus  dem  Cubus  des  Durchmessers     ....  6    :  ny 

Kugeln  aus  dem  Cubus  des  Umfanges 6n^ :  / 

Auf  Seite  54  und  55  theilen  wir  diese  Coefficienten  für  eine 
Auswahl  von  Stoffen  mit;  und  fügen  hier  ein  einziges  Beispiel 
über  den  Gebrauch  bei : 

Beispiel.  Die  Entfernung  der  oberen  und  unteren  Fläche 
zweier  mit  einem  Bolzen  von  2^3  Centimeter  zu  verbindenden 
Balkenflächen  beträgt  66  Centimeter.   Wie  viel  wiegt  der  Bolzen? 

Für  Kopf  und  Mutter  gebe  man  den  20  fachen  Durchmesser, 

4 

also  50  Centimeter  zu.    Den  Coefficient  — ,  ist  für  Eisencylinder 

7ry 

gleich  0,1635. 

u  u-  k      *  n        ft*    0,252;  11,6 
Schieberstellung  für  ^-/rr^rTo-c—  • 

0,looD 

0 ;  444  Inhalt, 

1;  116  1634  Länge, 

2 ;  1  25  Durchmesser. 

Charakteristik  2 :  .  9  —  9  +  1  =  0. 

Der  Bolzen  wiegt  demnach  4,44  Kilogramm. 

In  sehr  vielen  Fällen  genügt  die  Genauigkeit  des  tlechen- 
schiebers  zur  Berechnung  von  Aufgaben  aus  dem  Wasserbau ;  die 
anzuwendenden  Erfahrungscoefficienten  bieten  in  der  Regel  keine 

Genauigkeit  von    --  ,  also   genügt  der  Rechenschieber;  und  es 
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Materialien 


bis 


A.  Feste  Körper. 

Platin,  gewalztes  .  . 
Qold,  geschmiedet  . 
Quecksilber  (bei  0^) 
Blei,  gegossen  .  .  . 
Silber,  gegossen  .  . 
Kupfer,  gewalzt  .  . 
Nickel,   geschmiedet 

Stahl 

Scbmiedeisen  .  . 
Gusseisen  .  .  . 
«  weiss 
Zinn,  gegossen  . 
Zink,  gegossen . 
Glimmer  2,7  bis 
Kalkstein     2,6 

Marmor 

Quarz  2,636—2,653 
Feldspath  2,49-2,62 
Graphit,   Mühlsteine 

etc 

Gypsstein.  .    2,2  — 

Kreide,       Sandstein 

2,2- 

Erde,   kiesig.   Thon 

1,86  — 

Schwefel 

Sand,  trocken 

1,4  —  nass 

Alabaster 

Sandmortel 

Thon,  Schlamm 

1,66—1,76 
Cementmortel  1,7  — 
Backstein  2,2  — 
Gypsmilch  1,6,  trock. 
Kohle,  dichte .  .  .  . 
Gyps ,    gebrannt 

Humus 

Kalk,   gelöscht   1,4, 

gebrannt 

Eichenholz,  frisch    . 

«  trocken . 

Mahagoniholz  .  .  .  . 

Buchsholz 

Buchenholz 

Eschenholz 


Speci- 

fisches 

Gewicht 


22,069 
19,3617 
13,598 
11,3523 
10,4743 
8,95 
8,666 
7,8163 
7,7880 
7,2070 
7,67 
7,2914 
7,19 
3 

2,8376 

2,65 

2,6 

2,5 
2,4 

2,3 

2,2 
2 

1,9 
1,8470 

1,8 

1,7 
1,6 
1,5 

1,4 
1,3292 

1,25 

0,8 

0,930 

1,670 

1,063 

0,91 

0,852 

0,845 


Reci- 

prokes 

specifi- 

sches 

Gewicht 

l:/=y 


0,0453 
0,0516 
0,0735 
0,0881 
0,0955 
0,0117 
0,1154 
0,1279 
0,1284 
0,1388 
0,1304 
0,1371 
0,1391 
0,3333 

0,3524 
0,3774 
0,3846 

0,4 
0,4167 

0,4348 

0,4545 
0,5 

0,.'i263 
0,5336 
0,5556 

0,5882 

0,625 

0,6667 

0,7143 

0,7523 

0,8 

1,25 

1,075 

0,5988 

0,9407 

1,099 

1,174 

1,183 


Cylinder 

ausgedrückt  durch 

das  Quadrat  des 


Durch- 
messers 

4  :  ny' 


0,0577 
0,0658 
0,0936 
0,1122 
0,1216 
0,1423 
0,1469 
0,1629 
0,1635 
0,1767 
0,1660 
0,1746 
0,1771 
0,4244 

0,4487 
0,4805 
0,4897 

0,5093 
0,5305 

0,5536 

0,5787 
0,6366 

0,6701 
0,6794 
0,7073 

0,7489 
0,7958 
0,8488 
0,9094 
0,9579 

1,0186 

1,5915 

1,369 

0,7624 

1,198 

1,399 

1,494 

1,507 


Umfangs 

4n  :  y 


Kugel 

ausgedrückt  durch 

den  Cubus  des 


Durch- 
messers 

6  :  ny' 


Umfangs 

6  71«  :  y 


0,5694 

0,G490 

0,9241 

1,107 

1,200 

1,404 

1,450 

1,608 

1,614 

1,744 

1,688 

1,723 

1,748 

4,189 

4,429 
4,743 
4,833 

5,027 
5,236 

5,464 


6,614 
6,706 
6,981 

7,392 
7,854 
8,378 
8,976 
9,454 

10,053 

15,708 
13,51 

7,525 
11,82 
13,81 
14,75 
14,87 


0,0865 
0,0986 
0,1405 
0,1682 
0,1823 
0,2134 
0,2204 
0,2443 
0,2452 
0,2650 
0,2490 
0,2619 
0,2656 
0,6366 

0,6731 
0,7208 
0,7345 

0,7639 
0,7958 

0,8304 


5,712         0,8681 
6,283    >    0,9549 


1,005 
1,019 
1,061 

1,123 
1,194 
1,273 
1,364 
1,437 

1,528 

2,387 
2,054 
1,144 
1,797 
2,099 
2,242 
2,260 


2,683 
3,058 
4,355 
5,216 
5,654 
6,616 
6,833 
7,576 
7,604 
8,217 
7,721 
8,122 
8,236 
19,74 

20,37 
22,35 
22,78 

23,69 
24,67 

25,75 

26,92 
29,61 

31,17 
31,60 
32,90 

34,83 
37,01 
39,48 
42,29 
44,55 

47,37 

74,02 
63,67 
35,46 
55,71 
65,07 
69,50 
70,08 
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Materialien 


Keci- 

I 

Speci-     ;  prokes 

flsohes  ,!  "P«'«'*'- 

J    sches 

Gewicht  .  Gewicht 


l:/ 


Erlen-    und    Ulmen 


holz 

Pflaunaenbaamholz 
Apfelbaumholz  . 
Kirscbbaamholz .  . 
Nassbaumholz  .  . 
Bimenbaomholz  . 
Kiefernholz.  .  .  . 
Tannenholz.  .  .  . 
Linden-  und  Hasel 

nussbanmholz    . 
Pappel,  weisse  spa 

nische 

Pappel,  gewöhnliche 
Korkholz 


B.   Flussige  Körper 

Schwefelsäure    .  . 
Wasser  d  .Todtensees 
Meerwasser.  .  .  . 
Wasser,  destillirt  . 
Wein,  Burgunder. 

Baumöl 

Terpentinöl.  .  .  . 
Erdharz,  flussiges. 
Weingeist,  reiner . 
Scbwefeläther    .  . 

C.  Gase. 

Luft,  trocken.  .  .  . 

Joddampf 

Terpentinöldampf.  . 
Schwefelather    .  .  . 

Chlor 

Schweflige  Säure  .  . 
Alkoholdämpfe ,    ab- 
solute     

Kohlensäure   .... 

Salzsäure 

Schwefelwasserstoff. 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Kohlenozyd 

Wasserdampf.  .  .  . 
Aramoniakdampf  .  . 

Sumpfgas 

Arsenwasserstoff  .  . 
Wasserstoff 


0,800 
0,785 
0,733 
0,715 
0,671 
0,661 
0,657 
0,550 


1,250 
1,274 
1,364 
1,399 
1,490 
1,513 
1,522 
1,818 


0,604     .     1,656 


0,529 
0,383 
0,240 

1,8409 

1,2403 

1,0263 

1,0 

0,9915 

0,9153 

0,8697 

0,8475 

0,792 

0,7155 

(1000.8P.&. 

1,2987 
11,319 
6,1870 
3,3584 
3,2078 
2,9013 

2,0952 
1,9792 
1,6200 
1,5470 
1,4357 
1,2623 
1,2427 
0,8097 
0,7749 
0,7208 
0,6870 
0,08974 


1,890 
2,611 
4,167 

0,5432 

0,8063 

0,9744 

1,0000 

1,009 

1,093 

1,150 

1,180 

1,263 

1,398 

bei  0.76  m. 

0,7700 
0,0883 
0,1616 
0,2978 
0,3117 
0,3447 

0,4773 
0,5053 
0,6173 
0,6464 
0,6965 
0,7922 
0,8047 
1,285 
1,290 
1,387 
1,456 
11,14 


Cylinder 

ausgedrückt  durch 

das  Quadrat  des 


Durch- 
messers 

y    \  \  ny 


Umfangs 
An  \  y' 


1,592 

15, 

1,622 

16, 

1,737 

17, 

1,781 

17, 

1,898 

18, 

1,926 

19, 

1,938 

19, 

2,315 

22, 

2,108 

20, 

2,407 
3,324 
5,305 

23, 
32, 
52, 

0,6916 

6, 

1,027 

10, 

1,241 

12, 

1,273 

12, 

1,284 

12, 

1,391 

13, 

1,464 

14, 

.1,502 

14, 

1,608 

15, 

1,780 

17, 

Druck.) 

0,9804 

9, 

0,1125 

1, 

0,2058 
0,3791 
0,3969 
0,4389 

2, 
3, 
3, 
4, 

0,6077 
0,6433 
0,7860 
0,8230 
0,8868 
1,009 

5, 
6, 
7, 
8, 
8, 
9, 

1,025 

10, 

1,572 

15, 

1,643 

16, 

1,766 

17, 

1,853 

18, 

14,19 

140, 

71 
Ol 
14 
58 
73 
Ol 
13 
85 

81 

75 

81 
36 

826 

13 

24 

57 

67 

73 

45 

83 

87 

56 

676 
HO 
031 
742 
917 
331 

998 

349 

757 

123 

753 

955 

11 

52 

22 

43 

29 

0 


Kugel 

ausgedruckt  durch 

den  Cubus  des 


Durch- 
messers 

S  :  Tiy' 


Umfangs 
6  71*  :  y' 


2,387 
2,433 
2,606 
2,671 
2,846 
2,889 
2,907 
3,472 

3,162 

3,610 

4,987 
7,958 

1,037 
1,540 
1,861 
1,910 
1,926 
2,087 
2,196 
2,254 
2,411 
2,669 

1,471 

0,1687 

0,3087 

0,5687 

0,5954 

0,6583 

0,9115 
0,9650 
1,179 
1,235 
1,330 
1,513 
1,537 
2,359 
2,465 
2,650 
2,780 
21,28 


74,02 
75,44 
80,79 
82,82 
88,2^ 
89,59 
90,13 
107,7 

98,04 

111,9 
154,6 
246,7 

32,17 

47,74 
57,70 
59,22 
59,78 
64,70 
68,09 
69,87 
74,77 
82,76 

45,60 
5,232 
9,571 
17,63 
18,46 
20,41 

28,26 
29,92 
36,55 
38,28 
41,25 
46,91 
47,65 
73,14 
76,42 
82,16 
86,20 
659,9 
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ist  eine  IlIusioD,  wenn  man  glaubt,  genauer  rechnen  zu  können. 
Wir  geben  hier  einige  Andeutungen  über  diese  Verwendung  des 
Schiebers. 

Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  Flüssen  und  Ca- 
nälen  mittelst  der  Formel 


.=*.U*.£ 


V 
zu  berechnen. 

Wir  betrachten  dieScalaSals  die  der  wirklichen  Logarithmen, 
stellen  dem  A3  das  /|  gegenüber,  fligen  dann  dem  h^  dem  Ende 
des  Linienzuges,  die  auf  I  mit  dem  Zirkel  abgegriffene  Logarithmen- 

\I~F 
differenz  y  —  bei  und  erhalten  dann  auf  3  die  Geschwindigkeit  r. 

Da  diese  auf  der  Doppelscala  erhalten  wird,  so  kann  man  sehr 
genau  ihr  gegenüber  auf  0  die  1  von  1  gegenüberstellen,  und  er- 
hält dann  F  gegenüber  auf  0  die  Wassermasse  Q. 

F 

Häufig  sind  Qkhl  gegeben   und   durch  Probiren  sollen  — 

bestimmt  werden.    Dann  verbinde  man  zunächst  k  /  t  zu  einer 


Zahl,  und  berechne  dann  direct  (*  [/  7-)   [/ — • 

Statt  des  Coefficienten  *  verwendet //^ewiflc/i  den  Coefficienten 
C.    Alsdann  besteht  die  Beziehung : 

aus  der  für  verschiedene  Werthe  von  C  der  Rechenschieber  am 
übersichtlichsten  die  entsprechenden  von  k  liefert,  denn  stellt 
man  der  Zahl  2g  =  19,62  auf  0,  die  1  resp.  10  von  1  gegenüber, 
so  stehen  auch  den  C  auf  1  die  k  auf  3  tabellarisch  gegenüber: 

Zur  Berechnung  der  Höhe  h  aus  Gleichungen  von  der  Form : 

'       ^2g    F^       k^    F    ' 

bilde  man  den  Linienzug   ,-l  und  füge  das  Verhältniss  '  mitdem 

Zirkel  bei. 

Zur  Berechnung  von  Formeln  von  der  Form : 
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Q^^Y^ghk^'  = 


0,2258' 


nehme  man  k~i  in  Zirkel,  indem  man  k^  direet  auf  dem  Schieber 

halbirty  und  addire  es  zum  Linienzug  -tAtt^- 

^  0,226 

Man  sieht  aus  diesen  Beispielen,  wie  mit  Hülfe  des  Zirkels 
die  Beihe  der  Aufgaben  erweiteii;  werden  kann.  Ueberhaupt  kann 

man  ein  beliebiges  Verhältniss  ---  in  Zirkel  nehmen,  nach  Nr.  2 

S.  11,  mittelst  des  Sinusverhältnisses —  die  Grösse   lg  |  —  1« 

n  V  C|  / 

k  Ca 

bilden,  zu  irgend  einem  der  möglichen  Linienzüge,  z.  B.  zu  -  -h 

addiren  oder  subtrahiren,  und  so  Werthe  der  Ausdrücke  der  all- 
gemeinen Form : 


±- 


direet  und  auf  kürzestem  Wege  berechnen. 

Auch  wiederholen  lassen  sich  diese  letzten  Verhältnisse,  so 

dass  man  auch  mit  i-^-liP^  alle  Zahlen  und  Verhältnisse  mul- 

tipliciren  kann.  Hat  man  eine  mehrfach  wiederholte  Multiplieation 
einer  Potenz  mit  einem  constanten  Verhältniss  auszuführen,  so  ge- 
schieht dies  am  zweckmässigsten  mittelst  Maassstäben;  solche 
Maassstäbe  sind  bei  englischen  Schiebern,  die  wir  in  der  nächsten 
Nummer  beschreiben  wollen,  für  die  Zinszahlen  1,05  an  den 
Maassstäbeü  so  angebracht,  dass  man  ohne  Hülfe  des  Zirkels  oder 
Papierstreifens,  jede  Zahl  mit  den  Potenzen  dieser  Zinszahl  multi- 
pliciren  oder  dividiren  kann. 

Noch  weitere  Vorkehrungen,  die  zur  Erweiterung  des  Ge- 
brauches der  Rechenschieber  dienen,  werden  wir  in  der  folgenden 
Nummer  kennen  lernen. 
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9.  Verbesserte  Becbenschieber. 

Hier  wollen  wir  einiger  Verbesserungen  erw^ähnen,  die  man 
an  den  Rechenschiebern  angebracht  hat,  um  sie  entweder  im  All- 
gemeinen, oder  für  specielle  Zwecke  brauchbarer  zu  machen. 

In  der  letzten  Zeit  haben  Taveimier  und  F/way  in  Paris  (39 
rue  de  Babylone)  die  der  Scala  3  gegenüberliegende  einfache 
Scala  l  durch  eine  Doppelscala  ersetzt,  so  dass  jetzt  auch  die 
Zunge  sowohl  die  einfache  als  auch  die  doppelte  Scala  trägt. 
(Fig.  35.)     Bei  dieser  Anordnung  aber  wäre  es  nicht  mehr  mög- 

Fisf.  35. 


a~* 


3    f    7  8  tlO 


A     5    t*^ 


lieh,  bei  gleichstimmigen  Scalen  die  einfache  Scala  der  Doppel- 
scala gegenüber  zu  stellen,  wenn  nicht  durch  einen  beweglichen 
Index  (siehe  die  Figur)  dafür  gesorgt  worden  wäre ,  die  Zahlen 
von  irgend  einem  Rand  auf  den  anderen  zu  übertragen.  Der  Index 
kann  auf  dem  Stabe  verschoben  werden  und  die  Zunge  bewegt  sich 
hohl  unter  demselben;  in  irgend  einer  Stellung  geben  die  Striche 
auf  den  zwei  kleinen  Zeigern  gegenüberstehende  Zahlen  auf  den 
4  Rändern  an. 

Durch  diese  Aenderungen  wurden  die  folgenden  Vortheile 
erzielt.  Unter  den  Nr.  7  S.  44  als  möglich  angegebenen  Opera- 
tionen finden  sieh  nicht  die  beiden  folgenden: 


«2^ 

und     Aj  =  "'  Vbi  ,  • 

«8 

etzt  auch  möglich  sind. 

Z.B.: 

72 
bo  =  4,  3^ 

und    *s  —    ^  /Ö". 

Schiebers  tellung: 

0;         l 

1        2,75, 

1  ; 

9      , 

•2; 

1                  3      , 

3;       1 

5,25, 
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Im  ersten  Beispiele  liest  man  mittelst  des  Zeigers  der  3  auf 
Scala  2  gegenüber  27,5  auf  0  (genau  27»/i6)  ab,  die  Charakteristik 
ist  =  1,  weil  der  Linienzug  über  die  erste  Scala  hinausfällt.  Im 
zweiten  Beispiele  liest  man  der  9  auf  Scala  1  gegenüber  5,25  auf 
3  ab.  Im  letzten  Falle  werden  2  und  3  als  Scalen  und  0  als  Halb- 
oder Wurzelscala  betrachtet.  Ueberhaupt  kann  man  jetzt  Quadrate 
und  Zahlen,  oder  Zahlen  und  Wurzeln  in  jeder  beliebigen  Weise 
verbinden. 

Dadurch,  dass  man  den  Nenner  =  1  werden  lässt,  kann  man 
auch  4te  Potenzen  und  biquadratische  Wurzeln  bilden.  Das  letztere 
geschieht,  analog  dem  beim  Ausziehen  der  Gubikwurzel  beobach- 
teten Verfahren,  ebenfalls  am  zweckmässigsten  durch  Umkehrung 
der  Scalen.  Man  verschiebt  den  Zeiger,  biserauf  der  umgekehrten 
Scala  2  (die  jetzt  nicht  mehr  der  Scala  3,  sondern  der  Scala  0 
gegenüber  liegt)  und  auf  der  Scala  3  gleiche  Zahlen  indicirt. 

Für  eine  und  dieselbe  absolute  Zahl  kann  dieses  auf  vier  ver- 
schiedene Weisen  geschehen,  je  nachdem  die  Charakteristik  gleich 

einer  ganzen  Zahl  +  -y  gleich  ist,  wo  i  die  vier  Zahlen  0  12  3 

bezeichnen  kann. 

Bei  Charakteristiken  ohne  Brüche  überragt  die  gegenstimmig 

angelegte  Zunge  den  Stab  links  um  mehr  als  eine  kurze  Scala  und 

das  Zusammentreffen  findet  statt  zwischen  1  und  1,7783.   Mit  den 

1  3 

Brüchen  -f-  — -  oder  —  -j-  überragt  die  Zunge  links  um  weniger 

als   eine  kurze    Scala,    und   das  Zusammentreffen  findet  statt 

2 

zwischen  1,7783  und  3,162'3.    Mit  den  Brüchen  +  -j-   überragt 

4 

die  Zunge  rechts  um  weniger  als  eine  kurze  Scala  und  das  Zu- 
sammentreffen findet  statt  zwischen  3,1623  und  5,6234;  endlich 

3  1 

mit  den  Brüchen  +  —  oder —  überragt  die  Zunge  um  mehr 

als  wie  eine  kurze  Scala  und  das  Zusammentreffen   findet  statt 
zwischen  5,6234  und  10. 

3  4 

Auf  diesen  Rechenschiebern  können  jetzt  auch  direct  a*  und  a  ^ 
gebildet  werden.  Bei  gegenstimmiger  Zunge  stehen  direct  auf  den 
jetzt  anliegenden  3  und  1  gleiche  Zahlen  gegenüber,  deren  Cubus 
gleich  der  4ten  Potenz  der  auf  2  und  3  mittelst  Zeiger  gegenüber- 
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stehenden  gleichen  Zahlen  ist  Selten  können  die  beiden  Gegen- 
überstellungen gleichzeitig  stattfinden,  und  es  wird  meistens  die 
Zunge  um  eine  Doppelscalenlänge  verschoben  werden  müssen, 
z.  B.  8«  =  16« 

0;  4,1         4,1  10         1 

2  ;  2,53  10  8 
1  ;                1,6          1            1 

3  ;  1       1,6  2,53  6,4       8       10 

£nde 

Stellt  man  auf  3  und  1  die  Zahlen  1,6  gegenüber,  so  liest  man 

auf  0  die  Zahl  4,1  mit  der  Charakteristik  3,  also  4100  (genau  4096) 

ab.     Das  Ende  des  Stabes  reicht  jetzt  nur  bis  6,4  der  Scala  3. 

Das  Zusammentreffen  der  Zahlen  auf  2  und  3  findet  jetzt  bei  2,53 

3 
statt.    Laut  Obigem  muss  aber  wegen  der  Charakteristik  -j-  das 

Gegenüberstehen  zwischen  5,623  und  10  gesucht  werden,  man 
muss  also  mit  Festhalten  des  Endes  der  Zunge  bei  6,4  auf  3  mit- 
telst des  Zeigers  so  die  Zunge  um  ihre  ganze  Länge  verschieben, 
dass  sie  den  Stab  um  mehr  als  eine  Scala  überragt,  dann  findet 
man  das  Zusammentreffen  bei  8. 

Als  eine  wirkliche  Verbesserung  ist  der  angebrachte  Zeiger 
zu  betrachten,  der  gestattet  auf  der  einen  Scala  eine  Zahl  zwischen 
den  Theilstrichen  zu  markiren  und  eine  andere  ebenso  ungerade 
Zahl  genau  einzustellen ;  er  macht  also  die  Nebenrechnungen  von 
Nr.  8  S.  49  ganz  überflüssig.  Leider  steht  der  Zeiger  nicht 
immer  ganz  senkrecht  auf  den  Scalen.  Ein  anderer  Nachtheil 
gegen  früher  besteht  darin,  dass  man  jetzt  nicht  mehr  Zahlen  ta- 
bellarisch einander  gegenüberstellen  kann,  deren  Product  constant 
ist,  die  Uebertragung  muss  mittelst  des  Zeigers  geschehen,  weil  in 
gegenstimmiger  Lage  der  Zunge  die  gleich  eingetheilten  Scalen 
nicht  mehr  aneinander  liegen«  Auch  muss  noch  bemerkt  werden, 
dass  trotz  des  höheren  Preises  die  neueren  Schieber  schlechter  als 
die  älteren  der  gleichen  Fabrik  gearbeitet  sind» 
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Auf  der  Rückseite  (Fig.  36)  in  der  Mitte  der  Zunge  befindet 
sich  der  Maassstab,  in  welchem  die  Doppelscala  aufgetragen 
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worden  ist;  sie  ist  so  eingerichtet,  dass  wenn  mau  die  Eins  einer 
Zahl  auf  dem  unteren  Rand  des  Stabes  gegenüberstellt,  das  Ende 
des  Stabes  auf  der  Rückseite  der  Zunge  den  lg  markirt.  Die  bei- 
den Ränder  der  Zunge  tragen  die  lg  sin  und  lg  tg  im  Maassstab 
der  einfachen  Scala  für  die  Charakteristik  von  8  bis  1.     Die  sinus 

beginnen  daher  bei  34'22",7  und  schliessen  mit  90«  (siehe  Fig.  36), 

F\g.  36. 
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die  Tangenten  aber  beginnen  mit  34',  22",5und  schliessen  mit45^ 
Leider  ist  die  Eintheilung  dieser  trigonometrischen  Ränder  eine 
gar  grobe.  Bis  10^  ist  sie  nur  von  10  zu  10,  während  das  Intervall 
zwischen  40'  und  50',  20  der  Intervalle  zwischen  1,4  bis  2  enthält, 
es  könnten  also  hier  füglich  halbe  Minuten  noch  angegeben  wer- 
den, und  an  ein  genaues  Einstellen  ist  also  hier  gar  nicht  zu  den- 
ken, auch  am  Ende  ist  die  Einstellung  keine  sehr  genaue  mehr, 
zwischen  50^^  und  60<^  sind  noch  10  Theilstriche,  dann  kommen 
nur  mehr  3  im  Ganzen  für  75^,  80^  und  90^  vor,  es  darf  also  inner- 
halb dieser  Strecken  nicht  mehr  proportional  eingeschaltet  wer- 
den. Nimmt  man  also  diesen  Theil  aus,  so  kann  man  nach  dem 
Umdrehen  der  Scala,  so  dass  der  untere  Theil  oben  liegt,  Zahlen 
aus  Sinus-  und  Cosinusverhältnissen  multipliciren ,  also  viele 
trigonometrischen  Aufgaben  lösen.  Decken  sich  gerade  die  beiden 
Scalen,  so  stehen  den  Graden  ihre  Sinus  gegenüber. 

Bezüglich  der  Tangenten  kleiner  Winkel  gilt  das  Gleiche  als 
wie  von  dem  Sinus,  von  10<^  ist  der  Maassstab  von  20'  zu  20',  von 
20®  an  bis  zu  dem  Ende  bei  45<>  von  Va*  ^su  ^j^^  eingetheilt.  Be- 
quem kann  man  jetzt  eigentlich  nur  mit  Tangentenverhältnissen 
zwischen  2^  und  45^  multipliciren.  Liegt  der  Winkel  45®  zwischen 
den  Winkeln,  deren  Tangentenverhältnisse  man  bestimmen  will, 
so  setzt  sich  der  Ig  zusammen  aus  der  Strecke  der  Tangenten- 
scala  vom  kleineren  Winkel  bis  zum  Ende  bei  45®,  -f-  der  Strecke 
von  hier  rückwärts  bis  zum  Complement  (Ergänzung  zu  90®)  des 
grösseren  Winkels.  Diese  Summe  lässt  sich  nun  zwar  mit  dem 
Zirkel  herstellen,  allein  sie  ist  in  der  Regel  umständlich  zu  be- 
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handeln,  bei  grossen  Winkeldifferenzen  umfasst  sie  4  Scalen- 
längen;  man  muss  also  zuerst  1  bis  3  Scalenlängen  abziehen, 
ebenso  viele  Einheiten  zur  Charakteristik  addiren,  und  dann  erst 
kann  man  mit  dem  Rest  als  Tangentenverhältniss  operiren.  Das 
ist  sehr  umständlich,  und  wir  haben  daher  immer  nur  die  aller- 
einfachsten  trigonometrischen  Rechnungen  mittelst  des  Rechen- 
schiebers ausgeführt,  z.  B.  wenn  die  Tangentenscala  die  beiden 
einfachen  Scalen  deckt,  so  stehen  den  Graden  die  Tangenten 
gegenüber,  10*»/o  Steigung  entsprechen  5<>43  (genau  5^42,38") 
Elevation.  Wieviel  Graden  entspricht  eine  Steigung  von  2  met. 
auf  30  und  auf  3  met.  ?  Charakteristik  8  und  9.  Um  beide  Auf- 
gaben gleichzeitig  lösen  zu  können,  stellen  wir  das  Ende  der 
Tangentenscala  der  zweiten  3  gegenüber.  Siehe  hier  die  Stellung, 
worin  wir  den  Ursprung  der  Tangentenscala  mit  34',  das  Ende 
mit  45<>  bezeichnen. 

0  1  2  3  10  20        30      1 

Tg    34'     1^54     30,49     50,43     180,25     33«,  45     45 

Dann  giebt  die  zwischen  34'  und  5,43  stehende  2  den  zur 

2 

Charakteristik  8  (tg  =  ^   gehörenden   Elevationswinkel  3*49' 

(genau  3^48' 49')  und  die  zwischen  5^,43  und  45^  stehende  2  den 

2 
zur  Charakteristik  9  (tg  =        oder  l'/'a  malige  Böschung)   gehö- 

—  ö 

renden  Winkel  von  33^45'  (genau  33o41'24").     Endlich  ist  noch 

zu  bemerken,  dass  der  1  und  10  die  zu   j—  und     -  gehörenden 

»50  o 

Elevationswinkel  von  1^,54'  (genau  10  54'33")  und  18«  25'  (genau 
180  26' 6")  gegenüberstehen. 

Ueberhaupt  stehen  allen  Winkeln  die  Höhen  gegenüber, 
welche  sie  am  Ende  einer  Basis  30  abschneiden  würden. 

Um  endlich  auch  die  trigonometrischen  Functionen  von  Win- 
keln unter  34' 23'  berechnen  zu  können,  ist  auf  der  Scala  0  die 
reciproke  Länge  von  1'  und  1"  oder  die  Zahl  der  Minuten  und  Se- 
cunden,  die  auf  den  Halbmesser  gehen,  nämlich  3437,75  und 
206265  markirt  (nützlich  wäre  es,  auch  noch  die  Zahl  der  Grade 
57,296  zu  markiren,  unsere  Figuren  sind  jedoch  zu  klein,  um 
irgend  eine  derselben  anzugeben).  Da  bis  zu  einem  Grad  sin  und 
tang  erst  in  der  4.  Stelle  abweichen,  so  darf  man  unter  dem  Grad 
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bei  Rechenschiebern  fUglich  statt  sin  und  ig  den  Bogen  nehmen. 

Wir  können  jetzt  eine  beliebige  Zahl  von  Minuten  und  Secunden 

mit  einem  Radius  multipliciren,  z.  B.  wie  lang  sind  ?i  Minuten  auf 

71  300 
einem  Bogen  von  300  met.  Radius;  wir  bilden     .    ,/      Schieber- 

Stellung : 

0;         1         1,745         3         5,24         8,73 
1;      11,45        20         (1')         60  100' 

Mit  Berücksichtigung  der  Charakteristik  3  von  1 : 1'  sieht  man  also, 
dass  bei  300  met.  Radius  1  Meter  1 1,45  Minuten  enthält,  und  dass 
dann  die  Minutenzahlen  ihren  Längen  tabellarisch  gegenüber- 
stehen. 60'  oder  1^  hat  eine  Länge  von  5,24  Meter  u.  s.  w.  * 
Aus  der  Differenz  der  zuerst  abgelesenen  und  dann  genau  be- 
rechneten Winkel  sieht  man,  wie  wenig  zuverlässig  diese  Able- 
sungen, trotzdem  dass  wir  doch  einige  Uebung  darin  besitzen, 
sind.  Durch  bessere  Eintheilung,  namentlich  des  unteren  Theiles 
der  Scala,  wird  sich  die  Genauigkeit  etwas  vergrössem  können, 
immerhin  nicht  sehr  erheblich.  Denn  diese  nur  scheinbare  Un- 
genauigkeit  hat  in  etwas  Anderem  ihren  Grund:  wir  messen 
Längen  mit  sehr  grob  eingetheilten  Maassstäben,  z.  B.  Ketten 
mit  Gliedern  von  ,20  oder  ,50  met.,  Winkel  dagegen  immer  mit 
höchst  fein  eingetheilten  Instrumenten,  auf  denen  die  Theilstriche 
nur  mit  Lupen  abgelesen  werden  können;  bei  der  Verbindung  von 
Längen  und  Winkel  werden  also  von  den  letzteren  mehr  decimale 
als  von  ersteren  gegeben,  und  deshalb  scheinen  nur  die  Ablesun- 
gen der  Winkel  weniger  genau. 

Beispipl.  Die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  sind  50o,  70®  und  60®,  die  70® 
gegenüberliegende  Seite  hat  eine  Länge  von  600,  welches  ist  die  Länge  der  der 
beiden  andern. 

Man  stellei  siehe  anch  Figur  36,  die  70®  der  6  gegenüber,  dann  liest  man : 

1  489  558  600  10 

50®  600  700  900 

der  50<>  gegenüber  468,  und  der  60®  gegenüber  551  ab. 

Mit  Vortbeil  werden  Kechenscbieber  auch  bei  Messtisch- 
aufnahmen mittelst  Distanzmessern  benützt,  um  die  in  der  Stei- 
gung gemessenen  Längen  auf  den  Horizont  zu  reduciren  und  um 
die  Höhendifferenz  der  Endpunkte  zu  bestimmen.  Ungemein  ein- 
fach sind  die  Rechnungen,  wenn  die  Distanzlatte  durch  den  6e- 
bttlfen  mittelst  eines  Visirs  senkrecht  auf  den  Sehstrahl  des  Mess- 
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tisches  gestellt  wird;  in  diesem  Fall  hat  man  einfach  die  ab* 
gelesene  Länge  mit  dem  sin  und  cos  zu  multipliciren,  was  keiner 
weiteren  Erläuterung  bedarf  und  direet  mittelst  jeden  Rechen- 
schiebers ausgeführt  werden  kann. 

FUr  Geometer,  welche  diese  Operation  hundertmal  jeden  Tag 
zu  verrichten  haben,  wird  es  zweckmässig  sein,  sich  den  Stab 
eigens  für  diese  Zwecke  construiren  zu  lassen.  Es  geschiebt 
dies,  indem  man  die  allerletzten  Theilstriche  der  Sinusscala  mit  den 
Complementgraden  versieht,  also  statt  4S«  50®  60» . . .  90«,  45«  40» 
30<^  0»  schreibt,  denn  man  hat  ja  äusserst  selten  Elevationswinkel 
über  45»  zu  beobachten;  dann  erstrecken  sich  auf  der  Doppelscala 
links  über  1,8  Scalenlängen  die  Sinus  für  die  Elevationswinkel, 
und  rechts  über  0,2  Scalenlängen  die  Cosinus  für  die  Keductionen 
auf  den  Horizont.  Um  jederzeit  in  einer  einzigen  Stellung  sowohl 
sin  als  auch  cos  ablesen  zu  können,  müssen  links  jenseits  der 
34' 23"  noch  einige  Cosinustheilstriohe  angebracht  werden;  streng 
genommen  sind  sie  nur  bis  zum  sin,  dessen  lg  ^^  9  ist,  also  bis 

5»  43'  nothwendig,  um  z.  B.  cos  5»  ablesen  zu  kOnnen,  wenn  5,20' 
auf  98  steht,  sind  sie  nothwendig,  weil  dann  das  Ende  rechts  die 
Scala  der  Zunge  den  Stab  überragt.  Da  cos  10»  =  sin  80«  =  ,9848 
ist,  so  ist  es  jederzeit  möglich,  diese  wenigen  Theilstriche  ohne 
Verlängerung  des  Instruments  auf  der  Scala  noch  anzubringen. 

In  der  Schweiz  werden  gewöhnlich  die  Latten  nicht  senk- 
recht auf  den  Visirstrahl,  sondern  vertical  gestellt.  Statt  der 
Länge  2a  liest  man  dann  laut  Fig.  37  die  Länge : 


a 


•■{ 


cos  d 


+ 


cos 


cos  (€  -|-  d)      '      COS  (S  —  d) 


Fig.    37. 


i) 


==  2a 

COS  *  (I  — tgäJtgä*) 

ab.  Die  directe  Entfer- 
nung ist  also  gleich  a  cos  f , 
wenn  man  die  sehr  kleine 
Grösse  tg*rf  tg**  der  1 
gegenüber  vernachlässigt, 
was  auch  füglich  ge- 
schehen kann,  weil  der 
durch  die  beiden  äusser- 
sten  Fäden  des  Kreuzes 
bezeichnete  Winkel  2  6 
sehr  klein  ist. 
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Es  ist  demnach  die  auf  den  Horizont 

reducirte  Länge  gleich     ...  a  cos*  *, 

und  die  Höhendifferenz  gleich     .     .  a  cos  «  sin  *  =  a  .  ^/g  sin  2«. 

Zur  Berechnung  dieser  Längen   könnte  ein   Schieber  wie 
Fig.  38  eingerichtet  werden. 


Fig.  38. 
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Der  obere  Rand  des  Stabes  enthalte  wie  gewöhnlich  zwei 
Zahlenscalen.  Auf  den  Kand  der  Zunge  können  für  die  Charak- 
teristiken 8  bis  1,  die  Werthe  von  Log  i  sin  2  a  aufgetragen  wer- 
den. Die  Winkel  beginnen  mit  i  arc  (sin  =  0,02)  =  34' 23". 
\arc  (sin  =  0,2)  ==  5^46' 6i"  trifft  auf  das  Ende  der  ersten  Scala, 
45®  endlich  auf  die  5  der  2ten  Scala.  Es  ist  das  das  Ende  derZun- 
genscala,  denn  die  Function  kann  nie  grösser  als  i  werden.  Ist 
der  Elevationswinkel  grösser  als  wie45^  so  ist  die  Höhendifferenz 
auf  dem  Complement  des  Winkels  abzulesen,  weil  \  sin  2  (45  +  *) 
=s  \  cos  2  €  ist.  Der  freie  Raum  zwischen  45^  und  dem  Ende  der 
Scala  genügt,  um  die  cos^  von  45^  bis  0^  aufzutragen.  Durch 
Yerschieben  der  Zunge  nach  links  und  Einstellung  des  äussersten 
Endes  rechts  der  Zunge  in  die  2te  Scala  des  Stabes  ist  es  immer 
möglich,  alle  Grade  der  Sinusscala  über  5^^ 46' 6^ "abzulesen,  und 
die  ganze  Cosinusscala  liegt  am  Stab.  Sind  die  Daten  aber  der- 
art, dass  Winkel  unter  5^46'  hohen  Zahlen,  z.  B.  99  gegenüber- 
gestellt zu  stehen  kommen,  wie  es  bei  Entfernungen  1  10  100  und 
darüber  vorkommt,  so  kann  die  Einstellung  nur  dadurch  ge- 
schehen, dass  die  Zunge  nach  rechts  geschoben  wird.  In  diesen 
Fällen  liegt  aber  die  Cosinusscala  rechts  jenseits  des  Stabes,  und 
es  kann  auf  ihr  nicht  mehr  abgelesen  werden ;  um  also  ohne  wei- 
tere Verschiebung  der  Zunge  auch  die  hiezu  gehörigen  Cosinus 
ablesen  zu  können,  müssen  auch  am  linken  Ende  Cosinusth eil- 
striche für  mindestens  5^46'  angebracht  werden.  Der  Abrundung 
wegen  wird  man  hier  die  Theilstriche  zwischen  cos  ^  10^  und  1 
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noch  anbriDgen ;  und  man  ist  jetzt  im  Stande,  mittelst  einer  ein- 
zigen Einstellung  sowohl  Reduction  auf  den  Horizont  als  auch  die 
Höhendifferenz  der  Stationen  abzulesen. 

lieber  den  Zahlen  des  Stabes  befindet  sich  noch  eine  grobe 
Eintheilung  mit  weit  von  einander  entfernten  Theilstrichen,  sie 
giebt  die  an  der  Höhendifferenz  anzubringende  Correction  wegen 
fiundUng  der  Erde   und  Kefraction   bestimmt  nach   der  Formel 

,0672  i  j  an;  unter  dem  Hectometer  bei  der  Scala  links  und 

Kilometer  bei  der  Scala  rechts  liest  man  die  Kefraction  in  ctm. 
links  und  in  dezm.  rechts  ab.  In  der  Meinung,  dass  auf  diese  Weise 
höchstens  Distanzen  von  2  klra.  in  Betracht  kommen  können, 
wurde  bei  2000  met.  rechts  abgebrochen,  dagegen  nach  aussen 
300  met.  (statt  3000)  angegeben,  unter  denen  man  die  Refraction 
in  Millimetern  abliest.  Diese  Scala  gilt  natürlich  nur  für  Meter- 
maass.  Aus  der  Natur  der  Sache  geht  hervor,  dass  diese  Scala 
nichts  anderes,  als  die  um  ,0672  verschobene  Doppelscala  ist. 
Bei  der  Benutzung  ist  darauf  zu  achten,  dass  der  anvisirte  Punkt, 
mag  auf-  oder  abwärts  visirt  worden  sein,  um  die  Correction 
tiefer  liegt. 

Beispiel.  Man  habe  auf  der  Latte  120  met.  (oder  1200) 
abgelesen.  Schieberstellung  wie  Fig.  38  bei  Elevationswinkeln 
unter  20^.  Dann  liest  man  vor  der  0  links  den  Elevationswinkeln 
gegenüber  die  reducirte  Länge  ab:  z.  B.  16^  gegenüber  110 
und  auf  der  Hauptscala  den  16^  gegenüber  die  Höhendifferenz  32. 
Die  Refraction  mit  1  mm.  bei  120  m.  kann  füglich  vernachlässigt 
werden,  bei  1200  m.  aber  beträgt  sie  10  ctm. 

Auch  jenseits  22<^  kann  in  der  vorliegenden  Stellung  noch 
abgelesen  werden.  Würde  man  die  Zunge  um  eine  Sealenlänge 
nach  links  verschieben,  dann  könnte  man  für  alle  Neigungswinkel 
zwischen  4^  55^  und  45^  ablesen«  Diese  Stellung  wäre  eigentlich 
die  richtigere,  wir  konnten  sie  jedoch  Fig.  38  nicht  darstellen, 
weil  wir  die  ganze  Zunge  zeigen  wollten.  Bei  der  Arbeit  wird 
man  über  die  Art  der  Einstellung  nie  in  Zweifel  sein  können ;  bei 
Neigungswinkeln  unter  5^  ist  das  linke  Ende  in  die  Scala  links, 
und  bei  gi'össeren  Winkeln  das  rechte  Ende  in  die  Scala  rechts 
zu  stellen. 
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11»  Bechenschieber  fQr  speeielle  Zwecke. 

Wenn  Zahlen  sehr  häufig  mit  bestimmten  Coefficienten  multi- 
plicirt  werden  müssen,  so  wird  beinahe  jeder  Irrthum  bei  der  Be- 
rechnung ausgeschlossen,  wenn  auf  der  einen  der  Scalen  nur  diese 
Zahlen  beibehalte  und  scharf  durch  einen  einzigen  Strich  markirt 
werden.  So  fand  ich  einstens  oben  bei  der  Gicht  eines  englischen 
Hochofens  einen  Rechenstab  angebracht ,  auf  dessen  beweglicher 
Zunge  nur  3  Striche  zu  sehen  waren,  bezeichnet  mit  den  Namen 
„Erz,  Kohle,  Fluss''.  Die  Arbeiter,  welche  dafür  zu  sorgen  hatten, 
dass  diese  Ingredienzen  immer  in  den  richtigen  Verhältnissen 
aufgegeben  wurden,  wogen  die  ankommenden  Erzwagen  ab, 
stellten  den  betreffenden  Theilstrich  auf  das  Gewicht  ein,  und  konn- 
ten dann  unmittelbar  bei  den  zwei  anderen  Theilstrichen  die  ent- 
sprechenden Gewichte  von  Brennmaterial  und  Flussmittel  ablesen. 
Von  dem  Arbeiter  wird  dabei  nichts  verlangt,  als  wie  die  Fähig- 
keit, richtig  ablesen  zu  können. 

Auch  in  England  findet  man  Rechenschieber,  durch  welche 
bei  kleineren  Käufen  die  Verwandlung  der  Pennies  in  Schil- 
linge, sowie  die  der  Unzen  in  Pfunde,  d.h.  die  Multiplication  mit 

den  unächten  Brüchen  von  j^  und  -^  umgangen  wird. 

JLi»  Z\) 

Fig.  39.. 


'^        i   '  i  '  r  i'j^rrrJ'j.'iT'i'r".;"'i"vai~ 

Frter  I 

Fig.  89  stellt  einen  solchen  dar ;  der  Scala  3,  siehe  die  Figur, 
ist  der  Preis  in  Pennies  gewidmet,  sie  reicht  von  2  bis  25 
Pennies  und  ist  noch  in  Vi  Pennies  eingetheilt.  Die  Scala  2  der 
Zange  trägt  nur  einen  scharf  markirten  Strich,  der  auf  den  Preis 
eingestellt  wird.  1  der  Zunge  ist  die  Gewichtsscala ,  sie  reicht 
von  2  hi»  S6  Ibs  und  ist  auf  ihre  ganze  Länge  von  ,32  met.  in 
Vis  9  ö-  h-  i"  Unzen  eingetheilt  (in  der  Figur  konnte  dies  wegen 
des  kleinen  Maassstabes  nur  theilweise  geschehen).  Die  oberste 
Scala  0  des  Schiebers  trägt  die  Kosten  in  Schillingen,  und  ist  auf 
ihre  ganze  Länge  in  Pennies  eingetheilt  (auch  dies  konnte  Fig.  39 


5 


M 


bas  graphische  ftecbnett. 


nicht  geschehen).  Die  Operation  ist  jetzt  höchst  einfach  und  be- 
darf kaum  einer  Erklärung ;  es  wird  das  Zeichen  auf  den  Preis 
gestellt,  und  man  liest  dem  Gewicht  der  Waaren  gegenüber  deren 
Kosten,  oder  den  Kosten  gegenüber  das  Gewicht  der  Waare  ab ; 
und  umgekehrt,  denn  stellt  man  die  Kosten  der  Waare  gegenüber, 
so  erhält  man  unter  dem  Zeichen  auf  3  deren  Einheitspreis. 

Diese  Art  Rechenschieber  wird  wohl  nicht  mehr  construirt 
werden,  sobald  das  Decimalsystem  eingeführt  sein  wird,  immerhin 
kann  man  sich  Verhältnisse  denken,  wo  für  technische  und  land- 
wirthschaftliche  Zwecke  ähnliche  Constructionen  gute  Dienste 
leisten  können. 

Ein  modemer  Rechenschieber,  ebenfalls  aus  England,  ähnlich 
Fig.  40,  dient  zur  Verwandlung  der  Maasse,  Gewichte  und  Mün- 


Fig.  40. 
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zen.  Nur  die  bewegliche  Zunge  ist  logarithmisch  eingetheilt,  und 
zu  beiden  Seiten  derselben  sind  über  100  verschiedene  Maasse, 
Gewichte  und  Münzen  an  ihren  Stellen  aneinander  gereiht  und 
mit  Theilstrichen  versehen,  welche  auf  der  log.  Scala  ihrer  Ver- 
wandlungszahl entsprechen.  Wird  nun  irgend  eine  Länge,  ein  Ge- 
wicht oder  eine  Geldsumme  ihrer  Einheit  gegenübergestellt,  so  kann 
man  unmittelbar  ablesen,  wie  gross  dieselbe  in  irgend  einer  an- 
deren auf  dem  Massstab  befindlichen  Einheit  ausgedrückt  wäre. 
Vor  gewöhnlichen  Münztafeln  hat  dieser  Schieber  den  Vorzug, 
dass  er  noch  mit  den  Verwandlungszahlen  multiplicirt,  was  die 
Tafeln  nicht  thun.  So  lange  nicht  in  der  ganzen  Welt  eineMaass-, 
Gewichts-  und  Münzeinheit  eingeführt  ist,  wird  dieser  Maassstab 
in  seiner  jetzigen  Form  gute  Dienste  leisten ,  namentlich  wenn 
man  neben  die  Bezeichnung  der  Einheit  auch  noch  ihre  Ver- 
wandlungszahl drucken  würde,  denn  dann  wäre  die  Tabelle  mit 
dem  MultipHcationsapparate  vereinigt;   allein  auch  nach  Einfüh- 
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rang  allgemeiner  Einheiten  wird  diese  Form  noch  mit  Vortheil 
verwendet  werden,  um  direct  Grössen  zu  verwandeln,  die  auf  ver- 
schiedene Weise  ausgedrückt  werden  können,  z.  B.  einen  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  Atmosphärendruck,  in  Druck  einer  Wasser-, 
Quecksilbersäule  oder  Stein-Cementsäule  u.  s.  w. 

Fig.  40  zeigt  die  Einrichtung  eines  Wechsel-  und  Mttnz- 
verwandlungsstabes.  Auf  der  einen  Seite  des  Schiebers  finden 
sich  die  Curse  der  verschiedenen  auf  dem  Platze  (hier  London) 
vorkommenden  Wechselpapiere  an  ihrer  Stelle  auf  der  logarith- 
mischen Scala  aufgetragen;  dieser  Ausgangscurs  ist  auf  dem 
Rande  in  Zahlen  angegeben.  Auf  der  anderen  Seite  rechts  finden 
sich  die  Werthe  der  verschiedenen  Mttnzsorten  angegeben ;  für  die 
letzteren  wird  man  offenbar  am  zweckmässigsten  den  ihrem  reellen 
Metallwerth  entsprechenden  Werth  annehmen.  Wahrscheinlich 
aus  Willkür  sind  die  beiden  Scalen  gegenstimmig  disponirt,  so 
dass  bei  den  Papieren  die  hohen,  bei  den  Münzen  die  niedrigen 
Curse  oben  an  der  Scala  stehen.  Endlich  sind  unten  auf  den  bei- 
den Sandern  die  gleich  langen  Scalen  1  bis  2  und  von  5  bis  100 
aufgetragen,  und  einerseits  1  mitO;  1,10  mit  10;  1,20  mit  20, 
2  mit  100,  andererseits  lg  90  mit  10,  80  mit  20  und  50  mit  50  be- 
zeichnet, und  so  disponirt,  dass  wenn  dem  Rahmen  die  Paricurse 
der  Zunge  gegenübergestellt  werden,  der  Index  dieser  letzteren 
auf  diesen  Scalen  der  0  gegenübersteht.  In  dieser  Stellung  ist 
der  Schieber  in  Fig.  40  gezeichnet. 

Werden  jetzt  auf  diesem  Schieber  beliebige  Curse  auf  der 
Zunge  ihren  Strichen  auf  den  Rahmen  gegenübergestellt,  so  giebt 
der  Index  auf  der  Scal^  unten  unmittelbar  an ,  wie  hoch  der  ein- 
gestellte Curs  unter  oder  über  dem  angenommenen  Paricurs  steht. 
Irgchid  einer  anderen  Valor  gegenüber  steht  der  Curs,  den  diese 
haben  dürfte,  um  ebenso  theuer  oder  billig  (bezüglich  der  ange- 
nommenen Paricurse),  als  wie  die  eingestellte  zu  sein ,  und  dient 
daher  zur  Beurtheilung  der  Zweckmässigkeit  der  vorhandenen 
Zahlmittel.  Endlich  stehen  in  irgend  einer  Stellung  der  Zunge 
zwei  beliebigen  Valoren  Zahlen  gegenüber,  weichein  denselben 
gleiche  Werthe  repräsentiren ,  so  dass  dieser  Schieber  auch  dazu 
dienen  kann ,  alle  Werthe  aus  einer  Münze  in  die  der  anderen  zu 
verwandeln. 

Herr  Banquier  L.  Pestalozzi  sei.  hat  für  die  Zwecke  der  Agio* 
tage  einen   äusserst  sinnreichen  Schieber  einfach  aus  Zeichen- 
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papier  coDBtruirt.  Der  Rahmen  besteht  (s.  den  QuerBchnittFig.42) 
aus  einem  zusammengelegten  und  hinten  zusammengeklebten 
Blatt  Zeichenpapier.  In  demselben  spielt  ein  einfaches  Blatt 
Zeichenpapier,  die  Zunge.  Die  Ränder  des  Rahmens  und  der 
Zunge  werden  nun  dadurch  gebildet,  dass  aus  dem  vorderen 
Blatt  lange  streifenförmige  Oeffnuugen  ausgeschnitten  wurden,  von 
denen  jede  zwei  Ränder  lieferte.  In  Fig.  41  sind  drei  solcher 
Oe£fhungen  mit  sechs  Räudern  aufgetragen,  aufweichen  nun  loga- 
rithmische Eintheilungen  angebracht  werden  können.  Ent- 
sprechende Eintheilungen  werden  auf  das  innere  Blatt,  die  Zunge, 
gezeichnet,  und  man  gelangt  so  zur  Vereinigung  mehrerer  Schieber. 

Fig.  41. 
ZUrieh-FrauKf  urt 
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Fig.  43. 


Jedem  Band  des  Rahmens  wird  nun  ein  Handelsplatz,  mit  dem 
das  Haus  in  Verbindung  steht,  zugewiesen  und  die  Liogarithmen 
des  Werthes  der  dort  üblichen  Wertheinheit  in  Franken  aufge- 
tragen. Da  die  Gurse  von  fundirten  Werthen,  in  Folge  des  An- 
gebotes und  der  Nachfrage  allein,  nur  innerhalb  sehr  enger  Gren- 
zen, 8  Frocent  höchstens  schwanken,  und  man  daher  nur  den  Theil 
zwischen  0,96  und  1,04  des  gewöhnlichen  Schiebers  braucht,  so 
kann  die  Scalenlänge  sehr  gross  gewählt  werden,  denn  der  vor- 
liegende Schieber  braucht  nur  die  Strecke  lg  1,04  —  lg, 96  »»  0,035 
der  ganzen  Scala  zu  enthalten;  der  Schieber,  den  ich  hier  beschreibe, 
hatte  eine  Scalenlänge  von  7,5  M.,  was  eine  Länge  von  ,26  M.  für 
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das  Instrumentchen  gab.    (Fig.  41  hat  eine  Scalenlänge  von  3  M. 

=  10  FU88.) 

Auf  die  Mitte  des  Rahmens  werden  die  Mittelcurse  |  530, 
Thlr371,  LS  und  flM255,  flrh.212,  flHoll.208,  Paris  (Zürich)  100 
angesetzt  und  nun  nach  rechts  und  links  die  lg  der  entsprechen- 
den Zahlen  aufgetragen;  also  der  Theilstrich  5,10  auf  der  Dollar- 
seala  wird  bei  lg  530  —  lg  510  =  ,01671  (1",  6'",7t)  links  auf- 
getragen ;  5,2  bei  lg  5,3  —  lg  5,2  =  ,00828  (8^28) ;  5,4  bei  lg  5,4 
—  lg  5,3  =  ,00811  u.  s.  w.    Auf  der  Thalerscala  sind  die  Theil- 

^71  ^71 

Striche  links  bei  lg  g^  =  ,00234;   lg  ~  =  ,00117 und 

372 
rechts  bei  lg  ^irr  *==  ,00117  angebracht  u.  s.  f.    Die  letzten  In- 

tervalle  sind  nicht  in  10 ,   sondern ,  wie  es  auf  (zopfigen)  Bank- 
plätzen üblich  ist,  in  8  Theile  getheilt. 

Für  den  Verkehr  mit  jedem  Platz  wurde  eine  Zunge  ein- 
getheilt ,  auf  der  alle  Curse  in  der  Valuta  dieses  Platzes  ausge- 
drückt sind.  Jedoch  ist  wohl  darauf  zu  achten ,  dass  gegenseitig 
auf  dem  Bahmen  und  auf  der  Zunge  die  Scalen  um  gleich  viel 
verschoben  sein  und  dass  demnach  die  Zahlen  auf  beiden  überall 
im  gleichen  Verbältniss  stehen  müssen.  Zur  Verwandlung  wer- 
den wohl  die  Mittelcurszahlen  selbst  verwendet,  z.  B.  für  das 
Blatt  Frankfurt,  das  in  Fig.  41  dargestellt  ist,  der  Zahl  2,12.  Auf 
die  Mittellinie  der  Zunge,  welche  in  der  Figur  etwas  seitlich  liegt, 
weil  wir  sie  uns  ausgezogen  denken ,  treffen  demnach  die  Punkte 

212   212   2T2  "'  ^'  ^'    ^^®  Scala  fl.  rh.  trägt  keine  Eintheilung, 

sondern  es  ist  nur  die  Mittellinie  markirt. 

Der  Theilstrich   243  füi'  |  liegt    links  in  der  Entfernung 
5  30  2^0 

'^  '2:12.27^  =  '^  m  ^  '^^^^'      ^®'  '^''®^'»*^<''»   257   auf 

257 
lg  ^-^-  =  0,120  rechts  der  Mitte  entspricht  genau  250  (250  fl.  für 

100  I  oder  2  fl.  30  für  einen).  Auf  die  gleiche  Weise  werden 
auch  die  anderen  Scalen  der  anderen  Wechselcurse  aufgetragen. 
Aus  der  bisherigen  Beschreibung  geht  hervor,  dass  dieser 
Schieber  nichts  Anderes  ist,  als  die  Zusammenstellung  einzelner, 
aus  einer  3  Meter  langen  Scala  herausgegriffener  Theile,  die 
gerade  gebraucht  werden  und  die  man  der  Bequemlichkeit  wegen 
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unter  einander  statt  neben  einander  gestellt  hat.  Der  Rand  und 
die  Zunge  werden  auch  nur  in  einer  bestimmten  gegenseitigen 
Stellung  gebraucht.  Fig.  40  mit  dem  eingeschobenen  Blatt 
Frankfurt,  dient  für  die  Operationen  zwischen  Zürich  und  Frank- 
furt und  löst  unmittelbar  die  folgende  Aufgabe :  Wie  hoch  kommt 
der  fl.  in  Frankfurt,  wenn  irgend  eines  der  mit  einem  Rand  be- 
dachten Papiere,  z.  6.  £  um  einen  gegebenen  Curs,  z.  B.  255,  in 
Ztlrich  zu  haben  ist  und  dafür  in  Frankfurt  119  Vi  (ü.  für  104^)  ge- 
löst werden.    Dieser  gesuchte  Curs  ist  offenbar  gleich  dem  Quo- 

255 
tient  ^:ri77~   der  gegebenen   Curse,    man   liest  daher  das   Re- 
liy';4 

sultat  213i^/ie  ^^f  dem  Rande  der  Mitte  gegenüber  ab.  Bei  Ver- 
gleichung  der  beiden  Curszettel  Zürich  und  '  Frankfurt  braucht 
man  daher  nur  einen  Blick  auf  diesen  Schieber  zu  werfen ,  um  zu 
sehen,  ob  mit  einem  anderen  Papier  die  Zahlung  theurer  oder 
billiger  kommt.  Wären  z.  B.  holländische  fl.  in  Zürich  um  210 
zu  haben,  in  Frankfurt  aber  zu  98  notirt,  so  wäre  dieses  Papier 
theurer  als  das  Londoner,  denn  die  Zunge  muss  nach  rechts  ge- 
schoben werden,  um  die  Curse  einzustellen.  Wären  dagegen 
Paris  um  98  in  Zürich  z.u  haben  und  in  Frankfurt  zu  45V8  notirt, 
so  wäre  das  billiger.  Denn  um  die  beiden  Curse  gegenüber- 
zustellen, muss  die  Zunge  links  geschoben  werden ;  es  geschehe 
dieses,  und  dann  wird  in  der  Vergleichung  fortgefahren,  bis  das 
billigste  Zahlungsmittel  gefunden  ist,  mit  dem  dann  die  Zahlung 
effectuirt  wird. 

Die  Genauigkeit,  mit  der  das  Instrument  arbeitet,  genügt 
vollständig ,  denn  die  V's  Theile  sind  noch  sehr  lang.  In  irgend 
einer  Stellung  der  Zunge  giebt  es  also  mit  hinreichender  Genauig- 
keit eine  Gegenüberstellung  äquivalenter  Curse. 

Das  Instrumentchen  wäre  vielleicht  noch  einer  Verbesserung 
fähig,  wenn  man  auf  dem  Rand  der  Zunge  Frankfurt  die  Loga- 
rithmen der  einfachen  Zahlen  98  99  100  101  102  mit  ihren  Unter- 
abtheilungen, den  Achteln,  auftragen  würde;  man  könnte  alsdann 
zum  gegebenen  Curse  direct  noch  eine  beliebige  Zahl  Procente 
für  Spesen,  Commission  u.  s.  w.  addiren. 
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Wirschliessen  mit  der  Beschreibung  eines  sehr  feinen  Rechen- 
schiebers, der  sich  im  Besitze  des  Herrn  Bankdirectors  Finsler 
befindet.  Es  ist  ein  doppelter  Schieber,  d.  h.  der  Schieber  ist  so 
dick  (,008  M.),  dass  zwei  Zungen  in  demselben  angebracht  wer- 
den konnten,  eine  auf  der  oberen,  eine  auf  der  unteren  Seite. 

Die  obere  Seite  ist  in  Allem  gleich  dem  gewöhnlichen  Nr.  7 
S.  41  beschriebenen  Schieber,  auch  ist  die  obere  Zunge  auf  ihrer 
unteren  Seite  mit  den  trigonometrischen  Functionen  sin  und  tg 
versehen. 

Der  Rand  der  unteren  Seite  trägt  wie  gewöhnlich  zwei  Scalen- 
längen,  die  Zunge  aber  deren  drei.  Da  nun  die  beiden  Zungen 
noch  vei*tauscht  werden  können,  so  ist  man  im  Stande,  den  Zungen- 
rand von  Va  Scalenlänge  sowohl  demjenigen  mit  halber,  als  auch 
dem  mit  ganzer  Scalenlänge  gegenilberzustellen  und  so  alle  in 
Nr.  8  S.  57  angedeuteten  Operationen  auszuführen,  welche  bei 
verschiedenen  Rechnungen,  namentlich  also  bei  hydrometrischen, 
gute  Dienste  leisten  können. 

Die  Rückseite  der  Zunge  trägt  die  gewöhnliche  Scala  in 
gegenstimmiger  Lage.  Die  Wand  zwischen  den  beiden  Coulisseu 
auf  der  oberen  Seite  ist  bei  A  (siehe  den  Längenschnitt  des  Schie- 
bers Fig.  43)  so  zugeschärft,  dass  man  dort  genau  ablesen  kann. 

Fig.  43. 


Werden  nun  die  beiden  Zungen  so  vertauscht,  dass  dort  auf  der 
gegenstimmigen  Scala,  deren  wir  oben  erwähnten,  abgelesen  wer- 
den kann,  und  stellt  man  dort  irgend  eine  Zahl  b  ein,  so  kann  man 
oben  zwischen  den  Rändern  a^  a^  a^  in  Folge  der  besonderen  Lage 
dieser  unteren  Scala  die  Verhältnisse  ablesen : 

«0     _     fl3^    —    ftl  A 

Wir  haben  nicht  entdecken  können,  wohin  gerade  diese, 
oflfenbar  mit  dem  englischen  Maasssystem  zusammenhängende 
Formel  gehört,  wir  erwähnen  derselben  aber,  weil  auf  die  gleiche 
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Weise  Dispositionen  getroffen  werden  können,  die  in  der  Hy- 
draulik und  in  der  Festigkeitslehre  gute  Dienste  leisten  könnten, 
und  weil  wir  den  Schieber  vollständig  besehreiben  wollen. 

Der  zweite  Rand  des  unteren  Schiebers  a^  ist  wie  ein  ge- 
wöhnlicher Maassstab  äquidistant  eingetheilt,  die  Entfernung  der 
Theilstriche  ist  =  lg  1,05.  Betrachtet  man  den  0  Punkt  dieses 
Maasstabes  als  Anfang  eines  Linienzuges,  so  kann  man  laut 
Fig.  44  bilden : 

lg  «0  =  lg  P'*  —  lg  fla  +  lg  «1»        oder 

Fig.  44. 


F  A 


die  Grundformel  für  Berechnung  von  Zinses-Zinsen. 

Endlich  ist  auch  noch  der  Boden  der  beiden  Coulissen,  der 
sonst  gewöhnlich  nur  zur  Verlängerung  des  Maassstabes  benutzt 
wird,  mit  Scalen  für  Rentenberechnungen  ausgenutzt.  Der  Boden 
der  einen  Goulisse  ist  so  eingetheilt,  dass  wenn  das  Ende  der 
Zunge  auf  den  Theilstrich  n  (=  3  in  Fig.  44)  eingestellt  wird,  die 
Zunge  um  den 

lg  (1  4-  1,05  -t-  1,05«  H l,05»-0 

vorgeschoben   ist.    Irgend  zwei  Zahlen  von   Rand   und  Zunge 
stehen  daher  in  der  Beziehung 

Co  =  a,  (1  -f  1,05  .  .  .  1,05"-^). 

Der  Boden  der  anderen  Goulisse  ist  genau  auf  dieselbe  Weise 
behandelt,  er  enthält  die  den 

'^  V^  +  i7)5  +  r;Ö5ä+   "17)5^*  J 
entsprechenden  Theilstriche  und  löst  wie  oben  die  Aufgabe 

Dieser  Schieber  giebt  also  die  gebräuchlichsten  Formeln  zur 
Berechnung  von  Zinses-Zinsen  und  des  Werthes  vergangener  und 
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zukünftiger  Renten  oder  Annuitäten.  Es  ist  das  eine  sehr  nütz- 
liche Zuthat,  um  approximative Rentenberechnungen  auszuführen; 
wenn  es  sich  dagegen  um  die  wirkliche  Rentenberechnung  han- 
delt, werden  in  der  Regel  wohl  drei  Stellen  nicht  mehr  genügen. 

Das  hier  beschriebene  Instrument  ist  genau  1  engl.  Fuss 
lang,  der  auf  den  äusseren  Rändern  des  Stabes  einmal  in  100  und 
einmal  in  144  Theile  getheilt  ist.  Endlich  sind  auf  einer  der  bei- 
den Seiten  eine  Auswahl  der  auf  S.  54  gegebenen  Coefficienten 
eingedruckt. 

Vergleicht  man  die  jetzt  gewöhnlich  cursirenden  Schieber 
mit  diesem ,  so  muss  leider  ein  bedeutender  Rückschritt  wahr- 
genommen werden ,  sowohl  was  das  Material  —  er  besteht  aus 
einem  zähen  Buehsbaumholz,  das  jetzt  noch  glatt  ist,  während  die 
neueren  Schieber  aus  einem  glasigen  Holz  bestehen,  das  sich  in 
kurzer  Zeit  mit  Scharten  überdeckt  —  als  auch  die  Feinheit  der 
Eintheilung  betrifft. 

Weit  aber  überragt  er  alle  neueren  hinsichtlich  der  Menge 
der  Rechnungsmittel,  die  er  bietet,  und  man  muss  aufrichtig  be- 
dauern, dass  die  Firma  nicht  mehr  existirt.  Er  trägt  das  Zeichen 
Gary  London;  auf  einem  der  Nr.  11  beschriebenen  Maassstäbe  las 
ich  W.  Cary  182  Strand  1815.  Ein  anderer  ähnlicher  Schieber 
trug  die  Aufschrift  17  Poultry  London  1824. 

Wir  wollen  hier  zum  Schluss  bemerken,  dass  der  Zeichner 
viele  von  den  hier  angeführten  Vortheilen  sich  direct  mittelst  ge- 
zeichneter Maassstäbe  verschaffen  kann.  Die  drei  eben  erwähnten, 
zu  Zinsen  und  Rentenberechnungen  dienenden  Maassstäbe  lassen 
sich  direct  auf  das  Papier  auftragen. 

So  wurden  auf  Taf.  2«  die  Werthe  von  p*»  ,  Taf.  2^  die  von 

n       1  fr 

V        mj(j  rjy^f^  2g  2  /?"  für  /?  =  1,05  aufgetragen.    Der  Maass- 
1  p  1 

Stab  der  Scala  ist  «=  0,10  M.,  wäre  das  auch  der  Maassstab  des 
Rechenschiebers,  so  könnte  man  den  Logarithmus  einer  belie- 
bigen dieser  Functionen  n,  p  direct  mit  dem  Zirkel  auftragen,  zum 
I^ogarithmus  einer  beliebigen  anderen  Zahl  addiren  und  auf  diese 
Weise  dieselben  Aufgaben  als  wie  mittelst  des  englischen  mit  be- 
sonderen Scalen  versehenen  Schiebers  lösen. 

Wir  können  es  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  wie  durch  diese  Theilstäbe  auch  die  Natur  der  Function 
zu  Tage  tritt.     Wie  es  sich  von  selbst  versteht,  sind  die  Theil- 
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striche  der  /7"  Taf.  2«  für  gleiche  Differenzen  in  n  äquidistant.  Für 

ebensolche  Differenzen  nehmen  die  Distanzen  auf  S  —   Taf.  27 

stets  ab  und  ihre  Summe  convergirt  gegen  20,  was  durch  einen 
starken  Abschlussstrich  hervorgehoben  ist.  Die  Distanzen  von 
2  p"  nehmen  auch  stets  ab,  allein  die  Summe  convergirt  nicht 
Auf  die  übrigen  Taf.  2  aufgetragenen  Maassstäbe  werden  wir 
später  noch  einmal  zurückkommen. 
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So  alt  als  die  Kunst  des  Zeichnens  ist  auch  die  der  gra- 
phischen Darstellungen;  die  ersten  Schriftzeichen  waren  nichts 
Anderes,  als  Darstellungen  der  Objecte,  welche  sie  im  Geiste  vor- 
führen sollten.  Während  nun  die  Schrift  ihren  eigenen  Weg  ging 
und  die  Schriftformen  sich  mehr  und  mehr  von  der  Form  der  ur- 
sprünglichen Objecte  entfernten,  zu  Conventionalzeichen  wurden, 
suchte  die  bildende  Kunst  ihre  Darstellungen  mehr  und  mehr  mit 
der  Wirklichkeit  in  Einklang  zu  bringen ,  und  schon  im  grauen 
Alterthum  war  man  so  weit  gekommen,  selbst  Thiere  mit  dem 
Bild  zu  täuschen.  Die  ersten  einfachsten  Bilder  bestanden  nur 
aus  Umrissen,  Profilen.  Diese  Profile  behaupteten  in  ihrer  ein- 
fachen Form  ihren  Platz,  abgesehen  von  allen  Vervollkommnungen 
der  Zeichenkunst.  Bei  dem  Bau  der  ältesten  Tempel  mussten  die 
Profile  ihrer  Gesimse  gezeichnet  werden,  und  die  Umrisse  der 
Berge  und  die  Längenprofile  der  auf  diese  zu  führenden  Strassen 
sind  Profile.  Das  Profil  dient  aber  nicht  allein  zu  technischen, 
sondern  auch  zu  Darstellungen  abstracter  Begriffe,  seitdem  man 
den  Verlauf  verschiedener  Curven  eingehender  studirt 

Ebene  Curven  werden  als  der  graphische  Ausdruck  der  Ab- 
hängigkeit zweier  Variabein  aufgefasst  und  leisten  in  dieser  Form 
der  Analysis  und  der  Technik  ausgezeichnete  Dienste.  Die  ge- 
zeichnete Curve  gewährt  einen  besseren  Ueberblick ,  als  wie  die 
eingeschriebene  Gleichung,  es  können  auf  der  Zeichnung  leicht 
alle  Singularitäten  hervorgehoben  und  anschaulich  gemacht  wer- 
den ;  das  gilt  in  noch  höherem  Grad ,  wenn  die  Gleichung  der 
Curve  nicht  gegeben  ist,  sondern  nur  einzelne  zusammengehörige 
Werthe  zweier  Variabein  in  Tabellenform  gegeben  sind.  In  diesem 
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Fall  kann  die  aufgetragene  Curve  sogar  dazu  dienen,  die  noch  un- 
bekannten Abhängigkeitsgesetze  zu  ermitteln.  So  bieten  jetzt  die 
aufgetragenen  Temperatur-  und  Barometercurven  den  Meteoro- 
logen das  vorzttglicbste  Material  ihrer  Studien. 

Auch  im  vorliegenden  Buche  werden  wir  beständig  und  in 
der  ungebundensten  Form  Gebrauch  von  diesem  Httlfsmittel 
machen ;  es  wäre  daher  Unrecht,  wenn  wir  mit  Stillschweigen  die 
Bestrebungen  des  französischen  Ingenieurs  //.  Laianne  übergehen 
wollten,  der  in  den  Annales  des  pis.  et  eh.  1846  1  pg.  1.  Me- 
moire sur  les  tahles  graphiquea  et  sur  la  geometrie  anamorphique 
appliquee  ä  diverses  questions  qui  se  rattachent  ä  Fort  de  rin- 
genieur  versuchte,  die  Lehre  der  graphischen  Darstellungen  zu 
vervollkommnen  und  auf  drei  Variabein  auszudehnen ;  und  zwar 
ist  das  hier  am  Schlüsse  des  Kapitels  über  Rechenschieber  um  so 
mehr  am  Platz,  als  seine  Studien  zu  einem  ganz  ähnlichen  (je- 
doch früher  schon  bekannten)  Instrumente  führen. 

So  wie  eine  Function  zwischen  zwei  Variabein  durch  eine 
Curve,  deren  Coordinaten  sie  sind,  dargestellt  werden  kann, 
ebenso  kann  es  bei  einer  Function  zwischen  drei  Variabein  durch 
eine  Fläche  geschehen ,  und  wenn  wir  auf  dem  Zeichenblatt,  das 
nur  zwei  Dimensionen  hat,  eine  krumme  Oberfläche  darstellen 
könnten,  könnten  wir  zugleich  Functionen  von  drei  Variabein 
eben  so  gut,  als  mittelst  des  Profils  solche  von  zwei  Dimensionen 
darstellen. 

Mittelst  Horizontalcurven  ist  dies  aber  möglich.  Es  mögen 
die  drei  Unbekannten  xyx  räumliche  Coordinaten  vorstellen,  wo- 
bei wir  uns,  um  das  Wort  Horizontalcurven  mit  Recht  gebrauchen 
zu  dürfen,  die  Ebene  der  xy  horizontal  denken.  Wir  geben  jetzt 
der  Variabein  s  einen  festen  constanten  Werth  z  =^  Zn  9  durch 
welchen  eine  Parallelebene  z„  zu  a^j/  dargestellt  wird.  Die  Glei- 
chung zwischen  den  Variabein  ist  die  einer  Curve  in  der  Ebene 
Sn  ,  die  wir  parallel  zur  zAxe  in  die  Ebene  der  xy  projiciren  und 
dort  zeichnen.  Qeschieht  nun  dasselbe  für  eine  ganze  Reihe  äqui- 
distanter  Wertbe  z^^  {z  =»  0),  z^  z^  ..,  Zn-^i,  so  erhält  man  eine 
Reihe  von  Curven,  in  denen  jeder  Topograph  die  Horizontal-  oder 
Niveaucurven  erkennen  wird  und  welche ,  in  hinlänglich  kleinen 
Distanzen  construirt,  ein  vollkommenes  Bild  der  Fläche  geben; 
hat  man  ebenfalls  in  hinlänglich  kleinen  Entfernungen  mittelst 
feiner   Striche  die  .-t-  und  y  eingezeichnet,   so  kann   man   auch 
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•unmittelbar,  ohne  irgend  etwas  vorher  zu  zeichnen»  das  zu  be- 
stimmten Werthen  von  xy  gehörige  a  ablesen. 

Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x  und  y  vom  ersten  Grad, 
so  sind  die  Horizontalen  der  z  gerade  Linien.  Die  Function 
5f  =  aa?-f-/?y-|-c  wird  durch  eine  Reihe  paralleler  Geraden 
dargestellt.  Insbesondere  bilden  diese  Geraden  gleiche  Winkel 
mit  den  x  und  y  Axen,  wenn  a  =«  /?  ist,  Winkel  von  45<>,  wenn 
diese  Axen  senkrecht  auf  einander  stehen. 

X  X    '      fl 

Die  Gleichung  «  c=  —  oder  allgemeiner  s  —  c  = 


y  "  y— ^ 

wird  durch  einen  StrahlenbUschel  dargestellt,  dessen  Mittelpunkts- 
coordinaten  a,  b  sind. 

Ist  die  Gleichung  vom  zweiten  Grad,  so  sind  die  Curven 
Kegelschnitte. 

Die  Einmaleinstafel  z  ^^  xy  wird  durch  eine  Reihe  gleich* 
seitiger  Hyperbeln  dargestellt,  welche  die  Coordinateuaxen  zu 
Asymptoten  haben.  Diese  Hyperbeln  können  aber  auch  leicht  in 
gerade  Linien  verwandelt  werden,  man  braucht  nur  zu  setzen : 

lg  «  =  lg  * •  +  lg  y, 

und  die  Logarithmen  als  unbekannte  betrachten.  Da  lg  x  und 
lg  y  den  gleichen  Coefficienten  a  =  /^  =  1  haben ,  stellt  diese 
Gleichung  für  constante  z  Linien  von  45^'  dar.  In  Taf.  2|  haben 
wir  ein  solches  Multiplicationsschema  dargestellt.  Die  Seiten  des 
Vierecks  enthalten  die  logarithmische  Eintheilung,  die  wir  schon 
vom  Rechenschieber  her  kennen.  Alle  gleichnamigen  Theilstriche 
sowohl  der  gegenüberliegenden  als  auch  der  bei  0  anstossenden 
Seiten  sind  durch  horizontale,  verticale  und  durch  Linien,  die 
unter  ib^  schief  stehen,  mit  einander  verbunden.  Mittelst  dieser 
so  construirten  Tafel,  von  Laianne  Abacus  genannt,  kann  nun  wie 
mittelst  des  Rechenschiebers  operirt  werden«  Laut  Obigem  und 
auch  aus  sonst  selbstverständlichen  Gründen  schneiden  sich  eine 
horizontale  und  eine  verticale  Linie  zweier  Zahlen  auf  der  schiefen 
Linie,  welche  der  Zahl  ihres  Productes  entspricht;  aus  demselben 
Grund,  die  horizontale  (oder  verticale)  und  schiefe  Linie  zweier 
Zahlen  auf  der  verticalen  (oder  horizontalen)  ihrer  Productenzahl. 
Man  ist  aber  nicht  auf  das  Product  zweier  Zahlen  beschränkt, 
man  kann  so  viele  man  will  mit  einander  multipliciren;  um 
2  .  3  .  5  .  7  zu  bilden,  fahre  man  (mit  irgend  einem  spitzen  Zeiger) 
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auf  der  Verticallinie  2  bis  zurHorizontallinie  3,  sie  schneiden  sich 
auf  der  schiefen  Linie  6 ;  auf  derselben  fährt  man  bis  zu  einem 
Handy  dem  unteren  z.  B. .  dann  auf  6  hinauf  bis  zur  Horizontalen 
von  5,  sie  schneiden  sich  auf  der  Schiefen  3  (resp.  30),  wir  fahren 
auf  derselben  zur  Horizontalen  7,  welche  auf  der  Schiefen  21  ge- 
schnitten wird.  So  oft  man  den  rechten  oder  oberen  Rand  trifft, 
hat  sich  die  Charakteristik  um  eine  Einheit  vermehrt,  es  geschah 
das  zwei  Mal ,  mithin  hat  das  Product  die  Charakteristik  2  und 
ist  210. 

Genau  auf  die  gleiche  Weise,  nur  umgekehrt,  verfährt  man 
beim  Dividiren.    Es  sei  zu  bilden  ^    ^   *    ^.    Wir  fahren  auf  der 

O.4.0.D 

schiefen  Linie  360  bis  zum  Schnitt  mit  der  verticalen  6,  sie  schneiden 
sich  auf  der  horizontalen  6 ,  wir  fahren  an  den  verticalen  Rand 
nach  6  und  von  dort  auf  der  schiefen  6  bis  zur  horizontalen  5 ,  sie 
schneiden  sich  auf  der  verticalen  1,2,  wir  fahren  auf  der  verticalen 
hinauf  bis  zum  oberen  Rand  und  von  dort  auf  der  schiefen  bis 
zum  Punkt,  wo  sie  sich  in  die  Factoren  3 . 4  zerlegt ;  der  gesuchte 
Quotient  ist  also  =  1. 

Die  Divisionen  und  Multiplicatfonen  können  nun  auch  ab- 
wechselnd vorgenommen  werden,  so  dass  man  beliebige  Producte 
mit  directen  und  reciproken  Factoren  bilden  kann. 

Die  Horizontal-  und  die  Verticallinie  zweier  gleichen  Zahlen 
schneiden  sich  auf  der  Diagonalen,  die  durch  den  Ursprung  geht 
und  senkrecht  auf  den  schiefen  Linien  steht ;  sie  kann  daher  als 
die  Linie  der  Quadrate  bezeichnet  werden. 

Zieht  man  durch  den  Ursprung  Linien,  welche  mit  der  Hori- 
zontalen die  Tangente  2  bildet,  so  schneidet  sich  auf  ihr  jede  Ver- 
ticallinie mit  der  Horizontalen  ihres  Quadrats  und  der  schiefen 
Linie  ihres  Cubus.  Sie  kann  daher  als  die  Linie  der  Cubus  be- 
zeichnet werden. 

Denkt  man  sich  überhaupt  den  ganzen  Strahlenbüschel  der 
liquid  18 tauten  Tangenten  gezogen,  so  schneidet  er  irgend  eine 
Verticallinie  auf  der  Horizontalen  ihrer  1,  2,  3..7tten  Potenz  und 
auf  den  schiefen  Linien  ihrer  .  .  .  .  2,  3,  4 . .  (ti  -|-  l)ten  Po- 
tenzen. In  Taf.  2i  sind  nur  die  Linien  der  zweiten  und  dritten 
Potenzen  gezogen.  Mittelst  derselben  kann  man  also  auch 
Quadrat-  und  Cubikwurzeln  ausziehen. 
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Hat  man  Zahlen ,  Quadrate ,  Cubus  oder  beliebige  Potenzen 
mit  einem  Coefficienten  zu  multipliciren,  so  kann  das  direet  mit- 
telst des  Zirkels  geschehen  oder  man  kann  auch,  wenn  die  Zahl 
häufig  wiederkehrt,  um  es  ein  für  allemal  gethan  zu  haben,  durch 
die  Zahl  des  Coefficienten  eine  Horizontallinie  ziehen.  Wäre  z.  B. 
die  Horizontale  p  aufgetragen ,  so  könnte  man ,  um  Ip  zu  bilden, 
auf  der  Verticalen  /  hinauf  bis  zur  Linie  der  Quadrate  fahren ,  auf 
den  Schiefen  herunter  bis  zum  Band  und  von  hier  hinauf  bis  zu  /?, 
wo  das  Product  abzulesen  ist. 

Noch  bequemer  ist  es,  wenn  die  Operation  sehr  häufig  wieder- 
kehrt, in  der  Entfernung  des  Multiplicationscoefficienten  Parallel- 
linien zu  den  Quadrat-  oder  Cubuslinien  zu  ziehen.  In  Taf.  2^ 
geschah  dies  für  die  Bildung  der  Producte  ttt  und  t^tt.  Durch 
die  Zahl  n  des  verticalen  Bandes  wurden  Parallele  zur  Diago- 
nalen gezogen.  Irgend  eine  Yerticallinie  4  z.  B.  schneidet  diese 
Parallele  auf  der  Horizontalen  r;r  <=  12,6  und  auf  der  schiefen 
Linie  50,3,  die  Charakteristik  ist  in  beiden  Fällen  gleich  1,  weil 
die  Linie  n  vor  dem  Schnittpunkt  einmal  den  horizontalen  Band 
getrofifen  hatte. 

In  Taf.  2|  wurde  noch  eine  Linie  mit  dem  Tangentenverhält- 

4 
niss  2  durch  — -  tt  =»  4,19  gezogen,  eine  Yerticallinie  durch  den 

Badius  schneidet  sie  auf  dem  Inhalt  der  Kugel. 

Aus  dem  Vorausgehenden  ist  ersichtlich,  dass  man  eigentlich 
alle  Operationen  mit  dem  einfachen  Abacus  Taf.  2)  ausführen  kann, 
dass  dagegen  die  Operationen  für  einzelne  häufig  vorkommende 
Bechnungen  vereinfacht,  also  erleichtert  werden  können.  Wir 
haben  Taf.  2^  noch  ein  besonderes  Quadrat  für  die  Bildung  der  im 
technischen  Leben  so  häufig  vorkommenden  Producte  aH  und  aYlf 
gezeichnet.  Die  Linien  werden,  wenn  man  die  horizontalen 
Abscissen  den  Quadraten  a,  und  die  verticalen  Ordinaten  den  ein- 
fachen Potenzen  zuweist,  mit  der  Horizontalen  den  Tangenten- 
winkel —  -TT  bilden.  Auf  dem  horizontalen  Band  münden  die 
2 

schiefen  Linien,  auf  dem  Product  a^6,  auf  den  Verticalen  aVT 
aus ;  als  Ingenieur,  der  häufiger  a^  braucht,  haben  wir  die  schie- 
fen Linien  durch  die  Theilstriche  der  ganzen  Zahlen  des  horizon- 
talen Bandes  gezogen  und  an  den  verticalen  Band  deren  Wurzeln 
geschrieben ;  eiu  Mechaniker  uud  Hydrauliker,  der  häufiger  aYl* 
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braucht)  hätte  die  schiefen  Linien  durch  die  Theilstriche  der  gan- 
zen Zahlen  des  verticalen  Randes  gezogen  und  an  den  horizon- 
talen Rand  deren  Quadrate  geschrieben.  Wäre  endlich  für  eine 
und  dieselbe  sehr  häufig  wiederkehrende  Operation  eines  der 
obigen  Producte,  beständig  mit  einem  und  demselben  Coefficienten 
zu  multipliciren,  so  würde  man  das  ganze  System  dieser  Linien 
um  den  Logarithmus  dieses  Coefficienten  vertical  verschieben, 
wenn  es  sich  um  einen  Coefficienten  von  aj/X  handelt,  und  hori- 
zontal, wenn  es  sich  um  einen  solchen  von  a!^b  handelte.  Auf 
einer  schiefen  Linie  von  45<>  durch  den  Ursprung  schneiden  sich 

die  yerticalen  und  horizontalen  mit  den  schiefen  des  Cubus  und 

3 
der  -^  ten  Potenz. 

Auf  einer  Linie,  die  mit  der  Horizontalen  den  Tangenten- 
winkel n  bildet,  schneiden  sich  die  Verticale  a,  die  Horizontale 
0"  und  die  schiefe  Linie,  welche  auf  der  Horizontalen  bei  a^+^ 
und  auf  der  Verticalen  auf  a^+'/s  ausmündet. 

Beispiel.  Welches  ist  das  Gewicht  einer  Eisenstange  von  ,0S5  M.  im 
Gevierten  und  3  M.  Länge?  Wir  nehmen  das  spedflsche  Gewicht  des  Eisens  7,8 
in  Zirkel  und  tragen  es  vom  Schnitt  der  Horizontalen  2,5  mit  der  Verticalen  3  M. 
aus  horixontal  anf,  die  Zirkelspitse  trifft  auf  die  scharfe  Linie  59  (genau  591).  Die 
Charakteristik  ist,  wenn  wir  in  Decimetern  und  Kilogrammen  rechnen, 
«  1  +  2  . 2 »  9.  Die  schiefe  Linie  59  trifft  in  die  dritte  Scala,  also  ist 
die  Charakteristik  des  fiesultats  9^  4-  2  »  i ;  das  Gewicht  demnach  59  Kilogr. 

Würde  es  sich  um  runde  Körper  handeln ,  so  hätte  man  zum  specifischen  Ge- 
wicht noch  den  Logarithmus  des  entsprechenden  n  zu  addiren. 

Alle  Arten  von  Tafeln,  mit  deren  Zahlen  zu  multipliciren 
oder  zu  dividiren  ist ,  lassen  sich  in  Form  von  Maassstäben  brin- 
gen,  auf  denen  die  entsprechenden  Längen  direct  abgegriffen 
werden  können.  Taf.  2^  und  2^  sind  Maassstäbe  filr  die  trigono- 
metrischen Functionen ;  einen  Vortheil  dieser  graphischen  Tafeln 
den  gedruckten  gegenüber  müssen  wir  noch  hervorheben :  die  beiden 
Segmente  irgend  eines  Punktes  auf  der  Scala  ergänzen  sich  zur 
Scalenlänge ,  sie  sind  daher  die  Logarithmen  reciproker  Zahlen ; 
es  sind  also  durch  die  Logarithmen  der  sin.  und  cos.  auch  die  der 
sec.  und  cosec.  gegeben,  als  Distanzen  vom  rechtseitigen  Rand. 

Dasselbe  gilt  von  Taf.  2«  der  p^,  die  Entfernung  irgend  eines 
n  vom  rechten  Rand  ist  gleich  dem  Log.  von  — . 
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Diese  sin.  und  cos.  Stäbe  erstrecken  sich  nur  über  das  Inter- 
vall 8  bis  .1  der  Charakteristiken.  Da  für  die  sin.  oder  tg.  von 
Winkeln ,  welche  einen  kleineren  Logarithmus  als  8  haben,  die 
Bogenlängen  genommen  werden  können ,  so  hat  man,  um  die  Lo- 
garithmen dieser  Functionen  zu  erhalten,  nur  die  Länge  einer 
Minute  oder  Secunde,  welche  Taf.  2«  zu  entnehmen  ist,  zum  Lo- 
garithmus der  betreffenden  Minuten-  oder  Secundenzahl  zu  ad- 
diren.  Der  Stäbe  Taf.  2e  7  g  haben  wir  weiter  oben  S.  76  schon 
erwähnt. 

In  Taf.  29  endlich  haben  wir  noch  einige  Functionen  von 

(f  und  n  aufgetragen.    Namentlich  für  g  ist  der  oben  erwähnte 

Vortheil  der  reciproken  Strecken  beachtenswerth,  indem  man  bei- 

1  1  / 

nahe   so  häufig  ^r-  und      - braucht ,  als  wie  2  g  und   V  2  g. 

2g  Y2g  ^  ^ 

Der  praktische  Techniker  wird  diese  Tafeln  nun  nach 
Belieben  erweitern  und  vermehren.  Nur  als  Beispiele  figuriren 
sie  hier  auf  Taf.  2. 

Vergleicht  man  die  Operationen  mittelst  des  Äbacus  mit 
denen  mittelst  des  Rechenschiebers,  so  scheinen  jene  allgemeiner 
und  umfassender  als  wie  diese  zu  sein ,  dagegen  erscheinen  sie 
uns  weniger  genau  und  praktisch:  eine  Linie  zwischen  zwei 
schiefen  Linien  zu  interpoliren ,  längs  derselben  herabfahren  bis 
zu  einer  interpolirten  Verticallinie  und  dann  wieder  hinauffahren, 
ist  jedenfalls  viel  ungenauer,  als  die  Aneinanderreihung  der  drei 
zu  addirenden  Strecken.  Rechnet  man  hiezu  noch,  dass  der 
Rechenschieber  viel  leichter  in  die  Tasche  geschoben  werden 
kann,  als  ein  in  grösserem  Maassstabe  ausgeführter  Abacus,  so 
begreift  man  die  grössere  Verbreitung,  die  der  Rechenschieber 
nach  und  nach  gewonnen  hat. 


14.  Yerwandlnng  der  Gleichungen,  die  krumme  Parallel- 
Bchnitt«  geben,  in  solche  mit  geraden. 

Bei  der  Construction  des  Abacus  ist  es  uns  gelungen,  mit 
Hülfe  des  Logarithmirens  die  Function  z  =  xy,  die  Hyperbeln 
darstellt,  wenn  man  z  eine  Reihe  constanter  Werthe  beilegt,  durch 
gerade  Linien  darzustellen.  Dieses  Verfahren  ist  einer  Aus- 
dehnung fähig.     Es   ist  zunächst  klar,   dass  diese  Darstellung 
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durch  gerade  Linien  immer  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  nach 
zwei  der  Unbekannten ,  x  und  y  z.  B. ,  so  getrennt  werden  kann, 
dass  sie  die  Form 

annimmt,  worin  af  eine  eindeutige  Function  von  ^'allein,  y  eine 
solche  von  y  und  a«  b^  c^  solche  von  z  allein  sind.  Denn  man 
braucht  nur  x  und  y  fortlaufende  Werthe  beizulegen,  die  ent- 
sprechenden xy  auszurechnen,  auf  die  Coordinatenaxen  auf- 
tragen und  die  Theilpunkte  mit  den  Indexen  der  x  und  y  zu  ver- 
sehen.   Dann  fttr  fortlaufende  Werthe  von  z  die  Axenabschnitte 

c                  c 
—    — ^  und A  berechnen,  auftragen ,  Linien  durchziehen  und 

mit  dem  Index  des  zu  Gmnde  gelegten  z  versehen,  so  ist  die  Dar- 
stellung vollendet.  Das  Blatt  ist  dann  von  drei  Schaaren  gerader 
Linien ,  nämlich  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  und  schiefen 
Linien,  erfüllt;  und  in  jedem  Punkt,  in  welchem  sich  drei  solcher 
Linien  schneiden,  tragen  diese  drei  Linien  die  Indexe  zusammen- 
gehöriger xy  z. 

X 

In  den  oben  bebandelten  Beispielen  z  ^=^  —  ist  or  =  ^, 

y  =  ?/,  a-  =  1,  Ä,  c=  —  z  und  c«  =  0,  und  in  z  =  xy  ist 
j?  =  lg  X,  y*  =  lg  y,  a^  =  *,  =  1  und  c,  =  —  lg  z. 

lieber  die  Verwandlung  von  y  {xyz)  =  0  in  a^^x'  -|-  i^y'-j-c, 
=«  0  lassen  sich  keine  allgemeine  Segeln  geben.  Man  wird  die- 
jenige Unbekannte ,  welche  in  den  meisten  Gliedern  und  in  den 
höchsten  Exponenten  vorkommt,  als  z  behandeln  und  durch 
passende  Divisionen  die  beiden  anderen  zu  trennen  suchen.  Ge- 
lingt es  nicht,  so  wird  die  folgende  Verwandlung  unter  allen  Ver- 
hältnissen auf  unendlich  viele  Weisen  möglich  sein. 

y  {xyz)  =  fl,/l  (ary)  +  Ä,^  {xy)  -f-  C;,  =  0; 

setzt  man  jetzt: 

x'  =  /;  {xy)      und      y'  —  /a  {xy) , 

so  wird  die  Reduction  volftracht  sein ,  allein  man  wird  vielleicht 
zur  graphischen  Bestimmung  von  x  und  y  eine  oder  zwei  weitere 
graphische  Tafeln,  die  ebenfalls  aus  drei  Schaaren  gerader  Linien 
bestehen,  zu  Httlfe  nehmen  müssen.  Wäre  eine  von  diesen  f^  oder 
/t  wiederum  nich^  mittelst  eines  einzigen  Blattes  gerader  Linien 
darstellbar,  so  könnten  weitere  Blätter  zu  Hülfe  genommen  wer- 

6» 
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den;  es  ist  sogar  denkbar,  dass  unendlich  viele  Blätter  ange- 
nommen werden  müssten ,  die  Function  also  in  dem  hier  ange- 
nommenen Sinne  gar  nicht  convergire.  Wie  dem  aber  auch  sei» 
so  wird  es  nie  zweckmässig  sein,  mehr  als  ein  Blatt  zur  Dar- 
stellung zu  verwenden ,  und  gelingt  diese  nicht  mittelst  gerader 
Linien,  so  möge  man  zu  Curven  greifen ,  denn  bei  mehreren  Blät- 
tern geht  die  graphische  Uebersichtlichkeit  ganz  verloren. 

Als  Beispiel  für  eine  Function,  die  zweier  Blätter  bedarf,  be- 
handelt Laianne  die  Function : 


und  setzt  x  '■\-y  =^  y\  wozu  ein  Blatt  mit  schiefen  Linien  zu  45® 
nothwendig  ist,  x  ^^^  ax^  kann  direct  durch  Numeration  reducirt 


X 


werden  und  die  Function  x  =^  —r  ist  jetzt  durch  einen  Strahlen- 

bUschel  dargestellt,  der  durch  den  Ursprung  geht.  Allein  dieses 
zweiten  Blattes  bedarf  es  auch  nicht,  bringt  man  die  Gleichung 
auf  die  Form : 


oder 


ax'^  . L  ^  =  0, 

9       ' 


y  —  (ax^)    ;»'  -f-  ar  =  0, 


wo  /  es  —  gesetzt  wurde,   und  man  hat  die  Gleichung  der 

z 

geraden  Linie  zwischen  y  und  z. 

Von  den  durch  Laianne  behandelten  Beispielen  wollen  wir 
hier  noch  einer  Tafel  für  Strassenauf-  und  Abträge  erwähnen,  auf 
die  wir  später  zurückkommen  werden,  und  einer  sehr  schönen 
Tafel  zur  allgemeinen  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen ,  die 
vorher  auf  die  Form : 

x^  -{-  px  -[-  y  =  0 

zu  bringen  sind.  Den  Grössen  p  und  q  werden  die  Goordinaten- 
axen  zugewiesen,  und  jeder  Werth  von  x  gjebt  eine  gerade  Linie 
bezüglich  der  Coordinaten  p  und  q.  Alle  diese  geraden  Linien 
umhüllen  eine  cubische  Parabel;  durch  jeden  Punkt  im  Innern 
derselben  gehen  drei  Strahlen,  durch  jeden  Punkt  ausserhalb  der- 
selben nur  einer,  so  dass  hier  das  Reich  der  imaginären  und 
reellen  Wurzeln  ausgeschieden  ist;  dieses  Verfahren  ist  natürlich 
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auch  auf  die  Lösung  aller  Gleichungen  von  der  Form 

a:^  -\-  paf*  -{-  q  =  0 
anwendbar. 

Der  Aufsatz  schliesst  mit  geschichtlichen  Notizen  über  gra- 
phische Darstellungen. 

Wir  glaubten  bei  der  Ausarbeitung  graphischer  Methoden 
diesen  bedeutenden  Aufsatz  nicht  mit  Stillschweigen  übergehen 
zu  dürfen. 


Drittes  Kapitel. 

Yerwandlnng  der  Flächen. 


15.  Yerwandlnng  des  Dreiecks« 

Die  Richtigkeit  der  oben  Nr.  4  zur  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts der  Fig.  19  und  20  (s.  S.  15)  ausgeführten  Multipltcation 
lässt  sich  auch  direct  geometrisch  nachweisen.  Verbindet  man 
nämlich  C  undDmitBu.ji^  so  ist  wegen  der  Parallen  ^/)  und  BC 
der  Inhalt  des  Dreiecks  OCD=OAB.  In  Fig.  19  ist  dann  2  b 
die  Basis ,  f  die  Höhe ,  in  Fig.  20  aber  2  b  die  Höhe,  f  die  Basis 
des  Dreiecks  OCD^  mithin  ist  in  beiden  Fällen  der  Flächeninhalt 
von  OAB^F  ^ 

y^.2bf~b/.odeTf:=^-^f 

d.  h.  wir  haben  den  Flächeninhalt  F  durch  die  Höhe  f  eines 
Rechtecks  dargestellt,  dessen  Basis  «»  b  ist.  Wir  sind  also  hier 
durch  Verwandlung  des  Dreiecks  AOB  auf  die  Dreiecksbasis  oder 
Dreieckshöhe  2  b  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  demselben  f  ge- 
langt, als  wie  früher  durch  Multiplication  derselben  Höhe  mit  der 
Basis  und  durch  Division  des  Productes  durch  b.  Bei  compli- 
cirteren  Figuren  lässt  sich  diese  Uebereinstimmung  nicht  mehr 
nachweisen,  und  dann  ist  die  Verwandlung  der  Figur  entschieden 
der  Bestimmung  und  Summirung  der  Flächeninhalte  aller  ein- 
zelnen Dreiecke,  aus  denen  sie  besteht,  durch  Multiplication  ihrer 
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Dimensiooen  vorzuziehen.  Wir  wollen  also  jetzt  zeigen,  wie  be- 
liebige Figuren  durch  Verwandlung  in  ein  Rechteck  mit  bestimm- 
ter Basis  oder  ein  Dreieck ,  das  das  Doppelte  dieser  Basis  zur 
Höhe  oder  Basis  hat,  gemessen  werden  können.  Man  erhält  dann 
durch  diese  Verwandlung  Linien,  welche  diesen  Flächeninhalten 
proportional  sind,  und  die  ganz  nach  den  Regeln  des  ersten  Ka- 
pitels behandelt  werden  können. 

Es  muss  nicht  immer,  wie  in  Fig.  19  und  20,  irgend  eine  der 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  als  dessen  Basis  betrachtet  werden, 
sondern  es  kann  jede  Linie  ^  B^  (Fig.  45),  welche  einen  Eck- 
punkt j/  mit  einem  Pi^nkt  0,  der  gegenüberliegenden  Seite  B  C 

Fig.  45. 


B 


verbindet,  als  solche  betrachtet  werden.  Als  Höhe  hat  man  dann 
die  orthogonale  Projection  CD  der  ^  gegenüberliegenden  Seite 
BC  auf  eine  Senkrechte  zu  ^  B^  anzunehmen.  Diese  Projection 
auf  einen  Perpendikel  wollen  wir  zum  Unterschied  der  Projection 
auf  die  Linie  AB^  selbst  die  Antiprojection  nennen» 

Denn  verwandelt  man  durch  Ziehen  der  Parallelen  AA^  das 
Dreieck  j4BC  in  das  Dreieck  gleichen  Inhalts  j^yBC  {CAx  ist 
nicht  ausgezogen),  sodass  ^i  £  parallel  und  gleich  ABy^  ist,  so 
wird  CD  die  Höhe  des  Dreiecks  A^  B  C  sein.  CD  nimmt  seinen 
grössten  Werth  an,  wenn  es  mit  BC  zusammenfällt,  dem  entspricht 
denn  der  kleinste  Werth  von  A  B^ ,  nämlich  die  Höhe  des  Drei- 
ecks ABC.  Dreht  man  dann  AB^y  so  nimmt  es  bis  ins  Unend- 
liche zu ,  während  D  einen  Halbkreis  auf  B  C  besehreibt  und  bis 
zu  0  abnimmt.    Man  kann  demnach  jede  Länge,  die  grösser  als 
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die  Höhe  des  Dreiecks  ist,  als  Basis,  und  als  Höhe  jede  Länge,  die 
kleiner  ist  als  die  A  gegenüberliegende  Seite  B  C,  zur  Beduction 
anwenden. 

Ebenso  wie  das  Dreieck  in  AyBC  verwandelt  wurde,  kann 
es  auch  in  A^BC  verwandelt  werden  und  sein  Inhalt  als  Product 

von  -^  A^C.BCi  abgelesen  werden;  überhaupt  kann  die  Doppel- 

basis  2  b  als  schief  gemessene  Entfernung  der  Basis  B  C  von  der 
parallelen  AAi  zu  ihr  an  jeder  beliebigen  Stelle  gemessen  wer- 
den. Und  die  Höhe  A  =  AC|,  Z>C  u.  s.  w..  kann  auch  als  senk- 
rechte Entfernung  der  beiden  durch  B  und  C  geführten  Parallelen 
an  jeder  beliebigen  Stelle  gemessen  werden.  In  pbiger  Figur 
sind  die  drei  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  gehenden  beson- 
deren Lagen  der  Basis  und  Höhe  eingezeichnet  worden. 

Betrachtet  man  zwei  durch  denselben  Eckpunkt  gehende 
senkrechte  Linien,  z.  B.  A^  B  und  B  Ci  als  zusammengehörig,  so 
kann  man  auch  sagen:  Führt  man  durch  einen  Eckpunkt 
iS  eines  Dreiecks  zwei  Senkrechte  BAi  undi^Ci,  und 
schneidet  man  auf  der  einen  durch  eine  Parallele 
AAi  zu  einerdurch  den  Punkt  ^  gehenden  Seite  die 
Länge  BAxy  und  aufder  anderen  durch  eine  Parallele 
CCi  zu  J9^|dieLänge^Ciab,  sowirddurchdasPro- 
duct  dieser  beiden  Längen  der  doppelte  Inhalt  des 
Dreiecks  dargestellt. 

Ist  nun  eine  der  beiden  Linien  CD  oder  ABi  gleich  der 
Doppelbasis  2b  angenommen  worden,  so  wird  die  andere  gleich 
der  Linie  f  sein,  die  den  Flächeninhalt  darstellt. 


16*  Yerwandlimg  des  Vierecks. 

Das  Viereck  ABCD  (Fig.  46,  s.  S.  88)  könnte  man  durch 
Ziehen  der  Parallelen  BB,  zu  ^  C  in  ein  Dreieck  B,  CD  verwan- 
deln (die  Linie  B,  C  wurde  nicht  ausgezogen)  und  dann  durch  eine 
beliebige  Basis  FC  und  die  dazu  gehörige  Antiprojection  B,E  der 
Seite  B,  D  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  bestimmen ,  nach  dem 
man  entweder  CF  oder  B,E  gleich  der  Doppelbasis  2  b  ange- 
nommen hatte ,  erhält  man  die  andere  Linie  als  Maass  f  des 
Vierecks. 
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Man  kann  jedoch  ohne  Verwandlung  zur  Reduction  des  Vier- 
ecks auf  die  Doppelbasis  2  b  gelangen ;  man  beschreibe  (Fig.  47  j 
mit  FC  =  2b  einen  Kreisbogen  von  C  aus,  ziehe  von  A  aus  eine 
Tangente  B,F  an  denselben  und  betrachte  FC  als  Antiprojection 


der  Diagonalen  ^  C,  dann  wird  (analog  der  Fig.  45  S.  86),  wenn 
BB,  und  Dß,  parallel  zu  C^  laufen,  ^B,  die  Basis  des  Dreiecks 
^BC  und  AD,  die  Basis  des  Dreiecks  A  CD,^  mithin  der  Flächen- 
inhalt ABCD  =  ^I^KÖ,  .  CF  —  Va fi^, .  2*  —  BjT, .  b  und 
durch  B,  D,  dargestellt  sein. 

Diese  Gonstruction  ist  nicht  mehr  ausführbar,  wenn  CF  län- 
ger als  die  grösste  Dimension  des  Vierecks  AB  CD  ist;  dann 
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trage  man  diese  Länge  2  b  als  Basis  B,D  auf»  indem  man  von  D 
aus  mit  der  Zirkelöffnung  2b  =  B,D  auf  der  zur  Diagonalen  ^  C 
Parallelen  BB,  den  Punkt  B,  abschneidet.  Der  Flächeninhalt 
wird  dann  durch  die  Antiprojection  CF  der  Diagonalen  ^  C  ge- 
messen. 

Ist  das  Viereck  ver-  Fig.  49. 

sehlungen,   wie  Fig.  49,  ^ 

so  geben  obige  Gonstruc* 
tionen  die  Differenz  (statt 
wie  in  Fig.  48  die  Summe) 
der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  A  CD^  aus  denen  das 
Viereck  besteht  Die  Basen 
der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  ADC  fallen  dann  auf 
einander  y  ziehen  sich  ab 
und  die  längere  A  B,  bezeichnet  die  grössere  Fläche. 

Bei  der  Verwandlung  von  verschlungenen  Vierecken  hat 
/*da8  Zeichen  der  Fläche,  zu  deren  Begrenzung  die  von  der  ge- 
meinschaftlichen Diagonale  A  C  entferntere  Ecke  gehört. 

Gerade  so  wie  die  den  Inhalt  des  Dreiecks  in  Fig.  45  dar- 
stellenden Linien  an  mehreren  verschiedenen  Orten  abgegriffen 
werden  konnten,  können  auch  bei  den 
Vierecken  diese  Linien  verschiedene 
Lagen  erhalten.  Wir  wollen  sie  hier 
nicht  alle  zeichnen,  und  begnügen 
uns,  daraus  eine  einzige  bequeme  für 
das  verschlungene  Viereck  (Fig.  50) 
zu  zeichnen,  den  Nachweis  der  Rich- 
tigkeit dem  Leser  überlassend.  Ai 


17.  Verwandlung  mehr  als  vierseitiger  Polygone. 


Zieht  man  durch  eine  Ecke  1  (Fig. 51,  s.S. 90)  eine  Parallele 
1 2,  zur  Diagonalen  0  2 ,  welche  die  beiden  nächsten  Endpunkte 
verbindet,  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  2^  mit  der  zweiten  Seite  2  3, 
80  wird  das  Dreieck  0  12  dem  Dreieck  0  2i  2.(2iO  ist  nicht  aus- 
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gezogen),  mithin  auch  das  Polygon  0  2|  3  4  ...  dem  gegebenen 
Polygon  0  12  3  4  gleich  sein.   Der  Eckpunkt  l  ist  also  eliminirt, 

und  das  neue  Polygon  hat 
*^^'  **•  ein  Eck  weniger.    Auf  die- 

I  selbe  Weise  kann  nun  auch 

2.  ^^'"''y^  ^'^-s.^^Q       der  neue  Eckpunkt  ii  da- 
/v,       /        ,  >^'^  \        durch  eliminirt  werden,  dass 
/       \/<-'^'^^"^  \      ^^^   ^1  3i   zu   03   parallel 

/      --"    \"  /      zieht    Auf  diese  Weise  fort- 

,/^--^^^           \  /       fahrend  kann  man  ein  Poly- 

^ 7 — 3 4         gon  von  beliebig  vielen  Sei- 
ten in  ein  Viereck,  hier  03|  4  5 
verwandeln  und  dieses  dann  nach  Nr.  16  S.  88  auf  die  Basis  2// 
reduciren. 

Bei  dem  oben  beschriebenen  Verfahren  wurde  der  Eckpunkt 
0  in  der  Art  festgehalten,  dass  jede  neue  Seite  eines  jeden  neuen 
Polygons  durch  diesen  Punkt  geht ;  es  lässt  sich  aber  auch  statt 

* 

eines  Eckpunkts  eine  Seite  festhalten. 

Auf  Taf.  3^  ist  diese  Operation  an  einem  Eisenbahnprofil  vor- 
genommen worden.    Es  wurde 

1  1;  parallel  zu  2  0 

2  2,       „         „3  1, 

3  3,       „         „4  2, 

4  4,       ,         „5  3, 

5  fl       ,         „  ^4, 

gezogen  und  so  schliesslich  die  Linie  AD  bestimmt,  welche 
gleiche  Flächeninhalte  rechts  und  links  abschneidet.  Die  Richtig- 
keit dieser  letzteren  Verwandlung  bedarf  keines  weiteren  Nach- 
weises und  es  genttgt  hier,  den  Gang  anzudeuten.  Wird  auf 
dieselbe  Weise  der  obere  Theil  des  Profils  auf  die  Linie  B  C  ver- 
wandelt, so  hat  man  nur  mehr  das  Viereck  ABCD  auf  die  Doppel- 
basis 2  Ä  zu  reduciren ,  um  /,  das  den  Inhalt  des  ganzen  Profils 
darstellt,  zu  erhalten. 

Die  hier  angedeutete  Art  und  Weise,  den  Flächeninhalt  zu 
bestimmen,  ist  wohl  die  zweckmässigste  bei  allen  gegebenen 
Querprofilen  der  verschiedenartigsten  Form.  Mit  etwas  Uebung 
erlernt  man  die  Verwandlungen  ganz  mechanisch  auszuführen, 
indem  man  immer  nur  die  Spitze  des  Zirkels  oder  des  Bleistifts  in 
1,  2,  3,  4^  etc.  einsetzt  und  ohne  Numeriren  und  ohne  Linienziehen 
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die  Operation  ausführt.  Liegt  z.  B.  der  Wiokel  bei  3  3 ,  so  wird 
mit  dem  Stift  der  Winkel  an  dem  Punkt  3/ festgehalten,  während 
man  den  Winkel  sammt  dem  Lineal,  an  den  er  nachher  gleiten 
soll,  um  3^  drehend  auf  den  zweiten  Punkt  5  bringt,  dann  lässt 
man  den  Punkt  3^  los  und  verschiebt  am  Lineal  den  Winkel  nach 
dem  nächsten  Punkt  4  und  der  Punkt  4,  ist  bestimmt  u.  s.  f. 

Dieses  Verfahren  ist  ganz  mechanisch  und  man  hat  nicht  im 
Mindesten  auf  die  Form  der  Begrenzung  Rücksicht  zu  nehmen, 
und  es  ist  einerlei,  ob  der  Linienzug,  den  man  verwandelt,  sich 
nach  rechts  oder  links  wendet.  Constructionen  aber,  die  so  ganz 
mechanisch,  ohne  irgend  eine  Beachtung  der  Lage  der  verschie- 
denen vorkommenden  Linien  ausgeführt  werden  können,  haben 
immer  auch  eine  ganz  allgemeine  Geltung,  und  wirklich  verwan- 
delt, diese  Methode,  bei  etwa  vorkommenden  Verschlingungen, 
mit  Berücksichtigung  des  Zeichens,  die  Fläche.  Wird  z.  B.  genau 
wie  oben  beschrieben,  bei  Verwandlung  des  Taf.  33  aus  Auf-  und 
Abtrag  bestehenden  Profils  verfahren,  so  gleicht  sich  ganz  von 
selbst  Auf-  und  Abtrag  aus  und  das  verwandelte  Profil  AB  CD 
ist  gleich  der  Diflferenz  der  zwei  Flächen.  Ob  zwei  Flächen 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes  seien,  erkennt  man  daran, 
ob  der  sie  fortlaufend  umfahrende  Linienzug,  den  man  verwan- 
delt, die  einzelnen  Flächen  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem 
Sinne  umfährt.  So  ist  der  Sinn  3  4  ^Ä  CO,  in  welchem  der  Auf- 
trag umfahren  wird,  der  entgegengesetzte  vom  Sinn  CO  1  2  3  4, 
in  welchem  der  Abtrag  umfahren  wird,  wie  es  durch  die  Pfeile  im 
Innern  einer  jeden  Figur  angedeutet  ist.  Der  Sinn,  in  welchem 
die  Schlussfigur  ABCD  umfahren  wird,  bezeichnet  die  Flächen, 
deren  Summe  die  grössei'e  ist.  Wären  z.  B.  mehr  Ab-  als  Auf- 
tragsflächen vorhanden  gewesen  und  in  Folge  dessen  die  Linie 
^Z>nach  AD,  gefallen,  so  würden  in  der  That  y^ÄC/>, ^  und 
C  0  1  2  3  4  gleichen  Sinnes  sein. 


18.  Parabeltafel  för  Anf-  und  Abtragsproiile. 

Die  Querprofile  der  Strassen  und  Eisenbahndämme  sind 
meistens  Vierecke ,  welche  auf  drei  Seiten  von  geraden  Linien 
gleicher  Richtung  und  Lage  nnd  auf  der  vierten  von  der  Terrain- 
linie begrenzt  sind,  deren  Lage  und  Richtung  sieh  ändert. 
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Da  die  Flächen  dieser  Profile  ausserordentlich  häufig  zu  be- 
rechnen sind)  so  hat  man  sie  für  verschiedene  Lagen  und  Rich- 
tungen der  Terrainlinie  im  Voraus  berechnet,  tabellarisch  ge- 
ordnet und  auch  graphisch  in  der  Art  aufgetragen,  dass  man  den 
Flächeninhalt  der  Profile  unmittelbar  auf  der  Horizontalen  ab- 
greifen kann ,  welche  durch  den  Terrainpunkt  geht.  Wir  wollen 
hier  zeigen,  wie  eine  solche  graphische  Tafel  statt  gerechnet  con- 
struirt  werden  kann.  Wie  gewöhnlich  verwandeln  wir  nur  das 
halbe  Profil  ABCD  (Fig.  52)  und  betrachten  dasselbe  als  Differenz 

Fig.  52. 


der  Dreiecke  OCD  und  OBA.  Diess  hat  den  Vortheil,  die  gra- 
phische Tafel  fttr  alle  Profile  gleicher  Böschung  benutzen  zu 
können,  indem  man  mittelst  einer  einzigen  Parallelen  zu  0  D%  den 
für  jede  Profilgattung  constanten  Inhalt  OAB  über  der  oberen 
Begrenzung  AB  abziehen  kann.  Unsere  Aufgabe  besteht  nun 
vorerst  nur  darin,  alle  Dreiecke  OCD^  OCxD^  ...  auf  eine  ge- 
meinschaftliche Doppelbasis  0Z7  so  zu  reduciren,  dass  die  Spitzen 
der  reducirten  Dreiecke  auf  die  Horizontalen  durch  DDiD^ 
fallen. 

Man  projieire  den  Fuss  aller  Böschungen  C  Cf  C^  durch  ver- 
ticale  auf  die  Horizontallinie ,  die  durch  D  den  Fuss  der  Doppel- 
basis geht,  nach  EE^E^,  so  werden  die  gegebenen  Dreiecke 

OCD,   OC^D^y  OC^D^ den  Dreiecken   OED,   OE^D^, 

OE^D^  etc.  gleich  sein,  und  diese  den  Dreiecken  OED,  OSyD, 
OS^D  (weder  die  Linien  D^  £i,  D^  E^  noch  Dx  S^  D%  S^  wurden 
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aasgezogen)  etc. ,  wenn  die  Punkte  E  E^  E^  auf  die  Horizontalen 
DEy  DSx9  DS^  von  0  aus  projicirt  werden.  Diese  letzteren 
Linien  stellen  also  den  Flächeninhalt  der  aufeinanderfolgenden 
Dreiecke  dar ;  um  ihn  zu  erhalten,  hat  man  sie  nur  mit  ^/^  0  D  als 
Basis  zu  multipliciren. 

Verbindet  man  alle  S  durch  eine  Gurve,  deren  Natur  wir  so- 
gleich ermitteln  werden,  so  ist  durch  diese  der  Flächeninhalt 
aller  Profile  gleicher  Böschung  und  gleicher  Neigung  des  Gelän- 
des gegeben. 

Die  Punkte  ES^S^  ...  können  als  Schnitte  des  Strahlen- 
bttschels  0  (DEEiE^  ...cc^  und  des  ParallelstrahlenbUschels  oo 
(ßDD^D^  ...  oo{)  betrachtet  werden.  Beide  Strahlenbflschel  sind 
demselben  geraden  Gebilde  OCC^C^  . . .  cx>s  projectivisch,  mithin 
ist  der  Ort  aller  S  eine  Curve  zweiter  Ordnung. 

Da  dem  gemeinschaftlichen  Strahl  0  oo  als  Strahl  des 
Büschels  0  betrachtet,  die  unendlich  ferne  Gerade  oo  cx>|  des  Pa- 
rallelstrahlenbUschels oo  entspricht,  so  berührt  die  Curve  diese  im 
Punkt  oo ;  sie  ist  also  eine  Parabel  und  0  cx>  ein  Durchmesser. 

Dem  gemeinschaftlichen  Strahl  ooO  als  Strahl  des  Parallelen- 
strahlenbüschels betrachtet,  entspricht  der  Strahl  OD  des  Bü- 
schels 0  :  0  jD  ist  also  eine  Tangente,  welche  die  Curve  im  Punkt 
0  berührt. 

Da  die  Tangente  OD  senkrecht  auf  dem  ihrer  Richtung  con- 
jugirten  Durchmesser  Ooo  steht,  so  ist  dieser  letztere  die  Axe  der 
Parabel. 

Diese  Parabel  ist  demnach  vollständig  bestimmt  und  kann 
für  jede  gegebene  Böschung  und  Geländeneigung  leicht  construirt 
werden. 

Aendert  man  die  Böschung  oder  ändert  man  die  Neigung  des 
Geländes,  so  erhält  man  eine  andere  Parabel.  Construirt  man 
nun  für  verschiedene  stetig  aufeinanderfolgende  Neigungen  des 
Geländes  die  dazu  gehörigen  Parabeln,  so  kann  man  durch  Inter- 
polation für  alle  Neigungen  des  Geländes  den  Flächeninhalt  des 
Profils  auf  der  Horizontalen  abgreifen ,  die  durch  den  Fuss  seiner 
Hittellinie  geht. 

Wenn  sich  die  Böschung  ändert,  so  ändern  sich  ebenfalls  die 
Parabeln ;  allein  da  die  Aenderung  des  Flächeninhaltes  in  Folge 
der  Böschungsänderung  genau  derselben  Art  als  die  in  Folge  der 
Aenderung  der  Neigung  des  Geländes  ist,  so  dass  die  Inhalte  aller 
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Profile  OCD,  OC^D  und  OC^D  (Fig.  53),  bei  denen  die  Diflfe- 
renzen  r  —  a  der  Neigungstangenten  und  der  Böschungstangenten 

des  Geländes  gleich  gross  sind,  eben- 
^^'  ^^'  falls  gleich  gross  sind :  so  thut  man 

am  besten  y  zum  Index  der  Parabeln 
nicht  etwa  die  Neigungen  des  Gelän- 
des oder  der  Böschangen,  sondern 
diese  TangentendifPerenz  z  —  a  selbst 
zu  nehmen.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  eine  und  dieselbe  graphische  Pa- 
rabeltafel, welche  für  alle  Neigungen 
der  Böschungen,  des  Geländes  und 
für  alle  Profilhöhen  dienen  kann. 
j  Da  die  Tangentendifferenz  %  —  a 

als  Index  der  Flächentafel  dienen 
soll,  so  ist  es  am  zweckmässigsten ,  diese  Differenzen  in  aiith- 
metischer  Reihe  auf  einander  folgen  zu  lassen.  Dies  ist  nicht 
allein  bequem,  um  ohne  graphisches  Auftragen  der  Gelände- 
neigung  den  Inhalt  aus  der  Tafel  direct  abzulesen,  sondern  es  er- 
leichtert noch  ungemein  die  Gonstruction  der  Tafel  selbst,  indem 
dann  alle  Strahlen  des  Büschels  0  (Fig.  52  S.  92)  durch  die  ver- 
schiedenen Parabeln  in  gleiche  Theile  getheilt  werden.  Es  sei 
0  C  (Taf.  34)  irgend  ein  Strahl ,  welcher  die  Horizontale  D  C  des 
Fusspunktes  D  der  Doppelbasis  OD  im  Punkt  C  schneidet,  und 
den  Winkel  arc.  tg  r  mit  der  Horizontalen  bildet,  dann  wird  dieser 
Punkt  ein  Punkt  der  Parabel  v  sein,  denn  die  Höhe  OD  des 
Dreiecks  OCD  ist  bereits  gleich  der  Doppelbasis ,  mithin  bedarf 
es  keiner  Reduction  mehr,  und  sein  Inhalt  wird  durch  CD  dar- 
gestellt. Wir  ändern  nun  die  Tangentendifferenz  r  um  (f,  indem 
wir  tg  Dl  CD  a=s  i  machen ;  es  ist  dann  der  Inhalt  des  Dreiecks 
0  CDx  auf  der  Parabel  t  —  ö  abzulesen,  und  wir  erhalten  einen 
Punkt  derselben,  indem  wir  es  durch  Ziehen  der  Parallelen  J9,  C, 
in  das  Dreieck  OC^D  verwandeln,  dessen  Höhe  gleich  der  Doppel- 
basis OD  ist,  so  dass  Di  C^  das  Maass  des  Dreiecks  OCDy  ist. 
Da  nun  von  Gonstructionswegen  Cy  auf  dem  Strahl  0  C  und  auf 
der  Horizontalen  des  Terrainpunktes  Dx  liegt,  so  ist  C^  ein  Punkt 
der  Parabel  r  —  cT  auf  dem  Strahl  OC  .  OD^D  und  0  C,  C  sind 
also  ähnliche  Gebilde,  und  wenn  die  Unterschiede  DDx^  D^D^etc. 
der  Tangeutendifferenzen  gleich  gross  sind ,  so  werden  es  auch 
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die  Segmente  CC|,  Ci  C9  etc.  sein ,  welche  die  Parabeln  auf  dem 
Strahl  0  C  abschneiden.  Um  die  Punkte  zu  erhalten,  in  welchen 
andere  Strahlen  OB,  OE  von  denselben  Parabeln  geschnitten 
werden,  hat  man  die  Schnitte  H,  K  die^gr  Strahlen  mit  der  Hori- 
zontalen ,  welche  durch  den  Schnitt  C  der  treffenden  Parabel  mit 
dem  Strahl  OC  geht,  parallel  zur  gemeinschaftlichen  Tangente 
OD  auf  diesen  nach  G  und  /,  und  diese  Punkte  horizontal  (parallel 
zum  gemeinschaftlichen  Durchmesser)  auf  die  Strahlen  0  {U  K)  zu 
projiciren,  um  die  gesuchten  Parabelpunkte  0,  E  zu  erhalten.  Der 
Beweis  lässt  sich  ganz  wie  oben  daraus  ableiten,  dassdieStrahlen- 
bUschel  ooiOGCl<x>^)  und  0  {DHCKcx^)  dem  geraden  Gebilde 
OGCIqo^  projectiyisoh  sind. 

Aus  diesen  Constructionen  könnte  auch  noch  direct  gefolgert 
werden,  dass  alle  Strahlen  von  0  durch  die  Parabeln  in  ähnlichen 
Gebilden  OB^B^B..,  OC^CiC,  OE^E^E  geschnitten  werden, 
wenn  es  nicht  unmittelbar  schon  daraus  hervorginge ,  dass  0  ein 
Aehnliehkeitscentrum  der  ähnlich  gelegenen  Parabeln  ist.  Aus 
letzterem  folgt  aber  noch ,  dass  alle  Strahlen  des  Büschels  0  von 
den  Parabeln  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden.  Diese 
sind  demnach  auch  gleich  dicht  auf  einem  Strahl,  wenn  sie  ihn  in 
gleiche  Segmente  theilen.  Will  man  daher  die  Unterschiede  der 
Tangentendifferenzen  auf  den  Strahlen  von  der  Verticalen  aus- 
gehend gegen  die  Horizontale  hin  abnehmen  lassen,  so  hat  diese 
Abnahme  auf  die  ganze  Länge  des  Strahles  hin  in  gleicher  Weise 
zu  geschehen.  Längs  eines  ganzen  Strahles  hin  hat  der  Unter- 
schied der  Tangentendifferenzen  von  0,01 ,  z.  B.  auf  0,02,  dann 
auf  0,05  und  0,10  zuzunehmen. 


19.  Gonstroetioii  und  Benntzniig  der  Parabeltafel. 

Mittelst  der  eben  entwickelten  Grundsätze  und  einiger  ein- 
fachen Rechnungen  ist  es  nun  leicht,  die  Parabeltafel  zu  con- 
stniiren.  Wir  nehmen  auf  dem  Millimeterblatt  Taf.  4,  das 
2,4  Decimeter  lang  und  1,8  breit  ist,  den  oberen  Rand  als  Ab- 
scissen-  und  als  Axe  der  Parabeln ,  den  linken  verticalen  Rand 
als  Ordinaten-Axe  und  als  gemeinschaftliche  Tangente  aller  Pa- 
beln  an,  und  werden  den  Schnitt  dieser  beiden  Linien,  den  Ur- 
sprung der  Coordinaten  mit  0,  alle  Punkte  mit  (j?y)  bezeichnen. 
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Die  Gleichungen  der  zu  conBtruirenden  Parabeln  OBC  z.  B. 
ergeben  sich  einfach  aus  der  Proportion  ^^  =»  jr-^  oder  (Fig.  54) 


.V 

y 


«y 


y  oder 


y 


FG 


9   wenn   wie  auf  Taf.  4   &  =  n,  d.  h. 


*«  a 

GOF >===  4b^  gemacht  wird,  denn  dann  ist  die  Ordinate  y  des 
Punktes  B  =  OF  ^  FG  =  DH  und  die  Gleichung  der  Pa- 
rabel wird : 


y» 


ax. 


Fig.  54. 


Mittelst  dieser  Gleichung  wurden  die  Ordinaten  aller  Parabeln 
der  Taf.  4  der  Parameter  100,  50,  30  und  20  direct  fttr  Ordinaten- 
differenzen  von  0,1  bis  0,2  gerechnet. 

Für  alle  folgenden  Parabeln 
wurden  die  Schnitte  derselben 
mit  den  aufeinanderfolgenden 
Strahlen  von  0  bestimmt.  Für 
den  ersten  dieser  Strahlen  z.  B., 
der  den  unteren  Rand  des  Blattes 
bei  0,18  schneidet  und  dessen 
Gleichung  demnach : 


y  =  Tx 


ist,  hat  man 


1,8 
0,18 


07  =  10  a? 


y  ==  —  =  0,1  .  fl,     und     x  =  —^  =  0,01  .  a. 

Die  Parameterdifferenz  A  a  der  auf  diesem  Strahl  auslaufenden 
Parabeln  ist  =  1,  demnach  die  Ordinatendifferenzen  gleich  0,1 
(1  Centimeter)  unddieAbscissendifferenzen  =»  0,01  (1  Millimeter). 
Es  geht  demnach  eine  Parabel  durch  jeden  Schnitt  des  Strahles 
T  =  10  mit  einem  Centimeter  und  Millimeter. 

Hierauf  wurde  —  =  0,12  gesetzt.  Der  entsprechende  Strahl 

schneidet  den  unteren  Rand  mit  der  Parabel  15  in  0,216  und  die 
der  Parameterdifferenz  A  a  =«  1  entsprechende  Ordinatendifferenz 
Ay  ist  <»  0,12;  und  die  Parabeln,  die  durch  den  Schnitt  des 


19.  Constraction  und  Beuatzaog  der  Parabeltafel.  97 

Strahls  10  mit  der  Horizontalen  0,1,  0,2,  0,3  ...  gingen,  gehen 

auch  durch  den  Schnitt  des  Strahls  mit   den  Horizontal- 

linien  0,12,  0,24,  0,36  u.  s.  f.  Die  zwischen  diesen  Strahlen  be- 
findliehen Parabelstttcke  können  daher  direct  eingezeichnet  wer- 
den, sie  laufen  alle  mit  einander  parallel ,  so  dass  ein  an  einem 
Lineal  yerschiebbarer  Winkel  nur  einmal  angelegt  zu  werden 
braucht,  um  die  schon  vorhandenen  Parabeln  zu  verlängern.  Die 
Abscissendifferenzen  der  Parabelschnitte  auf  dem  letzten  Strahl 

A  ü 
sind  A  .r  =   — —   =  0,0144;   erst  die  Parallele  a  =  25  geht 

durch  den  Schnitt  der  Verticallinie  0,36  mit  dem  Strahl.  Da  dieser 
Schnitt  über  das  Blatt  fällt,  so  enthält  der  Strahl  keinen  Schnitt 
von  Verticallinien  mit  einer  Parabel. 

Auf   dieselbe  Weise    wurden    weiters    nun    die    Parabeln 

zwischen  den  Strahlen  —  =  0,12  und  0,13  gezogen  u.  s.  f.  Wir 
begnttgen  uns  hier  damit,  die  Werthe  von  — ,  Aa,  A^  und  Ay 

T 

für  diejenigen  Strahlen  zu  geben,  auf  denen  neue  Parabeln  auf- 
treten und  die  also  Dichtigkeitsgrenzen  bilden. 

0,1        0,2       0,3  0.5  0,8  1,2  2,4    '        4  8  15 


r 

Aa    1  0,5  0,2  0,1  0,05  0,02  0,01  0,005  0,002  0,002 

Ay  0,1  0,1  0,06  0,05  0,04  0,024  0,024  0,02  0,016  0,03 

Ax    0,01  0,02  0,018  0,025  0,032  0,0288  0,0576  0,08  0,128  0,45 

Die  Abscissen  der  Schnitte  der  Strahlen  mit  dem  oberen  Rand 

erhält  man  durch  Multiplication  von  1,8  mit  — ;  und  die  mit  dem 

t 

Seitenrand  durch  Division  von  2,4  mit 


T 

Gegen  Ende  werden  die  Schnitte  der  Strahlen  mit  den  Hori- 
zontalen sehr  schief,  auf  der  anderen  Seite  aber  sind  dann  auch 
die  Entfernungen  der  Parabeln  auf  denselben  viel  grösser ,  viele 
derselben  liegen  auf  Kreuzungspunkten  der  Netzlinien ,  und  man 
erhält  dann  einfach  die  übrigen  Punkte  durch  Theilung  der  Ent- 
fernung dieser  Netzpunkte  von  0  in  eine  kleine  ganze  Zahl.     So 

eichen  z.  B.  auf  dem  Strahl  —   =   4  alle  Parabeln  durch  solche 

7 
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Kreuzungspunkte,  jeder  fünfte  Strahl  durch  eine  Kreuzung  von 
Centiroeterlinien ,  insbesondere  erhält  man  durch  Multiplication 
der  A  mit  20  für  die  Coordinaten  des  Schnitts  K  der  Parabel 
a  =  0,1  mit  dem  Strahl  x  =  1,6  und  -=  0,4. 

Da  eine  Parabel  durch  den  Scheitel,  ihre  Axe  und  irgend 
einen  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  so  gelangt  man  zu 
den  auf  Taf.  4  verzeichneten  Parabeln ,  welches  auch  die  Basis 
sein  mag,  auf  die  man  die  Flächeninhalte  zu  reduciren  beab- 
sichtigt; diese  Tafel  kann  daher  zur  Reduction  auf  alle  möglichen 
Basen  dienen ,  denen  sie  einfach  durch  die  Bezeichnung  der  Pa- 
rabeln angepasst  wird.  Soll  jede  Parabel  mit  der  Tangenten- 
differenz  %  —  a  (Fig.  53,  S.  94)  der  Böschungs-  und  Gelände* 
neigungen  bezeichnet  werden ,  so  muss  die  Parabel  den  Index  1 
erhalten ,  welche  durch  den  Punkt  (2  &,  2  h\  dessen  Coordinaten 
gleich  der  Doppelbasis  sind,  geht.  Taf.  4  wurde  für  eine  Re- 
dfictionsbasis  von  5  Ctm.  oder  eine  Doppelbasis  von  10  Ctm.  be- 
ziffert, und  die  Parabel,  welche  durch  die  Ecke  des  Decimeters  0 
geht,  mit  1  bezeichnet.  Denn  es  ist  klar,  dass  jetzt  das  recht- 
winkelige Dreieck,  dessen  Hypotenuse  0\  (auf  der  Linie  OC)  ist, 
keiner  weiteren  Reduction  mehr  bedarf,  weil  jede  seiner  Catheten 
schon  der  Doppelbasis  gleich  ist,  und  sein  Flächeninhalt  daher 
auch  durch  diese  dargestellt  wird.  Der  Index  aller  anderen  Pa- 
rabeln ergiebt  sich  durch  die  proportionale  Bezifferung  aller 
Strahlen  des  Büschels  0. 

Zum  Schluss  erläutern  wir  den  Gebrauch  dieser  Flächentafel 
durch  ein  Beispiel : 

Es  seien  die  Inhalte  des  Auf-  und  Abtrags  für  das  Normal- 
profil Taf.  3.5  zu  bestimmen. 

Wir  verwandeln  das  Dreieck  über  dem  Auftragsprofil  in  das 
Dreieck  AO  A^  und  das  unter  dem  Abtragsprofil  in  das  Dreieck 
BBxO^y  die  Höhe  dieser  Dreiecke  ist  gleich  der  Basis  b\  die 
Hälften  ihrer  Basen  /'und  /,  stellen  daher  ihren  Flächeninhalt  dar 
(6,75  und  12,4  Quadratctm.). 

Der  Ursprung  der  Coordinaten  für  die  Verwandlung  des  Auf- 
trags ist  daher  auf  l'af.  4  der  Punkt  ü,  dessen  Abscisse  gleich  ^ 
und  dessen  Ordinate  gleich  OL  (Taf.  85)  ist;  und  für  die  Ver- 
wandlung des  Abtrags  ist  es  der  Punkt  iV,  dessen  Abscisse  gleich 
fund  dessen  Ordinate  gleich  OiL  ist. 

Soll  nun  z.  B.  für  eine  Auftragshöhe  LP  und  eine  Neigung 
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des  Geländes  0,53  der  Inhalt  des  Profils  (Taf.  Ss)  bestimmt  wer- 
den, so  findet  sieh  derselbe  als  Abscisse  PQ  (Taf.  4)  des  Punktes 
der  Parabel  0,67  —  (—  0,53)  —  1,2,  dessen  Ordinate  MP  gleich 
der  Höhe  L  P  (Taf.  35)  ist.  Er  muss  natürlich  mit  dem  zur  Probe 
construirten  Inhalt  f„  übereinstimmen.  Der  wirkliche  Inhalt  ist 
gleich  PQ  .b^  3,66  .  5  =  18,3  Quadratctm. 

Die  Parabel  kann  auch  auf  graphischem  Wege  bestimmt  werden. 
Der  Strahl  OCi  (Taf.  4) ,  der  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel 
bildet,  dessen  Tangente  «=  r  —  a  ist,  schneidet  jederzeit  die  Ho- 
rizontale J?i  Cj,  deren  Ordinate  =  2ä  «=  10  Ctm.  ist,  in  den  zu- 
gehörigen Parabeln;  denn  das  Dreieck  D^  0  C^  bedarf  dann  keiner 
Verwandlung  mehr.  Man  trage  also  ein  für  allemal  die  am  Rand 
2  A  SS  OR  gemessene  Neigungstangente  der  constanten  Böschung 

RT  (hier  bei  1  Vs  inaliger  Böschung  -^-^  =  6,7  Ctm.)  auf  und 

1,5 

ziehe  davon  die  ebenfalls  am  Rand  OR  ^^  2b  gemessene  Tan- 
gente der  Neigung  des  Geländes  TU  (hier  —  10  .  0,53  =  —  5,3) 
ab,  so  wird  RU  ^^^  2  b  (r  —  d)  sein ;  und  ü  wird  ein  Punkt  des 
Strahles  0  C^  sein,  der  in  C^  die  treffende  Parabel  angiebt. 

Auch  ohne  Auftragen  von  MP  kann  der  Flächeninhalt  auf 
rein  rechnerischem  Wege  ermittelt  werden : 

Zur  Auftragshöhe  LP  ^^  5,1  Ctm.  (Taf.  35)  addire  man  die 
constante  Ergänzungshöhe  OL  ='  2,65,  dann  findet  man  (Taf.  4) 
die  zur  Ordinate  7,75  gehörige  Abscisse  des  Punktes  iß  der  Parabel 
1,2,  deren  Index  nun  eben  rechnerisch  ermittelt  wurde,  gleich 
5  Ctm.,  einem  Flächeninhalt  von  5  .  5  >=»  25  Quadratctm.  ent- 
sprechend. Hievon  geht  der  ein  für  allemal  bestimmte  Inhalt 
6,75  des  Ergänzungsdreiecks  ab,  und  es  bleiben  18,25  Quadratctm. 
als  Inhalt  des  Profils.  Alles,  was  hier  vom  Auftrag  gesagt  wurde, 
gilt  wörtlich  auch  von  Abtragsprofilen.  Kaum  brauchen  wir  noch 
zu  erinnern ,  dass  die  jetzt  erläuterte  parabolische  Flächentafel 
zur  gegenseitigen  Bestimmung  je  zweier  Werthe  dienen  kann,  die 
durch  die  Relation  y*  =  n  .  2  A  ä-,  wo  n  den  Index  der  Parabel  be- 
zeichnet, gegeben  sind.  Die  Parabel  0,1  z.  B.  geht  durch  alle 
Punkte ,  deren  Ordinaten  gleich  den  Wurzeln  der  Abscissen  sind, 
also  durch  die  Punkte  (1,1)  (4,2)  (9,3)  (16,4)  etc. 
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20.  Die  Fonneln  fttr  Anf-  und  Abtragsprofile,  und  ihre 

Darstellnng  darch  gerade  Linien. 

Wie  oben  schon  erwähnt  wurde,  hat  man  froher  sur  Berechnung  der 
Qaerschnittsflächen  Tafeln  mit  doppeltem  Eingang  construirt,  denen  fBr  gegebene 
Auftrags-  oder  Abtragshohe  und  gegebene  Neigung  des  Geländes  der  entsprechende 
Flächeninhalt  entnommen  werden  konnte.  Trotzdem  dass  die  Berechnung  solcher 
Tafeln  heute  nicht  mehr  praktisch  erscheint ,  wegen  der  Aenderungen ,  die  an  den 
Profilen  bestandig  yoraunehmen  sind ,  und  weil  anf  dem  Wege  der  Verwandlung 
und  Umfahrens  mittelst  des  Planimeters ,  den  wir  in  einer  der  folgenden  Nummern 
werden  kennen  lernen,  die  Inhalte  beinahe  so  schnell  als  wie  mittelst  einer  Hülfs- 
tafel  ermittelt  werden  können,  so  wollen  wir  dennoch  hier  kurz  zeigen,  wie  die  für 
diese  Berechnungen  dienenden  Formeln  entwickelt  werden  können. 

Es  sei  a  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  der  letzten 
Profil begrenzung  gegen  die  Horizontale.  In  Fig.  55  und  56  sind  es  die  Böschimgen 


Fig.  56. 


X 


X 


des  Profils,  r  die  in  demselben  Binne  gemessene  Neigungstangente  des  Geländes. 
Ferner  sei  h  die  Auftragshöhe,  c  die  constante  Höhe,  welche  die  Höhe  h  zum  Seg- 
ment ergänzt,  das  von  der  Böschung  a  und  dem  Gelände  r  auf  der  Mittellinie  aus- 
geschnitten worden,  und  x  die  horizontalgemessene  Entfernung  des  Schnittpunktes 
dieser  Linien  von  der  verticalen  Mittellinie  des  Profils,  so  bat  man  : 

(«  —  0  *  =*  Ä  +  c. 

Ist  endlich  C  der  constante  Inhalt  der  Fläche,  welche  das  Profil  zum  Dreieck, 
zwischen  a  und  r,  ergänzt,  die  wir  in  den  Fig.  55  u.  56  schralfirt  haben ,  die  dort 
negativ  ist,  die  aber  auch  positiv  sein  kann ,  z.  B.  wenn  das  Gelände  auf  der  Gra- 
bensohle ausmunden  sollte,  so  erhält  man  dnn  Inhalt  der  Querschnittj^fiäche : 


F=yCÄ  +  c)x-C 


(A  +  c)« 


—  C. 


2  («  -  r) 

Diese  Gleichung  bestätigt  die  oben  gefundenen  Resultate.  Betrachtet  man  A  +  c 
als  variable  Abscisse  und  trägt  man  am  Ende  derselben  in  irgend  einem  Maassstabe 
Fj  oder  wenn  man  sich  graphisch  ausdrücken  will ,  F  getheilt  durch  irgend  eine 
Verwand! ungsbasis  als  Ordinate  auf,  so  wird  der  Ort  der  Endpunkte  derselben, 
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weil  Fnur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt,  eine  Parabel  sein.  Die  Linie  derC^-j*^) 
ist  die  Aze  der  Parabel.  Der  Parameter  der  Parabel  ist  weder  eine  Function  von  t, 
noch  von  a,  sondern  von  a  —  r,  man  geht  also  von  einer  Parabel  zu  einer  andern 
über,  wenn  man  die  Böschung  oder  die  Geländeneigung  ändert ;  f8r  dasselbe  a  —  r 
erhält  man  aber  immer  dieselbe  Parabel.  Die  abzuziehende  constante  Fläche  C 
wird  einfach  durch  Parallelverschiebung  der  Abscissenaxe  berücksichtigt. 

Diese  Formeln  gelten  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen,  es  muss  natürlich  das 
Gelände  die  treffende  Profilbegrenzung  schneiden.  Sind  xy  die  Coordinaten 
einer  Profilecke ,  so  muss  h  =  y  ^xtg  a  sein,  wenn  das  Gelände  durch  diesen 
Eckpunkt  gehen  soll,  und  ist  demnach  die  entsprechende  Grenze.,  Für  gewisse 
Werthe  von  A,  die  sich  aus  den  Grenzen  ergeben,  schneidet  das  Gelände  die  Profil- 
begrenznng  ein  zweites  Mal,  so  dasd  dann  das  Profil  sowohl  Auftrag  als  auch  Ab- 
trag enthält.  Die  neu  hinzukommende  Fläche  muss,  wie  sich  das  von  selbst  ver- 
steht, besonders  berechnet  werden ,  dann  aber  zu  der  durch  die  Formel  gegebenen 
Fläche  addirt  werden ;  denn  die  Formel  giebt  mathematisch  consequent  fortarbei- 
tend den  Inhalt  der  verschlungenen  Figur,  d.  h.  die  Differenz  des  Auf-  und  des 
Abtrags,  nämlich  die  Fläche  o,  wenn  Auf-  und  Abtrag  sich  ausgleichen ;  es  muss 
also  in  diesem  Fall  die  hinzugekommene  Fläche  auch  zur  Fläche  0  addirt  werden, 
am  die  richtigen  Flächen  zu  erhalten. 

Taf .  2  3  haben  wir  auch  nach  Lalanne'B  Methoden  diese  Inhalte  durch  gerade 
Linien  dargestellt ;  in  der  vereinfachten  Formel : 


2  CK  —  T 


fassen  wir  —  ä«  als  Coefficienten  der  Abscisse  — - —  auf,  dann  ist  die  Gleichung 

der  Ordinate  F  eine  gerade  Linie.  Als  Einheit  für  die  Zahl haben  wir  .ü2w 

,02*" 

angenommen,  also  — -3—  aufgetragen,  und  2  an  die  Verticale  ,01 ;  1  an  ,02; 

,5  an  ,04;  ,25  an  das  Ende  der  Tafel  0,8  geschrieben.  Als  Maassstab  für  die 
Flächen  wurde  ,001"*  für  19*"  angenommen;  es  wurden  demnach  auf  dem  Rand 

rechts  der  Verticalen  ,25  die  Segmente  F—  yÄ«  .  — -  ■=  2ä«  oder  die  Höhen 

,002  ,008  ,018  0,032  ,05  ,72'"  aufgetragen,  die  erhaltenen  Punkte  mit  dem  Ur- 
sprung verbunden ,  die  Strahlen  des  erhaltenen  Büschels  mit  den  entsprechenden 
A  r=s  l,  2,  3,  4,  5,  6  bezeichnet,  Strahlen  eingeschaltet,  wo  es  thunlich  erschien, 
dann  der  Strahlenbfisehel  auf  mehrere  Strahlen  fortgesetzt,  und  die  Tafel  war 
vollendet. 

Diese  Tafel  ist  gewiss  viel  leichter  zu  construiren  als  die  Parabeltafel,  allein 
sie  besitzt  nicht  mehr  dieselbe  graphische  Unmittelbarkeit.  Die  Höhen  sind  Pro- 
ducte  der  Rechnung  und  müssen  durch  Rechnung  ergänzt  werden ;  man  kann  nicht 
mehr  wie  auf  Taf.  4  die  zu  ergänzende  Ordinate  M  oder  N  abziehen  und  von  dort 
aus  die  Höhen  mit  dem  Zirkel  abgreifen,  sondern  es  muss  die  Ergänzungshöhe 
von  M  des  Profils  Taf.  3»  mit  2,6»  für  den  Auftrag  und  die  Höhe  von  N  tnit 
4,55"*  für  den  Abtrag  zur  Profilhöhe  in  Zahlen  addirt  werden,  und  so  bestimmt  sich 
erst  der  den  Flächeninhalt  abschneidende  Strahl.  Dagege''  können  die  Ergänzungs- 
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drelecke  d«r  Flächea  mit  e,75?«  vnH  IS.tV"  tut  Auf-  und  Abtrag  dlrect  mittelst 
HoriioDtollialeD  abgMcbiiitteD  irerdeD,  neu  die  Verticaliininn  d«D  FlächeDiobkllen 
direct  proportioaal  sind,  es  gesch&h  bo  Tat.  S] .  Um  nun  mittelBt  dieser  Tafel  da« 
AariragsproBI  van  Saite  98  Tar.  3,  »  bereohnea,  ermittle  man  die  totale  H5be 
des  Proaii  —  T^il;  der  eDleprechende  Strahl  schoeidet  auf  dem  Neignngs- 
Terbillniaa  a  —  r  —  1,S  mit  der  ßariuntaleii  von  6, TS  Met.  den  FlioheQi ehalt 
atu,  nie  das  anF  der  Flgar  bei  PQ  aogedeolet  iet. 

AU  allgemeine  FlicheDtafel  ist  Taf  4  weitaus  Tortaalehen,  die  Para- 
beln zeigen  ancb  viel  aDscbaDlieher  da«  Oeteti  des  Wacheens  der  Inhalte,  als  wie 
die  reclproke  Eintheilang  der  Abecissen  anf  Taf.  S,. 

Bandelt  es  sich  dagegen  um  die  Hersteilneg:  etoer  Tafel  fBr  ein  speclelles 
ProBI,  so  wird  es  nach  der  JTonn  Taf.  S,  viel  leicbter  sein.  Man  wird  su  h  sogleich 
die  ErgänEungabSbe  c  addiren ,  den  StrabI  k  -\-  c  mit  dem  Index  k  versehen, 
und  die  Einthellnng  der  Flächen  ordinalen  erst  von  derConstanteCdesErginzangs- 
dreieehs  aus  vornehmen.  Dann  wird  der  Strahl  der  HShe  h  auf  der  Ordinate  der 
bfrigong  i  ~a  den  Flicheninhalt  direct  abschneiden. 

Wie  wir  oben  Seite  84  sohoo  bemerkten,  bat  übrigens  Laianne  (&r  Darstel- 
lung dlesw  FlSoheninhalte  die  Parabeln  beibehalten. 

SpSler  werden  wir  noch  den 
^  gj_  Inhalt  ansgedrfiokt  durch  die  Höhen 

h  nnd  h'  Fig.  sT  braucben.  Wir 
nehmen  die  dnrch  die  Figur  ange- 
deutete Verwandlung  in  die  schraf- 
Arte  Ftfiche  Tor.  Dann  erbfilt  man 
den  gesuehten  Flächeninhalt  ^nfach 

F=U{h  +  h}  +  ^^. 

Diese  Formel  kann  man  in  die  fol- 
gende Form  bringen : 

--'('4^)+iC4^)"-iC-^X 

wenn  man  den  Inhalt  des  nnten  horiionla]  begreoiten  Prodis  der  HOhe  -  (ft  -{■  h') 
mit  F"  beielahDet. 

— — ( — ^  )  '•^^  ^^  ^*'  Inhalt  eines  recbtwlnkeligen  kleinen  Dreieoka, 
denen  HTpothennse  die  BOeohnng  nnd  dCMOn  Höhe  gleich  der  halben  HOben- 
differens  ^{Jl  —  V)  ist. 

Im  anthograpUrten :  ^lUeueü  dt  nout  des  ancitiu  äinet-mgtniMrt  dt  Loa- 
tonne  15  Die.  69*  echllgt  Herr  Ed.  Ptllit  vw,  einfach  Tafeln  tii  Profll-Inhalte 

bei  horiontalem  Oelitnde  an  berechoen ,  F"  neben  der  HOhe  -— (A  -f*  k')  anfln- 
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schlagen  and  mit  den  Inhalten  des  eben  beseichneten  Icleinen  Dreieclcs  zu  corri- 
giren,  die  zu  diesem  Behnfe  für  die  verschiedenen  Höhendifferenzen  ebenfalls  in 
einer  Tafel  losammengestellt  werden  könnten. 

Wir  machen  daranf  aufmerksam,  dass  die  znr  Berechnung  der  mittleren  Höhe 

und  halben  Höhendifferenz  —(h  —  h')  nothwendige  äussere  Höhe  h'  weder  aus  der 

Vermessung  noch  aus  dem  Nivellement  sich  ergiebt,  sondern  durch  Zeichnen  des 
Profils  construirt  werden  muss ,  und  dass  die  Benutzung  der  Tafeln  nur  dann  vor- 
theilhaft  sein  kann,  wenn  dadurch  Jenes  Zeichnen  erspart  wird. 

Immerhin  glaubten  wir  diesen  Vorschlag  hier  mittheilen  zu  müssen,  und  be- 
merken noch,  dass  Herr  Pellis  das  ganze  und  nicht  das  halbe  Profil  behandelt  hat. 
Die  Form  der  obigen  Gleichungen  ändert  sich  dabei  gar  nicht. 


21.  Verwandlung  von  Kreisflächen. 

Bei  Verwandlung  einer  von  einem  Kreisbogen  begrenzten 
Fläche  muss  man  stets  von  der  Eigenschaft  des  Kreises  Gebrauch 
machen,  dass  der  Flächeninhalt  eines  Kreisseetors  gleich  dem 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist,  das  den  Mittelpunkt  zur  Spitze 
und  ein  dem  Kreisbogen  gleich  langes  Stück  der  Tangente  zur 
Basis  hat. 

Das  einzige  praktische  Verfahren,  einen  Bogen  auf  einer  Tan- 
gente zu  strecken,  besteht  darin,  eine  beliebige  Sehne  auf  dem 
Bogen  und  auf  der  Tangente  gleich  oft  umzuschlagen,  und  die 
Reste  am  Ende  zu  addiren.  Da  fragt  es  sich  nun,  wie  gross  darf 
der  Bogen  a  genommen  werden,  wenn  beim  Messen  des  Bogens  / 
durch  Umschlagen  der  Sehne  von  a  der  Fehler  nicht  grösser  als 
d  sein  soll. 

Die  Differenz  zwischen  Bogen  und  Sehne  ist,   wenn  wir 

2  r  sin.  -^-,  wo  r  den  Badius  des  Bogens  bezeichnet,  durch  eine 
Reihe  ausdrflcken  und  voih  Bogen  a  abziehen 


4  .  6  r>  4  •  6  .  8  .  10  r* 


+ 


Der  Fehler  d  wird  nun  gleich  —  mal  dieser  Düferenz  sein, 

a 

weil  der  Bogen  a,  —  mal  in  /  umgeschlagen  werden  muss ,  wir 

haben  also: 
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</=: 


l 


a> 


a*l 


a       24r»        24r>' 

indem  der  Bogen  a  immer  so  klein  angenommen  werden  muss, 
dass  das  zweite  Glied  der  Differenz  gegen  das  erste  vernachlttssigt 
werden  kann.    Hieraus  folgt  nun 


724 


Fttr  gewöhnliches  Reissrechnen  wird  wohl  */ioo  oder  der  Ab- 
runduDg  wegen  Voe  Gentimeter  eine  genügende  Genauigkeit  sein, 
substituirt  man  diesen  Werth  für  d,  so  erhält  man 


T-    9 


2Y1 

wo  /  in  Centimetern  ausgedrückt  werden  muss*  Ist  z.  B.  der  zu 
messende  Bogen  4  Ctm.  lang,  so  muss  a  «»  Vi^»  ^^  ^^  dagegen 
25  Ctm.  lang,  so  muss  a  =»  Vio'*  genommen  werden. 

Wir  empfehlen  a  nie  kleiner  als  diese  Formeln  es  erheischen 
anzunehmen,  weil  man  durch  zu  häufiges  Umschlagen  einer  Sehne 
an  Genauigkeit  wieder  einbüsst,  was  man  durch  die  kleinere  Seh- 
nen- und  Bogendifferenz  zu  gewinnen  hoffte. 

Bei  dem  Strecken  eines  Bogens  J  B  (Fig.  58)  auf  der  Tan- 


gente ist  es  zweckmässig,  bei  dem  dem  Berührungspunkte  A  ent- 
gegengesetzten Ende  B  mit  Umschlagen  der  Länge  a,  die  hier 
etwa  Vs  des  Radius  r  angenommen  wurde ,  zu  beginnen  und  um- 
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zuschlagen,  bis  A  in  eine  Strecke  von  a  fällt,  yon  dem  dann  A 
nächstliegenden  Endpunkt  von  a  schlägt  man  dann  dieses  eben- 
soyiele  (hier  7)  Male  auf  der  Tangente  hinaus,  als  man  es  auf  dem 
Bogen  herumgeschlagen  hatte.  Aus  leicht  begreiflichen  Gründen 
ist  diess  viel  genauer,  als  das  Strecken  durch  Eintheilen  des  Bo- 
gens  in  eine  gewisse  Zahl  gleicher  Theile  bewirken  zu  wollen. 

Wir  halten  dies  ffir  praktisoher  als  wie  das  Coostrnirender  Länge ,  um 
welche  die  halbe  Sehne  eines  Bogens  vergrössert  werden  mnss.  So  schlägt  s.  B. 
Herr  Bjaxra.  Hanacek  in  der  Zeitschrift  des  österreichischen  Ing.-  u.  Arch.- Vereins 
1871  vor,  den  Bogen  nach  der  Formel : 


•  -  2/i*  +7*  +  4 


zu  constroiren.  y^/>  4~/'  '^^  gleich  der  Sehne  des  halben  Bogens  und  rr  ist 
der  Abschnitt  des  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  Höhe  =*  /  nnd  dessen  anderer 
Abschnitt  »  3  /  ist.    Setzt  man  ~  -  ^  t  nnd  entwickelt  man  s ,  so  findet  man : 

*  =  2  /  ( l  +  ^  r«  -  1-r«  +  -^r« ) ; 

während  es  nach  S«  108  sein  soUte: 

Ä«2/(l  +— 1> ^i*+  — »• ). 

^    ^  3  15       ~    35  ' 

Der  Fehler  ist  also  kleiner  als  -  - --  der  Länge.  Bei  einem  Halbkreis  von  ,05  inet. 

Darohmesser  erhält  man  den  nnzulässigen  Fehler  von  ,001. 

Es  ist  also  richtiger  und  praktischer,  die  Länge  a ,  womit  man  die  Bogen 
messen  will,  so  klein  anzunehmen,  dass  sie  keiner  Correction  bedarf,  als  wie  den 
Bogen  mit  seiner  halben  Länge  zu  messen,  dieses  Maass  aber  vorher  zu  corrigiren. 

Will  man  aber  bei  sehr  kleinen  r  die  Bogenlänge  rechnen ,  so  thut  man  am 
besten,  sich  der  richtigen  Formeln  von  S.  108  za  bedienen. 

Der  Inhalt  des  Sectors  ist  gleich  dem  des  Dreiecks  AOC,  das 
nach  irgend  einer  der  früheren  Regeln  auf  jede  beliebige  Doppel- 
basis redncirt  werden  kann. 

Der  Inhalt  des  Segmentes  AB  ist  gleich  der  Flächen- 
differenz OAC  —  OAB  oder  gleich  dem  des  verschlungenen 
Vierecks  ^  C 0 Ä,  dessen  Inhalt  nach  Nr.  16  S.89  durch  i/j  .2b  .f 
dargestellt  werden  kann. 

Es  ist  nicht  gerade  nothwendig,  dass  die  Tangente  durch  den 
Anfangspunkt  des  Bogens  gehe,  sondern  sie  kann  an  jedem  be- 
liebigen Punkt,  wie  in  Fig.  59,  den  Bogen  berühren,  es  wird  dann, 
wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  CT  nach  A  T  und  D  T nach 
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B  T  gestreckt  {T  Berührungspunkt  der  Tangente).  Der  Inhalt  des 
Sectors  ist  dann  gleich  OAB  und  der  des  Segments  gleich 
AOB—  OCD  oder  gleich  dem  Inhalt  der  Figur  OABODCO, 
in  der  das  Viereck  ABFE  in  einem,  die  Dreiecke  OEC  und  ODF 
im  entgegengesetzten  Sinn,  das  innere  Dreieck  OEF  aber  gar 
nicht  mehr,  umfahren  erscheint.  Die  Verwandlung  in  ein  Viereck 
ABD,C,  wird  wohl  am  leichtesten  dadurch  bewirkt  werden,  dass 
man  durch  Ziehen  von  0  C,  parallel  zu  CA  und  OD,  parallel  zu 
DB  die  negativen  Dreiecke  AOC  und  BDO  nach  AC,C  und 

Fig.  59. 

R --* 


BDD,  bringt.    Der  Inhalt  dieses  Vierecks  ABD,C,  oder  der  des 
Segments  wird  dann  durch  -^2&  .  /*  gemessen. 


22.  Yerwandlang  eines  Gewölbbogens. 

Es  ist  der  Flächeninhalt  des  Gewölbbogens  (Taf.  3«)  auf  die 
Doppelbasis  2  £  zu  reduciren. 

Durch  Streckung  der  beiden  das  OewOlbe  begrenzenden  Bo- 
gen auf  die  Anfangstangente  A  B  und  2  3  erhält  man  den  Inhalt 
des  äusseren  Sectors  '^^  OAB  und  des  Innern  13  2.  Der  Inhalt 
des  Gewölbes  ist  nun  gleich  dem  Inhalt  des  äusseren  Sectors  OAB 
weniger  dem  Inhalt  der  beiden  Dreiecke  OAlC  und  3  2  1,  also 
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weniger  der  Figur  0^32  1  CO.  Wenn  man  sie  abzieht,  so  erhält 
man  die  Figur  ABOCIÜA^  in  welcher  die  vom  Dreieck  OAB 
übrig  gebliebenen  Flächen  schraffirt  und  in  gleichem  Sinn  um- 
fahren sind.  Die  tlber  dieses  Dreieck  hinausfallenden  Theile  der 
abzuziehenden  Flächen  sind  punktirt  und  im  entgegengesetzten 
Sinne  umfahren»  Am  einfachsten  verwandelt  man  diese  Figur  in 
ein  Viereck,  indem  man  nach  Kr.  17  S.  91  den  Zug  C123A 
analog  Taf.  3^  in  die  Linie  C,  A  verwandelt ;  man  erhält  dann  das 
verschlungene  Viereck  ABOC,y  dessen  Inhalt  durch  das  halbe 
Product  der  Linien  2  b  und  /'  dargestellt  wird. 

Die  Figur  sieht  etwas  einfacher  aus,  ist  es  aber  nicht  viel, 
wenn  man  nur  die  eine  Hälfte  des  Gewölbbogens  vornimmt  und 
verwandelt.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  verfahrend,  erhält 
man  als  Flächeninhalt  des  halben  Gewölbes  (Taf.  Sy)  die  Figur 
ABC0321A,  die  eben  so  viele  Seiten  als  Taf.  3«  hat.  Ver- 
wandelt man  dann  den  Zug  ^123  0,  ähnlich  Fig.  51  S.  90,  in 
die  Linie  AC,y  so  erhält  man  als  Flächeninhalt  des  halben  Ge- 
wölbes das  durch  die  Linien  2  b  und  f  dargestellte  Viereck 
ABCC,. 


Sehr  b&aflg  sind  in  FäUen  wie  in  den  eben  be- 
handelten die  Kreisbofi^en  dureh  ilire  Spannweite  und 
ihren  PfeU  gegeben,  und  es  sollen  dann  ans  diesen  die 
Bogenlängen  und  die  Inhalte  des  Sectors  and  des  Seg- 
ments berechnet  werden.  Bezeichnet  mao,  siehe 
Fig.  60,  den  Pfeil  mit  /,  die  halbe  Spannweite  mit  /, 
den  halben  Centriwinkel  mit  a,  so  berechnet  man  sa- 
nächst  a  ans : 


Fig.  60. 


tg 


2 


■rff  ■-  r 


und: 


-/  +  - 


f/Q+O- 


(t+0. 


Woraus  sich  die  halbe  Bogenlänge  s,  der  Inhalt  des  halben  Sectors  S^  und  der  des 
halben  Segments  Sg  wie  folgt  ergiebt : 


"2 

1 


a  r*, 


1 


^0 


2   <*r^  —  -fHr 


n 
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/ 
Ist  das  Verhältniss   -j-  ^^  ^  s^hr  klein,  so  ist  es  zweckmässig,  diese  Ausdrücke 

in  Reihen  von  t  zu  entwickeln.     Man  erhält: 

2  3  "^    5  7         ~ 


«  =  «r 


'  2  4     -^  \  r*  ^1.3  ~  1.3.5         3.5.7^5.7.9^  / 

*V  =  s,--i-//(-L_,)  =  ,,/(J_+Jl__^+_l!__....) 

Soll  der  Pfeil  aas  Spannweite  und  Radius  berechnet  werden,  so  hat  man : 

-./■TT-   n.        ^      .       '*       .      1-8/»     , 
'  ^  2r    ^  2.4r«    ^2.4.6r»^ 

Drückt  man  den  Pfeil  des  halben  Bogens/i  durch /und  raus,  so  erhält  man: 


«     — 1/«—  i    ^  ^    I    ^  .     /»  l.S/*»  1 

*"        [/'"  2'"-^'"4-'"^  4.8r   "^   4.8.12r»  "^4.8 


Sobald  also  -^—  sehr  klein  ist,  kann  der  Pfeil  des  halben  Bogens  gleich  dem 

—  des  Pfeiles  des  ganzen  Bogens  gesetzt  werden.    Auf  diesem  Verhältniss  bemfat 

die  Zimmermannsregel  des  Einviertelns,  welche  in  sehr  vielen  Fällen,  z.  B.  bei  der 
Bestimmung  von  Curvenpunkten  zwischen  den  vorhandenen  Curvenpfählen  sehr 
gute  Dienste  leistet. 


23.  Verwandlung  von  Flächen,  die  von  beliebigen 

krummen  Linien  begrenzt  sind. 

Bei  diesen  Verwandlungen  betrachtet  man  kürzere  Strecken 
des  krummen  Umfanges  als  Parabelbogen. 

PI    gj  Der  Flächeninhalt  eines    Pa- 

/  rabelsegments  (Fig.  61)  ist  gleich 

"^^"f^rt^  der  Sehne,    multiplicirt    mit  -«- 

i   I     '"-'^       des  Pfeils,  also  gleich  dem  Inhalt 

"  eines  Dreiecks,  das  die  Sehne  zur 

4 
Basis  und  -^^,  wo /"die  Länge  des  Pfeiles  orthogonal  gemessen 

ö 

bezeichnet,  zur  Höhe  hat. 


23.  VerwandluDg  tod  Flächen  etc. 
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Sind  viele  derartige  Verwandlungen  vorzunehmen ,  so  wird 

4 
die  Multiplication  von  fmii  -^  am  leichtesten  mittelst  eines  festen 

Proportionalzirkels  vorgenommen. 

Man  theile  nun  eine  krumme  Linie  (Fig.  62)  in  so  viele  kleine 
Theile,  dass  jeder  einzelne  Bogentheil  als  Parabelbogen  betrachtet 
werden  kann,  und  verwandle 
die    Parabelsegmente    über  '^' 

den,zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  verbindenden  Sehnen 
so  in  Dreiecke,  dass  die  Spitze 
eines  jeden  neuen  Dreiecks 
auf  der  Yerwandlungslinie 
des  vorausgegangenen  Seg- 
mentes liegt.  So  erhält  man 
statt  des  Bogens  ein  Polygon, 
das  gerade  so  viele  Seiten 
hat  als  Segmente  angenom- 
men wurden,  und  das  den- 
selben Flächeninhalt  als  der 
Bogen  einschliesst.  Das  Ver- 
fahren wird  durch  einen 
Blick  auf  Fig.  152  klar  wer- 
den ,  wo  von  ^  gegen  B  hin  verwandelt  wurde.  Das  Polygon 
kann   dann  nach  den  vorausgegangenen  Regeln  reducirt  werden. 

Ueber  die  Grösse,  die  man  den  Segmenten  geben  darf,  um 
sie  noch  als  Parabelsegmente  betrachten  zu  dürfen,  kann  natür- 
lich nichts  gesagt  werden ,  so  lange  die  Natur  der  Curve  unbe- 
kannt ist,  die  verwandelt  werden  soll.  Wir  beschränken  uns  da- 
her hier  darauf  zu  untersuchen,  wie  gross  der  Fehler  wäre,  den 
man  beginge,  wenn  man  auf  diese  Weise  den  Inhalt  eines  Kreis- 
segments bestimmte. 

Der  Inhalt  eines  ganzen  Kreissegments,  ausgedrückt  durch 
den  Pfeil  /'und  die  Sehne  2 /  ist  laut  voriger  Nummer: 

Nimmt  man  also  diesen  Inhalt  als  Parabelsegment  =  */^fl  an,  so 
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wird  ein  Fehler  begangen,  der  kleiner  ist,  als  Vs'^  *  ^1  /)  ^" 

kleiner  als  l^~A  mal  den  Flächeninhalt;  ein  Verhftltniss,  dasnäi 

leicht  dem  Gedäohtniss  einprägt  Ist  also  der  Pfeil  ^, ,«  der  Seime, 
so  ist  der  Fehler  kleiner,  als  Vioo  des  Segmentinhalts. 

Um  übrigens  noch  etwas  Bestimmtes  vor  Augen  zu  fthren, 
wollen  wir  uns  denken,  es  werde  alles  auf  eine  Baaia  tob  iCeoti- 
meter  oder  Doppelbasis  von  2  Centimetern  redueirt,  und  es  ui 
Vioo  Centimeter  die  Genauigkeit,  mit  der  die  Höhen  abgegriffen 
werden  können,  so  wird  ein  Quadratmillimeter  die  erzielte  Ge- 
nauigkeit sein.     Setzt  man  also 

SO  erhält  man,  wenn  nach  einander  gesetzt  wird: 


/•  = 

1. 

2, 

3, 

4, 

5,    Milliin. 

2/  _  ^-n 

15' 

0,54 

4,3 

14,4 

34,1 

66,7  Hillim. 

2'        .8.« 
f         15' 

0,54 

2.1 

4,8 

8,5 

13,3 

.  0,54 

2,1 

10,1 

38,4 

113,6  Hillim. 

Centn  Winkel              1, 

500.8' 

86«  26 

45«.14 

26«  23 

'    11«.  25' 

Trägt  man  diese  Segmente  auf,  so  erhält  man  die  Fig.  63,  wo 
bei  allen  Segmenten  1  Quadratmillim.  gefehlt  wird,  wenn  man 
den  Flächeninhalt  durch  Multiplication   der  Basis   mit  Va    ^^^ 

Fig.  63. 


.^.q^l:::^ 


Höhe  bestimmt.  Bei  gewöhnlichen  graphischen  Constructionen 
wird  man  wohl  die  drei  letzten  Segmentformen  nachahmen  dlirfen. 
Diese  dem  Gedächtniss  sich  einprägend ,  bildet  man  bei  Einthei* 
lung  eines  Bogens  in  Stücke  ähnliche  Segmente  nach  dem  Gefühl. 


24.   Beetimniiuig  d.  InhaltB  einer  y.  belieb.  Curren  begrensten  Fläche  etc.     Hl 


:.1  ^ 


J. 


34.  Bestimmnng  des  Inhalts  einer  von  beliebigen  Gurren 
begrenzten  Fläche  dnrch  Addition  der  Ordinaten. 

Eine  sehr  einfache  und  häufig  in  der  Praxis,  z.  B.  bei  Messung 
von  Flussprofilen,  Anwendung  findende  Methode  besteht  darin, 
dass  man  die  in  gleichen  Entfernungen  gemessenen  Ordinaten 
summirt,  und  die  Summe  mit  ihrer  constanten  Entfernung  b  multi- 
plicirt;  wobei  man  natürlich  die  Ordinate  in  der  Mitte  einer 
Strecke  b  zu  messen  oder  gemessen  sich  zu  denken  hat.  Da  diese 
Methode  äusserst  einfach  ist,  und  da  auch  wir  sie  häufig  anwenden 
werden,  so  wollen  wir  untersuchen,  wie  gross  der  Fehler  ist,  den 
man  so  verfahrend  begeht. 

Der  also  bestimmte  Flächeninhalt  ist  gleich  dem  Inhalt  des 
mittelst  Tangenten  an  den  Endpunkten  der  Ordinaten  A|  Aa...A„_i 
h«  (Fig.  64,  wo  der  Index  2  auf  der  Mitte  von  *  stehen  sollte)  der 

Fiff.  64. 


Curve  umschriebenen  Polygons,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass 
zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  sich  auf  der  Ordinate  ihrer 
Mitte  schneiden,  was  auch  annähernd  der  Fall  ist.  Wegen  der 
Gleichheit  der  über  diesen  Tangenten  AL  und  der  über  den 
Linien  KD^  welche  zur  Abscissenaxe  parallel  laufen,  liegenden 
Flächen ,  kann  man  die  Fläche ,  zu  der  man  gelangt,  durch  die 
staffeiförmig  gebrochene  Linie  KDEF  etc.  sich  begrenzt  denken« 
Der  Inhalt  dieser  Fläche  ist  grösser  als  der,  den  die  Curve  ein- 
schliesst.  Kleiner  als  dieser  Inhalt  ist  der  durch  die  Sehnen 
AMN  eingeschlossene.  Dieser  Inhalt  ist  aber  gleich  der  von  der 
staffeiförmig  gebrochenen  Linie    ABC  DDF  eingeschlossenen 
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Fläche.  Die  Differenz  zwischen  dem  Inhalt  des  eingeschriebenen 
Sehnen-  und  dem  umschriebenen  Tangenten-Polygons,  summirt 
sich  also  in  den  am  Anfange  und  am  Ende  des  Profils  schraffirten 
Rechtecken  und  ihr  Inhalt  ist  =  ^4  *  (*i  —  *o  +  *»  —  *«)• 

Hat  man  die  Ordinaten  so  nahe  aufeinanderfolgend  gemessen, 
dass  die  zwischenliegenden  Bogenstticke  als  Parabelbogen  be- 
trachtet werden  können,  so  wird  die  Curve  alle  Dreiecke  zwischen 
den  Sehnen  und  Tangenten  so  theilen,  dass  die  Fläche  zwischen 
Sehne  und  Curve  doppelt  so  gross  als  die  zwischen  Curve  und 
Tangente  ist.  Die  umschriebene  Tangentenfläche  ist  also  um  ^/s 
des  Inhalts  der  beiden  Rechtecke  zu  gross.  Man  hat  also  den  In- 
halt des  Profils 

F=b^2k-  V'ij  (h,-ho+kn-  Ä,)j 

Wohl  in  den  meisten  Fällen  wird  man  den  hier  bestimmten 
Fehler  ganz  vernachlässigen  können,  wird  er  aber  berücksichtigt, 
so  ist  diese  PonceMsche  Quadratur  (siehe  Parmenlier,  Nouvelles 
annales  de  mathematiques  OcL  1855)  genauer  als  die  alte  Simp- 
^on'sche,  wie  der  folgende  Vergleich  mit  der  Smpsofi'sQhen  For- 
mel zeigt:  diese  setzt  zwischen  den  einzelnen  Parabeltrapezen 
durchaus  keinen  Zusammenhang  voraus,  sondern  es  wird  der 
Flächeninhalt  zwischen  zwei  geraden  Ordinaten  gleich  dem  durch 
deren  Endpunkte  bestimmten  Trapez  ==  Vs(A2iH-Ä2t+2)*unddem 

dartlberstehenden  Parabelsegment  =  «/j  (A2.+  1 ^      a  ^''^— ^)> 

also  im  Ganzen  gleich  =  VeCAsi  +  **2i+i  +  A21+2)*  gesetzt; 
werden  jetzt  alle  diese  Trapeze  summirt,  so  kommen  die  erste 
und  die  letzte  Ordinate  ho  und  A«  nur  ein  Mal,  alle  zwischen 
liegenden  geraden  Ordinaten  aber  zwei  Mal,  ein  Mal  für  das  vor- 
ausgehende, ein  Mal  fttr  das  folgende  Trapez  vor.  Die  ungeraden 
Ordinaten  behalten  ihren  Coefficienten  4,  die  Summenformel 
lautet  dann  so : 

F— VefAo  +4Ai  +2Aj  +  4Ä,H 4h„  +  A^)*. 

Will  man  diese  Formel  mit  der  obigen  vergleichen,  so  muss  man 
specielle  Formen  annehmen.  Gesetzt,  es  handle  sich  um  die 
Flächenbestimmung  eines  Parabelbogens,  dann  werden  beide  For* 
mein  das  gleiche  und  richtige  Resultat  liefern. 
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Wir  wollen  jetzt  einmal  voraussetzen,  alle  geraden  Ordinaten 
seien  gleich  gross ,  ebenso  die  ungeraden ,  die  letzteren  aber  um 
eine  bestimmte  constante  Länge  grösser  als  jene ;  dann  giebt  die 
Stn^son^9che  Formel  eine  Folge  von  unten  mit  Bogen  begrenzten 
Lamellen,  welche  bei  den  geraden  Ordinaten  der  Fläche  Spitzen 
zukehren,  während  sie  bei  den  ungeraden  abgerundet  sind. 

Parmenliers  Formel  aber  giebt  eine  Fläche,  die  bei  den  geraden 
und  bei  den  ungeraden  Ordinaten  vom  Parabelbogen  begrenzt  ist, 
die  zwischen  je  zwei  Ordinaten  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
besitzen  und  zwischen  den  Endpunkten  der  Ordinaten  unduliren. 
Das  Letztere  aber  ist  in  der  Regel  die  vorhandene  Begrenzung  der 
Fläche,  die  bestimmt  werden  soll.  Also  wird  in  allen  Fällen ,  in 
denen  die  Bogen  mit  ihren  bei  den  Enden  einspringenden  Ecken 
nicht  i^arkirt  sind,  die  Simpson' sehe  Formel  ungenauere  Re- 
sultate geben.  Noch  viel  grösser  wäre  der  Fehler,  wenn  die 
Ecken  wirklich  markirt  wären,  aber  sich  bei  den  ungeraden  Ordi- 
naten befändeo.  Denn  dann  müssen  die  geraden  Ordinaten  vier- 
fach eingeführt  werden,  die  Formel  mttsste  lauten : 

und  der  Fehler,  den  sie  begeht,  wäre : 

also  sehr  bedeutend. 

An  dieser  Schlussfolgerung  ändert  sich  nichts,  wenn  die  Or- 
dinaten nicht  abwechselnd  grösser  und  kleiner  sind ,  sondern  ein 
Mal  unter  und  ein  Mal  über  einer  grösseren  durchlaufendeti  Pa- 
rabel, wie  sie  zuerst  angenommen  wurde,  liegen.  Immer  wird  die 
Simpsan'Hehe  Formel  als  Begrenzungslinien  halb  so  viel  Parabeln 
als  Ordinaten  geben ,  welche  bei  den  geraden  Ordinaten  Ecken 
geben,  während  die  obige  Summenformel  eben  so  viele  Parabeln 
als  Ordinaten  giebt,  die  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden Ordinaten  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben.  Die 
Begrenzungslinie,  die  sie  voraussetzt,  schmiegt  sich  daher  einem 
wellenförmigen  Gelände  oder  einer  krummen  Verbindungslinie 
der  einzelnen  Punkte  viel  inniger,  als  die  Simpson'sohe  an. 

Ueberhaupt  ist  durchaus  kein  Grund  vorhanden,  in  diese 
Formel  die  ungeraden  Ordinaten  mit  dem  doppelten  Gewicht  als 
wie  die  geraden  einzuführen. 
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Wollte  man  aber  einmal  die  geraden  und  einmal  die  un- 
geraden verdoppeln  und  aus  beiden  Resultaten  das  Mittel  nehmen, 
80  wllrde  die  Formel  in  die  obige  übergehen ,  die  also  auf  ein- 
fächere  Weise  ein  genaueres  Resultat  giebt. 


25.  Maximalflächen  bei  gegebenem  Umfang. 

In  der  Hydraulik  begegnet  man  häufig  der  Aufgabe,  ein  Profil 
von  gegebenem  Flächeninhalt  so  zu  construiren,  dass  das  Yerhält- 
nisB  der  Fläche  zum  benetzten  Umfang,  d.  h.  der  Profilradius  ein 
Maximum  sei.  Gegeben  sind  in  der  Regel  die  Böschungen  oder 
die  Richtungen  der  Polygonseiten. 

In  allen  Lehrbüchern  der  Geometrie  wird  der  Fall,  in  welchem 
die  Längen  der  einzelnen  Seiten  statt  deren  Richtungen  ge- 
geben sind,  behandelt  und  bewiesen ,  es  mtlssen  alle  Eckpunkte 
des  Profils  auf  einem  Halbkreis  liegen,  während  der  Fall,  in 
welchem  die  Richtungen  gegeben  sind,  ignorirt  wird.  Dass  nun 
in  diesem  reciproken  Fall  die  Seiten  des  Polygons  einen  Halb- 
kreis berühren  müssen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Oberfläche  des 
Wassers  liegt,  he^X  Steiner  vollständig  in  Grelles  Journal  Bd.  XXI F 
bewiesen ;  da  es  jedoch  schwer  ist,  diesen  Beweis  zu  verstehen, 
ohne  die  vorausgehenden  31  Seiten  durchzustudiren,  da  ferner 
diese  Sätze  nur  sehr  wenig  bekannt  zu  sein  scheinen,  so  wollen 
wir  es  versuchen,  in  Folgendem  den  Satz  direct  zu  bewasen. 

Es  sei  Ax  By  B^  Ay  ein  beliebiges  Profil  mit  drei  Seiten  und 
der  Wasseroberfläche,  dessen  Seiten  parallel  mit  den  gegebenen 
Richtungen  laufen ;  forschen  wir  nach ,  ob  nicht  mit  den  gleichen 
Beitenrichtungen  und  demselben  Umfang  ein  anderes  Profil  con- 
struirt  werden  könnte,  dessen  Querschnitt^fläche  grösser  wäre. 
Wir  schlagen  die  Seiten  Ax  B^  nach  CB^  herunter  so,  dass  C  C 
gleich  dem  benetzten  Umfang  ist.  Wir  führen  durch  Bx  die  Pa- 
rallelen ByDx  zu  CAxi  verbinden  C  mitZ^i.  Dann  ist  nach  Grund- 
sätzen der  Flächenverwandlung  der  Inhalt  des  4  Seits  Ax  Bx  Bx  Ax 
gleich  dem  des  4  Seits  CD^  Dx  C,  mithin  um  ODxDx  kleiner  als 
das  Dreieck  COC,  Wir  führen  jetzt  die  Horizontale  AA  durch 
die  Spitze  0  des  Dreiecks  COC,  ziehen  AB  in  der  gegebenen 
Richtung,  dann  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC 
und  Ax  Bx  C  auch  A  B  ==  CB  und  der  benetzte  Umfang  des  Vier- 
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eakn^BB^  ^  CC^  dem  des  Viereck«  ^, Ä, Ä, ^,.  Verwan- 
delt man  dieseg  Vierseit  wie  oben,  indem  man  Parallelen  zu  Cui 
dureh  B  zieht,  so  gehen  diese  Parallelen  durch  den  Punkt  0. 
Denn  wegen  des  Parallelismus  aller  Seiten  sind  die  Dreiecke 
AyDiBx  und  AOB  ähnlich,  mithin  auch  die  ganzen  Vierecke 
-^1  CÄ|  />|  /^  ACBO.  Da  die  Vierseite  aber  zudem  noch  per- 
speetiYisch  liegen,  so  liegen  auch  die  Punkte  CD^O  in  einer 
geraden  Linie.  Das  Resultat  der  Verwandlung  ist  also  Vierseit 
uiBBA  gleich  Dreieck  COC.  Das  Vierseit,  dessen  horizontale 
Seite  durch  0  geht,  ist  also  um  das  Dreieck  OD^D^  grösser,  als 
wie  das  Vierseit  Ax  B^B^A^. 

Fig.  65. 


Man  vergleiche  weiter  ABBA  mit  einem  Vierseit  A^B^B^A^, 
dessen  Horizontale  über  0  liegt.  Die  Parallelen  A^  B^  und  B^  D^ 
führen  zu  einem  Punkt  D^y  der  wieder  in  der  Geraden  C  0  liegt, 
und  das  Resultat  der  Verwandlung  ist  das  verschlungene  Viereck 
CD^B^ C.  Der  Inhalt  desselben  ist  gleich  COC  —  D^OD^,  mit- 
hin ist  es  um  D^OD^  kleiner  als  wie  ABBA. 

Dieses  unterscheidet  sich  von  den  beiden  übrigen  4  Seiten 
dadurch,  dass  es  einem  Halbkreis  umschrieben  ist,  denn  die  vier 
Winkel  a  sind  gleich  gross,  weil  die  zwei  Winkel  bei  B  corre- 
spondirende  und  Wechselwinkel  der  gleichen  Winkel  des  gleich- 
schenkeligen  Dreiecks  ABC  sind.  Alle  Punkte  der  Linien  BO 
sind  demnach  gleich  weit  von  den  in  B  sich  schneidenden  Seiten, 
0  also  gleich  weit  von  den  B  Seiten  ABBA  entfernt. 

Sind  die  beiden  Wasseroberflächen  A^  A^  und  A%  A^  gleich 
weit  von  0  entfernt,  so  haben  die  beiden  Vierseite  A^B^B^Ax  und 
^s  ^2  ^s  ^s  gleichen  Flächeninhalt,  denn  beide  weichen  um  die 
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gleich  grossen  Dreiecke  Dy  0 Df  und  D^  0 />,  von  ABBA  ab. 
Das  jetzt  von  dem,  dem  Halbkreis  umschriebenen  VierseitBewiesene, 
lässt  sich  unmittelbar  aufdas  dem  vollen  Kreis  mit  bestimmten  Rich- 
tungen umschriebenen  Vierseit  ausdehnen ;  denn  theilt  man  das  Vier- 
seit  durch  eine  Linie,  welche  den  Winkel  zweier  gegenttberliegenden 
Seiten  halbirt,  in  zwei  Vierseite,  so  kann  laut  des  oben  Bewiese- 
nen, keines  der  beiden  Vierseite  mehr  vergrössert  werden ,  wenn 
die  vier  Seiten  einen  Kreis  umschreiben ,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  obigen  Theilungslinie  liegt.  Ist  dieses  aber  nicht  der  Fall, 
so  können  beide  vergrössert  werden  durch  eine  kleine  Verlänge- 
rung oder  Verkürzung  des  Segmentes  der  Trennungslinie  der  bei- 
dfiti  Profile  zwischen  den  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  in  der 
Art,  dass  man  die  jedem  Profil  entsprechenden  Punkte  Oder 
Fig.  65  der  Trennungslinie  mehr  nähert. 


Alles  oben  von  Vierseiten,  die  dem  Halbkreis  oder  dem  vollen 
Kreis  umschrieben  sind  Bewiesene ,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf 
Vielseite  von  beliebiger  Seitenzahl  ausdehnen.  Ist  BB  (Fig.  66) 
die  Seite  eines  Vielseits,  welches  den  Kreis,   dessen  Mittelpunkt 

in  der  Wasserober- 
Fig.  66.  fläche  liegt  und  der 

j^ j       die  zwei  äussersten 

Seiten  berührt,  nicht 
berührt :  so  kann 
das  Vierseit  ABBA^ 
gebildet  aus  BB  der 
Wasser  -  Oberfläche 
und  den  bis  zu  die- 
sen Seiten  verlänger- 
ten den  Kreis  berührenden  Seiten,  laut  oben  Bewiesenem  mit  Bei- 
behaltung des  Perimeters  und  der  Seitenrichtungen  so  verwandelt 
werden,  dass  der  Flächeninhalt  grösser  wird.  Schneidet  man  dann 
von  den  Ecken  B  des  verwandelten  Vierseits  die  schraffirten  Ek^k- 
figuren  ab,  so  erhält  man  ein  neues  Vielseit,  dessen  Umfang  ge- 
rade so  gross,  als  wie  der  des  ursprünglichen  ist,  dessen  Flächen- 
inhalt aber  sich  diesem  gegenüber  um  die  Differenz  der  beiden 
Vierseite  vergrössert  hat.  Eine  solche  Vergrösserung  ist  nicht 
möglich,  wenn  alle  Seiten  einem  Halbkreis  oder  Kreis  umschrie- 
ben sind.     Also: 
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zum  benetzten  Umfang  ist  in  den  Vielseiten,  die 
mit  Seiten  gegebener  Richtung  gebildet  werden, 
ein  Maximum,  wenn  sie  einem  Kreis  umschrieben 
sind. 

Wird,  wie  es  bei  Canalprofilen  derFallist,  die 
Wasseroberfläche  nicht  mit  zum  benetzten  Umfang 
gezählt,  so  müssen  die  übrigen  Seiten  dem  Halb- 
kreis umschrieben  sein,  dessen  Mittelpunkt  in  der 

F 

Wasseroberfläche  liegt,  damit  — ein  Maximum  sei. 

P 
Besteht  ein  Ganalprofil  nur  aus  einer  horizontalen,  mit  der 

Wasseroberfläche  parallel  laufenden  Sohle   (Fig.  67)  und  zwei 

Fig.  67. 


beiderseitigen  Böschungen,  so  ist  bei  dem  Maximum  von  — 

die  Summe  der  Böschungslängen  gleich  der  Länge  der  Wasser- 
seite. Denn  der  Winkel  AOB  ist  wegen  des  Parallelismus  der 
Seiten-^  ^  und  BB  gleich  dem  Winkel  a,  also  ist  das  Dreieck 
BAO  gleichsch enkelig  und  AB  gleich  AO,  woraus  der  Satz 
folgt : 

F 

Ueberhaupt  ist  —  ein  Maximum  für  alle  Vier- 

P 

Seite,   in  welchen  zwei  gegenüberliegende  Seiten 

die  Radien  zweier  sich  berührenden  Kreise  sind, 
deren  Endpunkte  auf  Horizontalen  liegen,  und 
deren  eine  die  Sohle,  die  andere  die  Wasserober- 
fläche ist. 
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Bezeichnen  r  %^  die  cotg.  der  Böschungswinkel  (die 
Böschungszahlen),  h  die  Tiefe»  b  die  Sohlenbreite,  so  ist  die  obere 
Breite  der  Wasserfläche  gleich : 


woraus 


*    =/    +^«_r+KlH-T,i-r,, 


2F 

und 


2(j/T+Ü"  +  /l  +r^>)  -  (T  +  z,) 


7«A, 


folgt.  Da  h  auch  gleich  dem  Halbmesser  des  einbeschriebenen 
Kreises  ist,  so  sieht  man,  was  sich  übrigens  auch  von  selbst  ver- 
steht, dass  der  Profilradius  gleich  der  Hälfte  dieses  Halb- 
messers ist. 

In  der  Praxis  werden  in  der  Regel  die  Querschnittsfläche  und 
die  Böschungen  angenommen;  aus  diesen  letzteren  kann  man 
dann  B  rechnen,  und  erhält  dann  unmittelbar : 


^-^-]ßf- 


wodurch  die  Querschnittsfläche  und  der  Profilradius,  die  bei  ge- 
wöhnlichem Verfahren  allein  in  die  Formeln  eintreten,  ge- 
geben sind. 

Die  Construction  Fig.  68  wird  wohl  immer  einfacher  und 
praktischer,  als  wie  die  Rechnung  sein.  Es  sei  ein  Profil  von 
15  DMet.  Querschnittsfläche  zu  construiren,  das  einem  gegebenen 
einem  Halbkreis  umschriebenen  Profil  ähnlich  sei.  Wir  oon* 
struiren  auf  Gerathewohl  das  punktirte  den  gegebenen  Bedingun- 
gen entsprechende  Profil,  reduciren  es  auf  die  Basis  2b  =  bm,  so 
dass  das  Endresultat  f  auf  eine  der  geradlinigen  Begrenzungs- 
seiten des  Profils  fällt.  Der  Inhalt  des  Profils  soll  aber  gleich 
&/*»»  6  Met.  statt  bf  sein.   Es  müssen  also  alle  Seiten  a^  im  Ver- 

hältniss  vouYbf  lYbT^Vf  'VT  verändert  werden,  lieber 
dem  grösseren  der  f(hierf)  beschreiben  wir  einen  Halbkreis,  er- 
richten im  Endpunkt  von  f  die  Ordinaten   und  verbinden  ihren 
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Fig.  68. 


Cl'lfittt, 


Endpunkt  durch  die  Linie  c  mit  dem  Anfangspunkt  von  /'und  /% 

c         VT 
Wir  haben  dann  c«  =  ff  oder  ~jr  =  ^—*  Wird  also  a*  im  Ver- 

f      Yf 

hältniss  von  -jr  zu  a  vergrössert,  wie  die  Figur  es  andeutet,  so  ist 

a  die  ai  entsprechende  Seite  des  gesuchten  Profils.  Die  zur  Con- 
struction  dieses  Profils  nothwendigen  Httlfslinien  sind  ein- 
gezeichnet. 

F 

In  jeder  Geometrie  wird  bewiesen,  dass  das  Verhältniss  — 

bei  regelmässigen  Vielseiten  mit  der  Zahl  der  Seiten  wachse,  um 
bei  unendlich  vielen  Seiten,  dem  Kreis  den  Grenzwerth  ^/^  r  zu 
erreichen.  Wir  dürfen  hieraus  schliessen,  dass  bei  nicht  ähn- 
lichen Profilen  dasjenige  den  grösseren  Profilradius  habe,  das  sich 
dem  Halbkreis  am  meisten  nähert ;  und  dass  überhaupt  der  Halb- 
kreis selbst  den  grössten  Profilradius  habe.  Sollten  daher  bei 
Canälen  die  Böschun- 
gen eine  gewisse  Nei-  ^^'  ^^' 
gung  nicht  überschrei- 
ten, so  wäre  Fig.  69  die 
kreisförmige  Sohle  mit 
tangirenden    Böschun- 


Du  ffnphUobe  Heebaen. 


gen,  wie  es  z,  B.  bei  Wildbäcben  mit  £rfol{;  angewendet  worden 
ist,  dasjenige,  welcbes  den  kleinsten  Frofilradius  hat 


36.  &ie  Theorie  des  Planimeters. 

Wird  eine  Rolle  in  der  Art  auf  der  Mitte  eines  Stabes  be- 
festigt, dasB  sie  sich  nur  in  einer  senkrecht  auf  dem  Stab  stehen- 
den Ebene  drehen  kann,  so  werden  die  UmdrehnngeD  der  Rolle 
bei  einem  Fortgleiten  des  Stabes  auf  einer  Ebene  den  Weg  messen, 
den  die  Mitte  des  Stabes  senkrecht  zu  seiner  Richtung  zurück- 
gelegt hat.    Dieser  Weg  multiplicirt  mit  der  Länge  b  des  Stabes 
giebt  jederzeit  den  Inhalt  der  vom  Stab  bestrichenen  Fläche.    Es 
ist  klar  für  den  Fall,  wenn  der  Stab  sich  selbst  parallel  bleibt  und 
eine  Figur  wie  Fig.  70  beschreibt.     Die  Umdrehungen  der  Rolle 
messen  in  diesem  Fall  die 
senkrechte    Entfernung  / 
zwischen    den   Endlagen 
des  Stabes,  welche,  mit 
der  Länge  b  des  Stabes 
multiplicirt,  den  Flächen- 
inhalt   der    Figur   giebt. 
Dasselbe  gilt  aber  auch 
noch,  wenn  der  Stab  nicht 
^-  "•  parallel  bleibt.    Es  stelle 

AB  uadAtB,  (Fig.  71) 
zwei  aufeinanderfolgende 
'  Lagen  des  Stabes  dar; 
der  Inhalt  des  Vierecks 
jiAfBi  B  kann  dann  ein- 
fech  durch  b  {p-\-p\)  dar- 
'*  gestellt  werden,  wo  p  und 

p^  die  Perpendikel  von 
der  Mitte  der  Verbindungslinie  der  beiden  Stabmitten  M  nnd  M, 
auf  die  beiden  Seiten  AB  und  AyBi  bezeichnen.  Das  Viereck 
kann  in  die  Dreiecke  AM^B  -\-  A  AyMy  -\-  BMiBi  zerlegt  wer- 
den ;  die  Summe  der  beiden  letzten  Dreiecke  aber  ist  gleich  dem 
Dreiecke  MAyBt,  denn  da  M  in  der  Mitte  zwischen  A  und  B 
liegtj  so  ist  der  Inhalt  eines  jeden  der  beiden  Dreiecke  MAf  Mi 
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und  M  Hl  By  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Inhalte 
AjixMx  und  BMiBi^  demnach  auch  ihre  Summe  gleich  der 
Summe  jener  oder  gleich  M  AxBx,  Der  Inhalt  des  Vierecks  ist 
also  auch  gleich  AM^B  -{-  M AyB^  =  *  (p  -[■  /^i)>  weil p  und px 
die  halben  Höhen  der  Dreiecke  sind.  Da  diese  beiden  Dreiecke 
die  schraffirte  Fläche  gar  nicht,  die  punktirte  aber  doppelt  be- 
legen, so  folgt  auch  noch  nebenbei,  dass  die  punktirte  Fläche  der 
schraffirten  gleich  sei. 

Um  den  Weg  /  zu  erhalten,  den  die  Rolle  zurücklegt,  denken 
wir  uns,  der  Stab  bewege  sich  anfangs  und  zuletzt  immer  parallel 
mit  sich  selbst,  während  seine  Mitte  die  Linie  MMx  einhält,  und 
drehe  sich  nur  einmal  in  der  Mitte  N^  ohne  dabei  fortzuschreiten. 
Er  wird  auf  diese  Weise  die  Fläche  Fig.  72  beschreiben,  deren 

Jilg.   72. 


Inhalt  gleich  der  Summe  der  beiden  Parallelogramme  ACDB 
und  AiBxDfCx,  d.  h.  =-  ä  (/?  +  pi)^  also  gleich  dem  der  Figur 
ist,  indem  die  beiden  gleichen  Sectoren  NCC^  und  NDDx  nicht 
zu  zählen  sind,  weil  der  eine  sich  addirt  und  der  andere  sich  sub- 
trabirt.  Während  der  Stab  das  erste  Parallelogramm  bestreicht, 
legt  die  Rolle  den  Weg  p  zurttck ;  während  er  die  beiden  Ereis- 
sectoren  JSCCx  und  NDDx  bestreicht,  legt  sie  den  Weg  cA^ 
zurttck,  wenn  mit  c  der  Abstand  der  Rolle  von  der  Mitte  und  mit 
A  \p  der  Winkel  bezeichnet  wird,  den  die  beiden  äussersten  Stab- 
lagen A  B  und  Ay  By  mit  einander  bilden ;  wobei  c  positiv  zu 
nehmen  ist,  wenn  bei  einer  positiven  Drehung  des  Stabes  auch 
die  Rolle  sich  positiv  dreht ;  endlich  legt  sie  den  Weg  p^  zurück, 
während  das  zweite  Parallelogramm  bestrichen  wird. 

Der  ganze  Weg  A  /,  den  die  Rolle  zurücklegt,  ist  demnach : 

A/  =  j»  +  pt  ^-cAV', 
woraus 
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P  ^ P\  ^=  ^l  —  cAt/), 
und  der  Flächeninhalt  des  Vierecks 

AF  =  b  (AI—  cAtp) 
folgt 

Denken  wir  uns  schliesslich  die  beiden  äussersten  Stablagen 
nur  unendlich  wenig  von  einander  entfernt,  so  fallen  die  beiden 
Flächenelemente  Fig.  71  und  Fig.  72,  deren  Inhalte  ohnedies 
nicht  differiren ,  zusammen ;  summirt  man  endlich  alle  Flächen- 
elemente zur  ganzen  bestrichenen  Fläche,  so  erhält  man  den  In- 
halt derselben : 

F=  b  {l  —  cifj). 

In  allen  bisher  benutzten  Figuren  war  die  Rolle  so  ge- 
zeichnet, als  ob  ihre  Axe  mit  der  Richtung  des  Stabes  zusammen- 
falle. Dies  ist  jedoch  keine  nothwendige  Be4ingung,  sondern  es 
genügt,  wenn  die  Rolle  fest  mit  dem  Stabe  so  verbunden  ist,  dass 
ihre  Axe  parallel  mit  dem  Stabe  bleiben  muss,  und  sich  nicht  der 
Länge  nach  bewegen  kann. 

Denn  zwei  Rollen,  die  durch 
einen  Rahmen,  Fig.  73,  so  miteinander 
verbunden  sind,  dass  sie  sich  in  einer 
und  derselben  Ebene  bewegen  müssen, 
legen  den  gleichen  Weg  zurück ,  wie 
auch  der  Rahmen  im  Ganzen  bewegt 
werden  möge.  Wir  beweisen  dies 
zuerst  für  den  Fall ,  in  welchem  der 
Rahmen  um  einen  Punkt  0,  Fig.  73, 
so  gedreht  wird,  dass  alle  seine  Punkte 
Kreisbogen  ^u^,  BB^  um  diesen  Mit- 
telpunkt beschreiben.  Isf  g)  der 
Drehungswinkel,  so  ist  gemäss  der 

durch  die  Figur  angedeuteten  Bezeichnung ^  .  y  die  Strecke, 

über  die  sie  sich  wegbewegt,  der  Weg,  den  sie  dabei  zurücklegt, 

ist  gleich ^  .  cp  .  cos  S  =  rg>,  weil  i  der  Winkel  ist,  den  ihre 

cos  a 

Ebene  beständig  mit  dem  Wege  bildet,  r  g>  ist  aber  auch  der  Weg, 

den  eine  Rolle  amFussP  des  Perpendikels  OP  zurücklegen  würde. 

Der  Weg,  den  die  Rolle  zurücklegt,  ist  demnach  von  ihrer  Lage 

im  Rahmen  unabhängig« 
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Da  es  nun  möglich  ist ,  den  Rahmen  AB  darch  Drehung  um 
einen  Punkt  0  in  jede  beliebige  andere  Lage  zu  bringen^  —  man 
erhält  die  FuBspunktejP  der  Perpendikel,  in  deren  Schnitt  0  liegt^ 
einfach  dadurch,  dass  man  CP  =  CP  gleich  der  halben  Differenz 
der  beiden  Strecken  CA  macht,  —  da  man  femer  jede  unendlich 
kurze  Wegstrecke  als  einen  Kreisbogen  obiger  Art  beschrieben  um 
einen  Drehungsmittelpunkt  0  betrachten  kann,  so  folgt,  dass  der 
Weg  der  Rolle  überhaupt  von  ihrer  Lage  im  Rahmen  unabhängig 
sei,  also  alle  Rollen  im  Rahmen  den  gleichen  Weg  zurück- 
legen. 

Wird  der  Rahmen  parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  so  liegt 
der  Punkt  0  im  unendlich  Fernen.  Wird  er  um  einen  Punkt  der 
eigenen  Mittellinie  gedreht,  so  ist  der  Weg  der  Rollen  as  0,  wie 
sich  das  von  selbst  versteht. 

Die  Rolle  kann  sich  in  verschiedenem  Sinne  drehen,  und 
wenn  Flächen  rückläufig  bestrichen  werden,  so  wird  sie  sich  auch 
rückwärts  drehen.  Der  Stab  kann  auch  öfters  eine  Fläche  be- 
streichen, geschieht  es  jedesmal  in  demselben  Sinne,  so  wird  die 
Rolle  sich  auch  jedesmal  in  demselben  Sinne  drehen,  und  b(l —  ctp) 
wird  die  öfters  bestrichene  Fläche  so  oft  enthalten,  als  sie  be- 
strichen wurde.  Würde  endlich  die  Fläche  zweimal,  aber  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  bestriehen,  so  würde  ihr  Einfluss  auf  den  von 
der  Rolle  zurückgelegten  Weg  «=  0  sein. 

Wichtig  ist  es  nun  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  wissen,  in 
welchem  Sinne  bei  dem  Bestreichen  einer  Fläche  die  Rolle  sich 
drehe.  Da  der  Stab  selbst  keine  Spuren  auf  der  Fläche  zurück- 
lässt,  s  0  m  u  s  s  der  Sinn,  in  welchem  der  Umfang  einer  Figur  von 
den  Enden  des  Stabes  beschrieben  wurde,  genügen,  diesen  Sinn 
zu  bestimmen ;  und  in  der  That  gelten  alle  in  der  Geometrie  über 
den  Zusammenhang  des  Zeichens  des  Inhaltes  einer  Figur  mit 
dem  Sinn,  in  welchem  sie  umfahren  wurde,  aufgestellten  Sätze, 
auch  von  den  Enden  des  Stabes ,  wenn  man  dem  einen  Ende  den 
entgegengesetzten  Sinn  des  andern  beilegt,  d.  h.  wird  die  Rich- 
tung, in  welcher  das  eine  Ende  des  Stabes  sich  bewegt,  durch 
einen  Pfeil  bezeichnet,  so  muss  am  andern  Ende  die  Richtung, 
von  der  es  herkam,  durch  den  Pfeil  bezeichnet  werden. 

Man  kann  nämlich  ein  Flächenelement  ABCD  (Fig.  74,  siebe 
Seite  124)  als  die  Differenz  der  beiden  Dreiecke  OJE  und  ODC 
betrachten  4  die  die  Leitstrahlen  des  einen  Stiftes  OA^niA  des 
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andern  Stiftes  OCy  vom  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  auf  ein- 
anderfolgenden  Stablagen  aus  beschreiben.  Soll  das  Zeichen  der 
Fläche  durch  den  Sinn  angedeutet  werden,  in  welchem  ^i?  und /^C 


Flg.  75. 


beschrieben  werden,  so  müssen  die  beiden  Wege  AB  und  DC  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhalten«  Zu  demselben  Resultat  gelangt 
man  auch,  wenn  der  Drehungspunkt  0  auf  dem  Stab  selbst,  wie  in 
Fig.  75  liegt;  die  Totalfläche  hat  sich  in  dieser  Figur  um  OAB 
vergrössert,  um  OCD  verkleinert,  ODC  ist  demnach  wieder  wie  in 
Figur  74  negativ. 

Setzt  man  also  auf  den  Weg  des  einen  Stiftes  einen  Pfeil  in 
die  Richtung  des  Fortschritts ,  auf  den  des  andern  in  die  Richtung 
des  Rückschrittes,  und  denkt  man  sich  diese  Richtungen  durch  die 
Stäbe  fortgesetzt ,  so  werden  die  positiven  Elemente  ABCD  (Fig. 
74)  und  OAB  (Fig.  75),  in  einem  Sinne,  und  die  negativen  Ele- 
mente, wie  ODC  (Fig.  75)  im  andern  Sinn  umfahren  erscheinen. 
Berücksichtigt  man  nun,  dass  durch  ein  Anreihen  eines  Elementes 
an  das  andere  obiges  Verhältniss  nicht  geändert  wird ,  so  kann 
man  sagen ,  dass  wie  die  Elemente ,  so  auch  die  Totalflächen  in 
gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinn  vom  Stab  bestrichen  wur- 
den, je  nachdem  sie  von  den  auf  ihren  Umfang  gesetzten  Pfeilen 
in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinn  umfahren  erscheinen. 

Hiermit  wäre  die  volle  Uebereinstimmung,  mit  dem  in  der 
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Geometrie  bezüglich  des   Zeichens  der  in  verschiedenem  Sinn 
umfahrenen  Flächen  Gesagten,  dargethan« 

Die  folgenden  Beispiele  mögen  die  Anwendung  des  Obigen 
zeigen.    Die  beiden  Hälften  der  Fig.  76  sind  von  den  Pfeilen  in 

Fiff.  76. 


entgegengesetztem  Sinn  umfahren,  und  auch  in  entgegengesetztem 
Sinn  bestrichen»  wie.die  Pfeile  auf  den  Rollen  es  andeuten. 

Ebenso  klar  ist  es  auch,  dass  in  Figur  77  die  Flächen  —  1 
und  -f- 1  in  entgegengesetztem  Sinn  bestrichen  wurden ,  und  dass 
die  Flächen  o  es  einmal  in  einem  und  einmal  im  entgegengesetz- 
ten Sinn  wurden,  so  dass  diese  Flächen  keinen  Einfluss  auf  den 
Weg  der  Rolle  ausüben  können. 

In  Fig.  77  und  78  ist  der  Weg  der  Rolle  der  Differenz  der 
mit  -f-  1  ui^d  "  1  bezeichneten  Flächen  proportional. 

Da  die  Wege  der  beiden  Stifte  in  Verbindung  mit  den  ausser- 
sten  Lagen  des  Stabes  immer  eine  geschlossene  Figur  bilden ,  so 

Fig.  77. 
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kann  mau  bei  Verschlingungen  jederzeit  die  ganze  Figur  in 
mehrere  geschlossene,  unverschlungene  Figuren  zerlegt  denken, 
wie  Fig.  78,  wo  die  Ecken  dieser  einzelnen  Figuren,  von  Fig.  77, 
abgerundet  wurden ,  zeigt.  Wurde  bei  einer  Yerschlingung  eine 
Flüche,  wie  in  Fig.  79,  mehrere  Mal  bestrichen  und  rundet  man 
dann  die  Ecken  ebenfalls  ab,  wie  in  Fig.  80,  so  wird  jede  öfters 

Fig.  79. 


Fig.  80. 
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bestrichene  Fläche  ganz  in  der  einmal  weniger  bestrichenen  liegen, 
und  die  im  entgegengesetzten  Sinne  bestrichenen  werden  ganz  ab- 
gesonderte Gruppen  bilden.  Natürlich  wird  in  einer  solchen  Figur 
der  Weg  der  Rolle  dem  Flächeninhalt  von  1 .  (+ 1)  +  2 .  (+  2) 
+3  .  (+3)  —1  .  ( — 1)  entsprechen,  wo  (+«)  nur  zur  Bezeich- 
nung der  Fläche  dient. 

Aus  Obigem  geht  auch  hervor,  dass  man  unmittelbar  sehen 
kann,  wie  oft  eine  Fläche  bestrichen  wurde ,  wenn  man  auf  einer 
von  ihr  nach  aussen  gezogenen  Linie  die  durchschnittenen  Um- 
fange mit  Berücksichtigung  ihres  Sinnes  zählt.  Z.  B.  die  von  -|-  3 
nach  aussen  gezogene  Linie  wird  von  1  nach  oben  und  4  nach 
unten  gerichteten  Linien  geschnitten,  mithin  wird  sie  -f-3mal 
im  Sinn  umfahren,  der  am  Ende  der  punktirten  Linie  ange- 
deutet ist. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  wenn  öfters  eine 
und  dieselbe  Linie  befahren  wird,  dieselbe  auch  ebenso  oft  gezählt 
werden  muss,  und  dass  sie  als  eine  Fläche  =  o  einschliessend 
ausfallen  kann,  wenn  sie  gleich  oft  hin  und  her  befahren  wird. 

Kommt  der  Stab  wieder  genau  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurück,  so  haben  seine  beiden 
Enden  jedes  für  sich  eine  ge-  Fig.  si. 

schlossene  Figur  beschrieben^ 
und  es  ist  nun  ganz  einerlei, 
ob  die  beiden  Figuren  zu  einer 
einzigen  miteinander  combi- 
nirt  werden,  oder  ob  man  jede 
für  sich  allein  bebandelt.  Es 
ist  also  einerlei ,  ob  man  sagt, 
der  Weg  der  Rolle  entspricht 
in  Fig.  81  der  DiiFerenz  der 
Flächen  (+1)  und  (—  1)  oder 
der  Differenz  des  Flächeninhaltes  des  Herzens  und  des  Kreises. 


27.  Flftchenmessnng  mittelst  des  Planimeters. 

In  der  einfachen  bis  jetzt  betrachteten  Form  ist  das  Plani- 
meter  nicht  angewendet  worden ,  doch  können  wir  uns  wohl  den- 
ken, dass  ein  solches  Instrument  gute  Dienste   leisten   würde. 


12$  I)**  grtipblicbe  fiechnen. 

sobald  es  io  bo  grossen  DimeBsionen  ausgeführt  werden  äiflsste, 

dass  es  von  einer  einzigen  Person   nicht  mehr  regiert  werden 

könnte.    Wäre  z.  B.  (Fig.  82)  auf  der  Hitte  einer  Stange,  etwas 

länger  als  die  8T<IsBte 

Fig.  83,  Breite  eines  zumessen- 

. ._  _     jg^  Feldes,  eine  Art 

Wagenrad  befestigt,  so 
wären  zwei  Arbeiter  im 
Stande  den  Apparat  so 
schnell,  die  Enden  der 
Stange  immer  Ober  den 
Grenzen  haltend,  über 
ein  Feld  wegzurollen, 
dassderGeometerkaum 
folgen  könnte;  und 
nichts  weiter  zu  tfaun 
hätte,  als  hintendrein  zn 
spazieren,  und  am  Ende  des  Feldes  dessen  Flächeninhalt  am  Zähl- 
apparat des  Rades  abzulesen. 

Sobald  jedoch  das  Planimeter  in  Reisszeugdimensionen  aus- 
geführt werden  soll,  und  als  Hulfsinstrument  einer  einzigen  Person 
dienen  soll,  ist  es  nothwendig,  die  Aufmerksamkeit  des  Zeiehnen- 
den  auf  einen  einzigen  am  Endpunkt  des  Stabes  angebrachten 
Stift  zu  beschränken,  und  das  andere  Ende  Figuren  bekannten 
Flächeninhaltes  zu  beschreiben  zwingen. 

Das  praktiecbste  aller  derartigen  Inatrumente  ist  wohl  das 
Amsler'sche  Planimeter.    Es  liegt  nicht  im  Zweck  dieser  Abhand- 
f^g_  SS,  lung,  die  mechanische 

Einrichtung  dieses  In- 
strumentes zu  beschrei- 
ben ,  wir  verweisen 
deshalb  auf  die  vielen 
Aufsätze,  die  in  ver- 
"  V  schiedenen  Zeitschrif- 
?A,  teu  erschienen  sind,  und 
beschränken  uns  auf  die 
Aussage  des  Prinzips. 
DerStabw^fi  =  fi(Fig. 
SS)  hat  nur  an  einem 
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Ende  A  einen  Fabrstift,  das  andere  Ende  B  ist  scharnierartig  an 
eine  andere  Stange  OB  befestigt,  die  bei  0  durch  einen  Stift  fest- 
gehalten werden  kann.  Beschreibt  man  nun  mit  dem  Fahrstift 
dieses  Instrumentes  eine  beliebige  Gurve  AA^  (Fig.  83) ,  so  wird 
man  nach  26  (S,  122)  die  Flächendifferenz  zwischen  (-|-  1)  und 
( —  1)  gleich 

erhalten,  weil  c  negativ  ist.  Da  es  nun  selten  Figuren  giebt,  die 
gerade  von  einem  Kreis  des  Halbmessers  r  zwischen  2  Linien  von 
der  Länge  des  Stabes  AB  =  b  begrenzt  sind,  so  ist  es  Regel ,  die 
zu  messenden  Flächen  F  (Fig.  84)  ganz  zu  umfahren ;  kommen 
dann  beide  Enden  wieder 
in  ihre  ursprüngliche  Lage  Fiff-  ^^• 

zurttck ,  so  haben  sie  ge- 
schlossene Figuren  be- 
schrieben ,  von  denen  die 
des  einen  Endes  ^  =  0 
ist,  weil  sie  mit  dem  Kreis- 
bogen des  Radius  r  zusam- 
menfällt. Ebenso  ist  der 
vom  Stab  AB  beschriebene 
Winkel  ^  =  0,  und  man 
hat  einfach  den  Flächeninhalt  der  von  A  umfahrenen  Figur 
F=  A/. 

In  dieser  Form  ist  also  das  Planimeter  ein  Instrument,  das 
auf  die  constante  Basis  b  reducirt. 

Liegt  0  im  Innern  der  Figur,  so  wird  während  desUmfahrens 
derselben  der  Endpunkt  B  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreisbogen 
beschreiben,  der  zur  Fig.F  z.  B.  die  in  Fig.  81  S.  127  angedeutete 
Lage  hat.  Setzt  man  die  Pfeile  ein  wie  dort,  und  bezeichnet  man 
die  ganze  vom  Stift  B  beschriebene  Fläche  mit  F,  so  erhält  man, 

weil  1//  =  2  TT  ist, 

als  Ausdruck  der  vom  Stab  bestrichenen  Fläche : 

F—r^n  =  *(/-f-2c7r), 

woraus  F  =  ä  /  -j-  (r*  -|-  2  i  c)  ;r  folgt,  r*  -J-  2  r  i  c  ist  aber  gleich 
r,»  wo  r,  die  Länge  des  Leitstrahls  OA  (Fig.  85,  s.  S.  130)  be- 
zeichnet, wenn  die  Ebene  der  Rolle  C  durch  den  Pol  0  geht,  denn 
man  hat  dann 

9 
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Flg.  85.  -—-3 


2 


und  es  wird  einfach 


Wird  mit  dem  Radius  r,  ein  Kreis  beschrieben ,  so  dreht  sich 
offenbar  die  Rolle  nicht,  man  hat  1  =  o  und  dann  V  =  r,^n,  wie 
es  sein  soll. 


Viertes  Kapitel. 

Verwandlung  der  Körper. 


28.  Darstellung  der  Gnbikinhalt«  durch  Linien. 

Ganz  analog  dem,  was  bei  Verwandlung  der  Flächen  gesagt 
wurde,  verstehen  wir  hier  unter  Verwandlung  der  Körper  die  Be- 
stimmung der  Höhe  eines  Prisma's,  dessen  Grundfläche  gegeben 
ist  und  dessen  Oubikinhalt  dem  des  vorliegenden  Körpera  gleich 
sein  soll. 

Indem  man  sich  nun  den  Cubikinhalt  eines  jeden  Körpers  als 
das  Product  einer  Fläche  F  mit  einer  Länge  oder  Höhe  Ar  denkt, 
verwandelt  man  zuerst  nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  die 
Fläche  auf  eine  Basis  £,  so  dass  bl  =  F  ist,  und  dann,  weil  der 
Cubikinhalt  3  «»  f  A  »»  blk  ist,  das  Product  Iky  das  nun  ebenfalls 
als  eine  Fläche  betrachtet  werden  kann ,  auf  eine  zweite  Basis  a, 
so  dass  ah  ^=s  Ik  ist,  und  erhält 

^=^Fk^abh. 

betrachtet  man  hier  ab  als  Flächeneinheit,  so  ist  h  das  Maass  des 
Körpers. 

Es  ist  demnach  diese  Verwandlung  nichts  anderes  als  eine 
wiederholte  Flächenverwandlung,  und  da  diese  aus  dem  vorigen 
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AbBchnitt  bekannt  ist,  so  haben  wir  uns  hier  nicht  mit  den  Yer- 
wandlangen  selbst,  sondern  nur  mehr  mit  der  Wahl  der  zu  ver- 
wandelnden Dimensionen ,  und  den  Modificationen  derselben  bei 
unregelmäBsig  begrenzten  Körpern  zu  beschäftigen,  wobei  wir  die 
Verwandlung  der  einfachen  geometrischen  Körper  als  Parallel- 
epipeden,  Prismen,  Pyramiden  etc.  übergehen. 

Bei  weitem  die  meisten  unregelmässigen  Körper,  deren  Gubik- 
inhalt  zu  bestimmen  ist,  sind  durch  eine  Reihe  paralleler  Quer- 
schnitte gegeben ,  die  in  mehr  oder  weniger  grossen  Abständen 
aufeinander  folgen.  Unter  diesen  Körpern  sind  die  der  Strassen 
und  Eisenbahndämme  ihres  häufigen  Vorkommens  wegen  die  wich- 
tigsten, und  wir  werden  uns  daher  hier  vorerst  mit  diesen  be- 
schäftigen. 
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Die  Auf- und  Abtragskörper  geradlinigterBahnkörper  (Taf.5i) 
sind  durch  auf  einander  folgende  Querprofile 

F  =  {ABCE)  und  Fy  —  iA^B^C^E^) 

gegeben,  deren  Entfernungen  /  =  AA^  s=  EEx  so  klein  ange- 
nommen weitlen  sollen,  dass  die  Begrenzungslinien  BB^  und  CC^ 
noch  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  können;  nimmt  man 
dann  auch  noch  die  Begrenzungslinien  der  Endprofile  BC  und 
ByCi  und  eines  jeden  Zwischenprofils  B«  C„  geradlinig  an,  so  ist 
die  Begrenzungsfläche  des  Geländes  ein  Paraboloid,  dessen  Leit- 
linien BBx  und  CCi  sind  und  dessen  Erzeugungslinien  immer  in 
einem  der  sich  parallel  bleibenden  Querprofile  liegen.  Diese 
Paraboloidfläche  hälftet  das  Tetraeder  AC  A|Ci,  denn  jedes  zwi- 
schenliegende Querprofil  bei  B,,  C^  z.  B.  schneidet  das  Tetraeder  in 
einem  Parallelogramm  (siehe  die  Fig.  Taf.  5i)  das  von  der  Er- 
zeugungslinie B„  C^  als  Diagonale  gehälftet  wird.  Es  werden 
also  von  der  Paraboloidfläche  alle  Elemente  des  Tetraeders ,  mit- 
hin auch  das  Tetraeder  selbst  gehälftet.  Die  Summe  der  Inhalte 
der  beiden  unter  den  zwei  Tetraederflächen  BCC^  und  BB^Ci  lie- 
genden Prismen,  ist  daher  um  ebensoviel  unter,  als  die  der  beiden 
Prismen  unter  CB^C^  und  CB^B,  über  dem  wahren  Inhalt  des 
Körpers  ist. 

9* 
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Dieser  ist  also  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  dieser  beiden 
Summen  weniger  dem  der  abgestutzten  Pyramide  unter  den 
Böschungen  oder 

^ADAy        AUDy        A,D,A       J,D,Di 

_  CD  E 

wobei  der  Inhalt  des  Bahngrabens,  der  ein  Prisma  ist,  vorerst  ver- 
nachlässigt wurde.  Bezeichnet  man  nun  noch  die  Breite  des  Erd- 
körpers in  der  Bahnplanie  mit  b  s=  AE  =  A^  Ei  und  den  verti- 
calen  Abstand  zwischen  dem  Gelände  und  der  Bahnplanie  in  der 
Mittellinie  mit  h  und  k^ ,  an  den  Böschungen  mit  hi  und  h\ ,  end- 
lich die  Tangente  des  Böschungswinkels  mit  t  wie  alles  in  der 
Fig.  angedeutet  ist,  so  wird 

ED=  —\EyD,=  ^^  ;AD  =  h4-  —  und^iJ9i  =  *  +  — ' 

und  man  erhält  den  Inhalt 


•^>  —     ;2    l    / 


i,  ^  (*  +  V  ^  [* '=>  (*  +  *'+ ''• )  +  Vs  ih  4-  A'+  *'.)]  +  ) 
%  /(*  +  ~^i )  [Vs  (A.  +A',+A)  +  •/,  (A,+A',4- A')] 

der  sich  wie  folgt  reducirt 

3  =  1/,/Ä  (A+A'+A.-f-A,)  4-  V4^(AA'4-A,A'0 

Nun  ist  aber  der  Inhalt  des  Querprofils  laut  Nr.  20  S.  102 


und  ebenso 


F=V,A(A  +  A')  +  2, 


^.  =  V»*(A. +Ä',)  +  Ml 


woraus  durch  Substitution : 
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folgt 

Diese  Formel  kann  anch  aof  die  folgende  Weise  analytisch  abgeleitet  wer- 
den. Unter  der  Voraussetsung,  dass  die  h  sich  proportional  der  Entfernung  x  von 
ersten  Profil  ändern,  hat  man  für  alle  Höhen : 

Bnbstitmrt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  der  Fläche,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 

F(m)  ■—  a  +  ftx  +  ^*'» 
Es  ist  demnach  die  Anfangsfläche  F  «-  a  und  die  Endfläche 

F,  ^F+bl  +  clK 

Hierans  folgt : 

/ 

3  -  J  F(,)  dx  -  Fol  +  'Ithl*  +  Vac/». 
o 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  letsten  Gleichungen  auch  noch  b ,  so  erhält  man 

Nun  ist  aber  a  =  Fund  c  —  (^ "^) i^jj^Tl^)  ,  also 

3-  V.i(F+F,)  -  V.W(Ä,^Ä)  (IlZl*l\ 

2 

ist  die  mittlere  Fl&che  der  beiden  Endprofile ,  welche  noch  die 
QuerBchnitte  aller  prismatischen  Abtragskörper  als  Graben-Fahr- 
bahnkasten etc.  enthalten  dürfen«  Es  ist  also  nicht  ganz  richtig, 
wenn  bei  Berechnung  solcher  Erdkörper  einfach  die  Länge  mit 
der  mittleren  Fläche  multiplicirt  wird,  sondern  es  muss  diese 
noch  vorher  um  die  Fläche  des  Inhaltes 

vermindert  werden.    Da 

*■  und   *■■ 


die  Projectionen  ED  und  EtD^  (Taf.  5i)  der  Böschungen  sind,  so 
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ist  diese  Fläche  (siehe 
Fig.  86)  gleich  dem  Ve  des 
Inhaltes  des  Dreiecks 
^BC,  dessen  £ckpunkt  C 
vermöge  der  in  der  Figur 
ausgeführten  Construction 
um  h  —  Äi  vertical  unter 
der  Böschung  liegt,  und 
das  die  Böschungsdifferenz 
j4B  zur  Basis  hat,  oder 
gleich  dem  schraffirten  Dreieck,  das  Ve  ^^  ^ur  Basis  hat.  Kreuzt 
sich  das  Gelände  innerhalb  des  Profils  (Fig.  87),  so  sind  k  —  k^ 

und  Ä'  —  h\  entgegengesetzten 
Fig.  87.  Zeichens  und  der  genau  ebenso 

construirte  Fehler  ist  zur  mitt- 
lem Fläche  zu  addiren. 

Mittelst  dieser  einfachen 
Construction  kann  also  in  jedem 
speciellen  Fall  leicht  untersucht 
^  werden,  ob  es  hinlänglich  genau 
ist,  den  Inhalt  des  Erdkörpers 
durch  Multiplication  der  Länge  mit  der  mittleren  Fläche  zu  be- 
stimmen, und  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  kann  die  Correction 
mittelst  derselben  ausgeführt  werden,  indem  man  bei  Ver- 
wandlung des  einen  Querprofils  das  doppelte  Fehlerdreieck  gleich 
mit  verwandelt. 

Wird  die  Böschung  vertical ,  so  ist  natürlich  ihre  Projection 


und  mithin  auch  ihr  Fehler  =  0. 


Fig.  88. 


Der  Inhalt  von  zwischen  zwei 
parallelen  verticalen  Flächen  ein- 
geschlossenen Körpern  (wieFig.88) 
ist  also  immer  genau  gleich  dem 
Product  der  Länge  mit  der  mittlem 
Fläche. 

Bei  dem  Uebergang  von  Auf- 
trag   in  Abtrag    kommen    häufig 


29.  Inhalt  regelmässiger  Auf-  und  Abtragskörper.  135 

Körper,  wie  Fig.  89,  sogenannte  Keile  vor.    Auf  solche  Körper 
sind  die  oben  entwickelten  Formeln  ganz  anwendbar.     Die  vor- 

Fig.  89. 


dem  und  hintern  Flächen  Fq  und  F^  sind  vertical  und  parallel  und 
ihre  Entfernung  ist  gleich  der  Dicke  b  des  Keiles. 

Vergleicht  man  nun  den  Körper  Fig.  89  mit  dem  Abtrags- 
profil Taf.  5i ,  und  betrachtet  man  dort  die  Breite  b  als  die  Ent- 
fernung der  beiden  Endflächen  F^  und  F^^  der  in  Taf.  5i  die 
Länge  /  des  Abtrags  entspricht,  so  wird ,  wenn  man  von  dem  Gra- 
ben abstrahirt,  dieser  Abtrag  in  den  Körper  Fig.  89  übergehen, 
wenn  man  in  den  Formeln  3  des  Inhalts,  S.  133,  b  statt  /,  und  / 

Ä'  h  ' 

und  4  statt  b  -\ und  b  -| ^  und  an  allen  tlbrigen  Stellen  H 

ff  * 

und  Hl  gleich  0  setzt.    Der  Inhalt  wird  dann: 

Bei  Massenberechnungen  hat  man  nie  die  Flächen  Fq  und  F|, 
sondern  immer  nur  die  im  Querprofil  enthaltene  Fläche  F  vor  sich, 
und  es  ist  üblich,  um  3  zu  erhalten ,  dieselbe  mit  der  halben  mitt- 

leren  Länge  Va  — ^^  ^©8  Keiles  zu  multipliciren ,  d.  h.  statt  3 
zu  setzen : 

Der  Fehler,  den  man  auf  diese  Weise  begeht,  ergiebt  sich  aus : 

3  =  F .    ^'+^^    +  Vsi*  (Äi-A)  Ci  -/). 

Um  das  letzte  Glied  berücksichtigen  zu  können,  betrachte  man  es 
als  Gorrectiou,  die  an  F  yoi*zunehmen  ist^  nehme 

i 

als  Faktor  heraus,  und  bringe  den  Inhalt  in  folgende  Form 
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3  = 


'l  +  / 


[^+ ■/.*(*. -*).-\^] 


Man  erhält  daher  den  wahren  Inhalt,  wenn  man  F  um  ein  Dreieck 
yergröBsert,  dessen  Basis  »»  b  und  dessen  Höhe  gleich 

Vs(A-0 


(Ai  —  A)  . 


'i  +  ' 


ist  und  dann  mit  der  halben  mittleren  Länge  des  Keiles  multi- 
plicirt. 

Fig.  90  zeigt  die  Construction  dieses  in  der  Figur  schraffirten 
Dreiecks,  sie  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Erläuterung.  Va  C'i  —  0 

Fig.  90. 


und  l\  -^  l  können  dabei  in  beliebigem  Maassstab  aufgetragen 
sein.  Die  Correction  wird  negativ,  wenn  die  Werthe  A|  A  und  l^  l 
sich  kreuzen,  d.  h.  wenn  dem  kleineren  A  das  grössere  /  entspricht 
und  umgekehrt. 

•  Körper  wie  Fig.  91  sind  nicht  mehr  als  continuirlich  erzeugt 
zu  betrachten  und  müssen  so  getheilt  werden,  wie  es  die  Figur 


\ 


s^^' 


30.  Bestimmong  des  Inhalts  nDregelmSssifi^er  Erdkörper  etc. 
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andeutet.  Der  eine  ist  wie  ein  gewöhnlicher  Erdkörper  aus  der 
mittlem  Fläche  zu  berechnen,  und  der  zweite  ist  der  oben  behan- 
delte Keil. 


30.  Bestimmnng  des  Inhalts  nnregelmässiger  Erdkörper 

nach  Gnldins  Begel. 

Nicht  immer  ist  die  Bahn  oder  der  Strassenkürper  geradlinig, 
und  namentlich  bei  letzterem  kommen  häufig  Krümmungen  von 
sehr  kleinem  Halbmesser  vor.  Es  ist  allgemein  üblich,  in  solchen 
Fällen  die  Krümmung  ganz  zu  vernachlässigen,  und  die  immer  zu 
der  Bahnaxe  senkrecht  aufgenommenen  Querprofile  mit  den  in 
derselben  gemessenen  Bogenlängen  zu  multipliciren.  Dieses  kann 
wohl  in  den  meisten  Fällen  bo  gestattet  sein ,  doch  kann  es  auch 
vorkommen,  dass  auf  diese  Weise  ein  sehr  merklicher  Fehler  be- 
gangen würde.    Denken  wir  uns  das  Felsen-Profil  (Fig.  92)  einer 

Fig.  93. 


Strasse  winde  sich  in  einem  Bogen  von  20  M.  Halbmesser  um 
einen  Felsenkopf  herum,  und  es  liegen  die  Schwerpunkte  S  und  S, 
der  Auf-  und  Abtragsflächen  nur  2,50  M.  ausserhalb  der  Bahnaxe : 
80  würde  man ,  bei  Messung  der  Längen  in  der  Bahnaxe  den  Ab- 
trag um  ein  volles  ^/g  zu  gross  und  den  Auftrag  um  ebensoviel  zu 
klein  annehmen.    Denn  nach  Quldins  Regel  ist  der  Cubikinhalt 
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eines  durch  Bewegtings  eines  Profils  erzeugten  Körpers  gleich  dem 
Inhalt  des  Profils  multiplicirt  mit  dem  Weg,  den  dessen  Schwer* 
punkt  S  zurücklegt 9  vorausgesetzt,  dass  das  Profil  immer  senk- 
recht auf  der  Bahn  des  Schwerpunktes  stehe.  Im  oben  erwähnten 
Fall  aber  hat  diese  Schwerpunktsbahn  nur  17,5  nicht  20  M.Radius, 
und  die  in  der  Bahnaxe  gemessenen  Längen  müssen  um 

20  ^* 

reducirt  werden. 

Diese  Guldinsche  Regel  ist  überhaupt  sehr  nützlich ,  um  bei 
den  vielen  unregelroässigen  Körpern,  die  der  Ingenieur  zu  be- 
rechnen hat,  die  richtige  Länge  derselben  zu  bestimmen,  wenn 
einmal  Profile  in  irgend  einer  Richtung  aufgenommen  oder  con- 
struirt  sind.  Wir  glauben  dies  nicht  besser  als  durch  Anwendung 
auf  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Wegübergangs  (Taf.  693) 
erläutern  zu  können.  Es  würde  zwar  auch  hier  das  gewöhnliche 
Verfahren,  mehrere  Profile  bei  a,  b,  c,  d  zu  den  gegebenen  End- 
profilen zu  construiren  und  den  Inhalt  durch  Multiplication  ihrer 
mittleren  Flächen  mit  ihren  Längen  zu  bestimmen ,  wo  dann  die 
Genauigkeit  von  der  Zahl  und  der  Wahl  der  Profile  abhängt,  an- 
gewendet werden  können ;  allein ,  gesetzt  es  handle  sich  darum, 
diesen  Inhalt  ganz  genau  zu  bestimmen ,  so  könnte  man  auf  die 
folgende  Weise  verfahren.  Wir  würden  den  Körper  (durch  die 
Verticalebene  ABC^  die  durch  den  Fuss  der  Böschung  geht,  und 
durch  die  Cylinderfläche  DEB  mit  verticalen  Erzeugungslinien 
die  die  obere  Wegkante  projicirt)  in  3  Theile  theilen. 

Der  erste  liegt  über  den  Böschungen  des  Bahndammes ,  der 
Inhalt  seiner  Erdfiächen  ist  dem  Aufriss  Taf.  5$  zu  entnehmen,  wo 
sich  die  eine  als  krummlinigtes  Dreieck  BCH,  die  andere  als 
Trapez  mit  der  Diagonale  ^D  projicirt  und  ihr  Mittel  ist  mit  der 
senkrechten  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Endfläche  von 
dem  Profil  a  zu  multipliciren.  Der  zweite  ist  ein  Gylinder  mit 
der  Grundfläche  ABEDA  (Taf.  öj),  dessen  Höhe  im  Schwerpunkt 
derselben  bei  S  zu  construiren  ist  (siehe  den  Aufriss). 

Der  dritte  bildet  die  Böschungen  des  Wegdammes ;  dieser  ist 
erzeugt  durch  die  Bewegung  des  veränderlichen  Profils  1,  2,  3, 
1  ist  da  construirt ,  wo  die  Wegkante  ihre  Richtung  ändert ,  2  wo 
die  Böschung  am  breitesten  ist  und  3  am  Ende..  Das  Mittel  je 
zweier  dieser  Profile  ist  mit  dem — ten  von  ihrem  Schwer- 
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punkt  zurückgelegten  Weg  zu  multipliciren.  Der  Inhalt  von  3 
aber  niit  dem  Weg  3  F.  Bei  allen  •  derartigen  Böschungen  liegt 
natürlich  die  Schwerpunktslinie  im  Va  der  Böschungsbreite.  Das 
letzte  Stück  zwischen  den  Profilen  3  und  BC  könnte  auch  als 
Kegel  berechnet  werden,  indem  man  die  horizontale  Projection 
seiner  Grundfläche  mit  dem  Vs  ^^^  verticalen  Abstands  des 
Schwerpunkts  derselben  von  der  Spitze  des  Kegels  multiplicirt; 
diess  ist  ganz  genau  dasselbe,  als  ob  man  '/a  der  Grundfläche  des 
Kegels  mit  dem  von  der  Spitze  auf  sie  gefällten  Perpendikel 
multiplicirte. 

Dem  eben  Gesagten  entsprechend  ist  also  auch  die  Höhe  der 
Viertelskegel  zu  bestimmen ,  welche  beim  Anschluss  an  hohe  Yia- 
ducte  mitunter  auf  sehr  steilen  Thalabhängen  liegen ;  hier  muss 
auch  Vs  ^^^  verticalen  Abstandes  des  Schwerpunktes  der  Grund-, 
fläche  von  der  Spitze  des  Kegels  mit  der  horizontalen  Projection 
der  Grundfläche  multiplicirt  werden. 

Ist  das  Gelände  gebrochen,  so  gilt  das  eben  Gesagte  auch  von 
jedem  einzelnen  Theil  des  Kegels,  dessen  Grundfläche  als  eben 
angenommen  werden  darf. 

Bei  Rotationskörpern  ist  nach  dieser  GuldtVschen  Regel  der 
in  Rechnung  zu  bringende  Weg  gleich  23ß7r  :  jP,  wenn  man  mit 
F  den  Flächeninhalt  der  rotirenden  Fläche ,  und  mit  3)2  das  sta- 
tische Moment  derselben  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  bezeichnet. 
Der  Cubikinhalt  des  Rotationskörpers  ist  demnach  gleich  2  n  mal 
dem  statischen  Moment. 

Eine  Anwendung  von  diesem  Satz  werden  wir  nach  Behand- 
lung der  statischen  Momente  bringen. 


31.  Bestimmiing  des  Gnbikinhaltes  ans  Horizontalcniren. 

Die  Parallelebenen,  durch  welche  oben  die  Cubikinhalte  be- 
stimmt wurden ,  standen  alle  vertical ,  allein  häufig  werden  auch 
horizontale  Parallelebenen,  die  HorizontalcuiTcn,  zur  Bestimmung 
des  Inhalts  ganz  unregelmässiger  Körper  benutzt. 

Der  Abstand  der  Horizontalcurven  wird  gewöhnlich  so  be- 
stimmt, dass  der  Schnitt  des  Geländes  mit  einer  normal  auf  den 
Curven  stehenden  verticalen  Ebene  als  geradlinig  angenommen 
werden  darf.    Nimmt  man   dann  weiter  an,  zwei  aufeinander- 
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folgende  Curven  seien  ähnlich,  so  ist  der  Ei*dkörper  zwischen 
denselben  als  ein  abgestutzter  Kegel  zu  betrachten,  und  sein 
Inhalt 

3-V3A(F+F,+//?Fr), 

wo  h  den  verticalen  Abstand  zweier  Curven  und  F  und  Fj  ihren 
Flächeninhalt  bezeichnet. 

In  der  Praxis  begnügt  man  sich  jedoch  gewöhnlich  damit,  die 
mittlere  Fläche  mit  h  zu  multipliciren,  also 

zu  setzen ,  was  um 

zu  gross  ist.  Da  alle  ähnlichen  Dimensionen  der  beiden  Flächen 
sich  wie 

verhalten,  so  erhält  man  diesen  Fehler,  wenn  man  (siehe  Fig.  93) 

auf  einer  Differenz  S,A  zweier  ahn* 
Fig.  93.  lieber  Strahlen  SA  und  SS,  wo  S  das 

perspectivische  Projectionscentrum 
ist,  eine  ähnliche  Gurve  AB,C,  con- 
struirt,  und  ihren  Flächeninhalt  mit^/« 
des  verticalen  Abstandes  der  Curven 
multiplicirt.  Bei  dem  in  der  £egel 
sehr  kleinen  Verhältniss  von 

AS, 
AS 

ist  dieser  Fehler  meistens  so  klein, 
dass  er  ftlglich  vernachlässigt  werden 
kann ;  in  Folge  der  Kleinheit  desselben 
Verhältnisses  ist  der  aus  der  möglichen 
Unähnlichkeit  solcher  Figuren  ent- 
springende Fehler  nothwendigerwei«e 
noch  viel  kleiner,  indem  er  nur  eine  kleine  Aenderung  in  der 
Länge  der  Projectionsstrahlen  S,  {AB,C,)  bewirkt.  Diesen 
zweiten  Fehler  kann  man  nur  für  eine  bestimmte  Form  der  Curven 
ermitteln,  und  da  eine  jede  bestimmte  Form  in  der  Natur  wohl 
nur  einmal  vorkommt,  so  wollen  wir  diesem  Fehler  zweiter  Ord- 
nung hier  nicht  mehr  weiter  nachspUren. 
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Bei  der  Bestimmung  des  Cubikinbaltes  mancher  Körper,  z.  B. 
Httgelkuppen ,  kommt  es  vor,  dass  diese  nicht  gerade  von  einer 
zu  den  Horizontalcurven  parallelen  Ebene  begrenzt  sind ,  sondern 
noch  etwas  über  die  letzte  Curve  hinausragen.  In  diesem  Fall 
wird  man,  wenn  die  Kuppe  abgerundet  ist  oder  eine  Keilform  hat, 
den  Flächeninhalt  der  letzten  Curve  mit  Va  ^^r  überragenden 
Höhe,  dagegen  mit  ^/a  derselben  multipliciren ,  wenn  die  Kuppe 
mehr  kegelförmig  gebildet  ist  Ueberhaupt  wird  man  dann,  je 
nach  der  Aehnlichkeit  der  Kuppe  mit  der  einen  oder  andern  Form, 
diesen  Coefficienten  zwischen  0,33  und  0,5  wählen.  Ist  sie  aber 
durch  ein  Plateau  begrenzt,  das  nicht  ganz  parallel  zu  den  Hori- 
zontalcurven läuft,  so  wird  man  die  verticale  Höhe  des  Schwer- 
punktes des  Plateaus  über  der  Ebene  der  Curve  mit  der  Mittel- 
fläche dieser  und  der  Horizontalprojection  des  Plateaus  multi- 
pliciren. 

Das  bequemste,  um  nicht  zu  sagen  einzige  praktische  Mittel 
den  Flächeninhalt,  den  die  Curven  einschliessen ,  zu  berechnen, 
besteht  darin,  sie  mit  dem  Planimeter  zu  umfahren.  Sind,  wie  es 
sein  sollte,  die  verticalen  Abstände  der  Horizontalcurven  alle  gleich 
gross,  so  hat  man  einfach  die  um  das  Mittel  der  obersten  und 
untersten  Endfläche  verminderte  Flächensumme  aller  Curven  mit 
h  zu  multipliciren ,  um  den  ganzen  Cubikinhalt  zwischen  diesen 
Endflächen  zu  erhalten.  Eine  allenfallsige  Kuppe  über  oder  unter 
einer  der  Endflächen  wäre  natürlich  hier  noch  nicht  mit  inbegriffen, 
und  wäre  besonders  zu  addiren. 


32.  Bestimmniig  des  Cabikinhaltes  ans  cotirten  Plänen. 

Der  Cubikinhalt  von  Körpern  keiner  sehr  grossen  und  keiner 
bestimmten  Längen-Ausdehnung,  bei  denen  es  also  nicht  der  Mühe 
werth  ist,  besonders  Horizontalcurven  aufzunehmen,  wird  wohl 
am  zweckmässigsten  aus  einem  cotirten  Plan  bestimmt.  Es  wer- 
den so  viele  Punkte  aufgenommen  und  nivellirt,  dass  man  die 
Dreiecke,  die  sie  einschliessen ,  wenn  sie  durch  gerade  Linien  mit 
einander  verbunden  werden,  als  eben  betrachten  kann.  Denkt 
man  sich  dann  alle  diese  Dreiecke  als  Endflächen  von  Prismen, 
welche  die  horizontale  Projection  des  Dreiecks  zur  Basis  haben, 
und  maltiplicirt  man  den  Inhalt  dieser  Basis  mit  dem  Vs  der 
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Cotensumme  ihrer  drei  Ecken,  so  erhält  man  den  Gubikinhalt  des 
durch  dieses  Dreieck  projicirten  Theiles  des  Körpers ,  wenn  als 
Cotenhorizont  eine  Begrenzungsfläche  des  Körpers  angenommen 
worden  war;  war  letzteres  jedoch  nicht  möglich,  so  ist  von  diesem 
Inhalt  noch  der  des  Raumes  zwischen  dem  Cotenhorizont  und  der 
zweiten  Begrenzungsfläche  des  Körpers  abzuziehen. 

Wäre  z.  B.  der  in  Fig.  94  dargestellte  Inhalt  einer  ausgehe- 

Fig.  94. 


benen  FQllgrube  zu  bestimmen,   deren   ursprüngliche  Gelände- 
umrisse durch  punktirte  Linien  angedeutet  sind,  so  hätte  man 

3  =  -S  Vs  (Ai  +  'i,  +  h,)F-  2  Va  (A't  +  ^'2  +  A'a)  ^1  > 
wo  F  die  Flächeninhalte  der  untern   dreiseitigen   Begrenzungs- 
flächen nach  ausgehobener  Erde,  und  F^  die  der  obern  ursprüng- 
lichen Flächen  bezeichnet,  h  und  h'  sind  die  auf  einen  über  dem 
Gelände  liegenden  Horizont  bezogenen  Goten. 

Genau  auf  die  eben  hier  angedeutete  Weise  müsste  auch  ver- 
fahren werden ,  wenn  der  Gubikinhalt  eines  Körpers  aus  seiner 
orthogonalen  Projection  zu  bestimmen  wäre. 


33.  Das  Masseanivellement 

Unter  Massennivellement  verstehen  wir  jene  graphische  Dar* 
Stellung  der  auf  einer  Bahnstrecke  (Körper  von  vorwiegender 
Längenausdehnung)  vorkommenden  Auf-  und  Abtragsmassen,  aus 
der  am  deutlichsten   die   Verwendungsart    dieser  Massen,   die 
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Längen  und  Orenzen  der  verschiedenen  Transportsektionen  er- 
sehen, aas  der  sogar  die  Transportkosten  graphisch  bestimmt 
werden  können,  wenn  das  Massennivellement  in  hinlänglich 
grossem  Maassstab  aufgetragen  wurde;  und  aus  der  am  leicLlt;3ten 
alle  jene  bei  Anordnung  der  Erd  -  Transporte  zu  beobachtenden 
Gesetze  und  Regeln  abgeleitet  werden  können.  Das  Massen- 
nivellement wurde  von  dem  leider  zu  früh  (1847)  verstorbenen 
bayrischen  Sektionsingenieur  Brückner  aus  Neustadt  an  der  Hardt 
ersonnen ,  und  wurde  auf  den  bayerischen  Staatseisenbahnen  als 
noth wendige  Beilage  aller  Massenberechnungen  betrachtet,  um 
deren  specielle  Verwendung  anschaulich  zu  machen. 

Das  Massennivellement  unterscheidet  sich  vom  gewöhnlichen 
Längenprofil  dadurch,  dass  statt  der  Coten  des  Geländes  die  alge- 
braische Summe  aller  bis  zum  treffenden  Profil  vorkommenden 
Auf-  und  Abtragsmassen,  die  beide  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
in  Addition  zu  bringen  sind,  aufgetragen  werden.  Diese  Summen 
sind  also  nichts  anderes  als  die  Zahlen  der  in  vielen  Massen- 
berechnungen eingeführten  Abgleichungscolonne,  in  der  die  Diffe- 
renz der  Abgleich ungszahlen  zweier  beliebigen  nicht  aufeinander 
folgenden  Profile  unmittelbar  den  zwischen  ihnen  vorkommenden 
UeberschusB  an  Auf-  oder  Abtrag  giebt. 

Ohne  uns  weiter  in  die  Bildung  dieser  Zahlen  einzulassen, 
wollen  wir  hier  sogleich  das  auf  Taf.  69  uuter  dem  eigentlichen 
Nivellement  Taf.  6|  aufgetragene  Massennivellement  erklären.  In 
demselben  wurden  die  Aufträge  aufwärts,  die  Abträge  abwärts 
aufgetragen;  bei  der  ersten  Verticalen  von  0  aus  beginnend, 
wurde  also  der  zweite  Punkt  des  Massennivellements  in  der  Verti- 
calen III^  so  aufgetragen ,  dass  seine  verticale  Höhe  über  0,  also 
Ol  in  irgend  einen  Maassstab  die  Auftragsmasse  vor  UI*^  darstellt. 
Ebenso  sind  die  Höhendifferenzen  12  und  2B  gleich  den  Auftrags- 
massen zwischen  lU^  und  ^ ,  und  zwischen  ^  und  ® ,  die  ganze  Ver- 
ticale Ol  B  ist  also  gleich  dem  ganzen  Auftrag  bis  IIP . 

Bei  np  beginnt  der  Abtrag,  er  wird  als  negative  Zahl  in 
Addition  gebracht,  die  Zahlen  der  Abgleichungstabelle,  d.  h.  die 
Coten  des  Massennivellements  nehmen  ab,  und  die  Massen  des 
Abtrags  nach  UP  muss  man  sich  von  B  aus  abwärts  aufgetragen 
denken,  und  so  fort. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Anordnung  ist : 
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1)  Die  gebrochene  Linie,  welche  die  einzelnen  Punkte  desMassen- 
niveliements  mit  einander  verbindet,  ist  aufsteigend  im  Auf- 
trag, abfallend  im  Abtrag ;  im  vorliegenden  Massennivellement 
wurden  erstere  ausgezogen,  letztere  punktirt. 

2)  Die  Uebergänge  von  Auf-  in  Abtrag  sind  Maxima  der  Berge, 
die  von  Ab-  in  Auftrag  Minima  der  Thäler  in  dieser  Linie. 

3)  Der  Linienzug  des  Massennivellements  ist  desto  steiler,  je 
grösser  der  Auf-  oder  Abtrag  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Profilen  ist,  also  je  grösser  das  Querprofil  der  Bahn 
ist;  überhaupt 

4)  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels ,  welchen  der 
Zug  des  Massenoivellements  mit  der  Horizontalen  bildet,  dem 
Querprofil  der  Bahn  proportional.  Sie  ist  also  positiv,  auf- 
wärts gerichtet,  im  Auftrag,  negativ,  abwärts  gerichtet,  im  Ab- 
trag, sie  ist  =  0  bei  dem  Uebergang  von  einem  in  den  Andern, 
und  zwar  bezeichnet  sie  dann  ein  Maximum ,  wenn  sie  in  Ab- 
trag übergeht,  negativ  wird;  ein  Minimum,  wenn  sie  in  Auftrag 
übergeht,  positiv  wird. 

5)  Bei  constantem  Querprofil  des  Auf-  oder  Abtrags  bildet  die 
Linie  des  Massennivellements  eine  gerade  Linie. 

G)  Im  Allgemeinen  werden  also  gewöhnlich  anfangs  zu-  dann  ab- 
nehmende Auf-  oder  Abträge  die  Form  eines  c/)  haben. 

Aus  dem  eben  Gesagten  geht  hervor,  dass  ein  solches  Massen- 
nivellement einen  bessern  Ueberblick  der  Auf-  und  Abtragsver- 
hältnisse als  das  Längenprofil  selbst  giebt,  weil  die  zu  bewegen- 
den Massen,  die  nicht  einmal  den  Auf-  und  Abtragsflächen  des- 
selben proportional  sind,  hier  als  verticale  Abstände,  als  lineare 
Grössen  ins  Auge  fallen ,  allein  der  grösste  Vorzug  desselben  be- 
steht darin,  dass: 

7)  Zwischen  allen  Profilen,  deren  Endpunkte  auf  einer  Horizon* 
talen  liegen,  Ausgleichung  des  Auf-  und  Abtrags  statt- 
findet; dass 

8)  Der  Flächeninhalt  der  Berge  und  Thäler  über  und  unter  dieser 
Horizontalen  dem  variabeln,  von  der  Entfernung  abhängigen 
Theil  der  Transportkosten  proportional  ist,  und  dass 

9)  Diese  Berge  und  Thäler  die  einzelnen  Transportsektionen  be- 
zeichnen, und  zwar  die  über  der  horizontalen  Abgleicbungs- 
linie  liegenden  Berge  die  Sektionen  in  denen  rückwärts ,  und 
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die  u  n  1 6  r  derselben  liegenden  Tbäler  die  Sektionen,  in  denen 
vorwärts  transportirt  wird. 

Da  die  Ordinaten  durch  Addition  der  Auf-  und  Abtrags- 
massen  gebildet  werden ,  so  ist  es  ad  7)  klar,  dass  wenn  die  Ordi- 
nate des  Endpunktes  eines  beliebigen  Stttckes  des  MassenniTelle- 
ments  gerade  so  gross  wie  die  des  Anfangspunktes  ist,  zur  erstem 
ebensoviel  Auf-  als  Abtrag  addirt  werden  musste ,  dass  beide  sieb 
demnach  innerhalb  dieser  Profile  ausgleichen,  und  dass  eine  oder 
mehrere  ganze  Transportsektionen  zwischen  denselben  gebildet 
werden  können. 

Nimmt  man,  wie  gewöhnlich  bei  Anfertigung  der  Tabellen 
für  Transportkosten ,  an ,  es  bestehe  der  Preis  für  den  Transport 
der  Cubikeinheit  auf  eine  variable  Entfernung  aus  einer  Constan- 
ten mehr  einer  einfach  dieser  Entfernung  proportionalen  Variabein, 
so  wird  das  sub  8)  Gesagte  für  diesen  variabeln  Theil  der  Trans- 
portkosten gelten ,  wobei  man  sich  den  constanten  Theil  einfach 
den  Förderungskosten  zugeschlagen  denken  kann.  Es  sind  näm- 
lich dann  die  Transportkosten  des  Massenelementes  A  M  (Taf.  62) 
z.  B.  das  in  der  Transportsektion  III  von  IIP  aus  rückwärts  zu 
transportiren  ist,  bis  zum  Uebergang  von  Auftrag  in  Abtrag  dem 
Product  eAJU  oder  dem  in  Sektion UI  schraffirten  Flächenelement 
proportional.  Die  Gesammttransportkosten  des  in  der  IIL  Sektion 
zu  transportirenden  Abtrags  M  bis  zum  Uebergang  von  Ab-  in 
Auftrag  sind  SeAM  oder  der  Fläche  j4BD  proportional.  Auf 
dieselbe  Weise  wird  bewiesen,  dass  die  Transportkosten  derselben 
Erdmasse  M  vom  Uebergang  von  Auf-  in  Abtrag  an  bis  zu  den 
Orten,  den  diese  Massen  im  Auftrag  einzunehmen  haben,  der 
Fläche  BCD  proportional  sind.  Die  Gesammtkosten  sind  also  dem 
Flächeninhalt  ^BC  proportional. 

Da  bei  diesem  Beweis  die  gegenseitige  Lage  der  Auf-  und 
Abtragselemente  gar  nicht  in  Betracht  kam ,  so  ist  es  bezüglich 
der  Kosten  ganz  einerlei,  wohin  die  einzelnen  Abtragselemente 
im  Auftrag  transportirt  werden,  vorausgesetzt  nur,  dass  bei  diesem 
Transport  die  Grenzen  der  Sektion  nicht  überschritten,  nicht  rück- 
wärts, dagegen  parallel  oder  doch  annähernd  parallel  zurBahnaxe 
transportirt  werde. 

Nur  nebenbei  wollen  wir  hier  bemerken,  dass  die  Fläche 
jäBD  oder  die  2eAM  dem  statischen  Moment  der  Masse  in  Be- 
zug auf  den  Uebergang  von  Auf-  in  Abtrag,  also  dem  Product 
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^  der  Abtragsmasse  M  mit  der  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  von 
diesem  Uebergang  proportional  ist ,  weil  SeAM  der  Ausdruck 
dieses  statischen  Momentes  ist 

Da  dasselbe  auch  bezüglich  des  Transportes  derselben  Masse 
vom  Uebergang  an  zum  Ort  des  Auftrages  gilt,  so  sind  die  totalen 
Transportkosten  einer  beliebigen  Erdmasse ,  dem  Product  dieser 
Masse  mit  der  Entfernung  ihrer  Schwerpunkte  im  Ab-  und  Auftrag 
proportional,  wie  es  seiner  Zeit  schon  Gauthey  bewiesen  hat 

Ein  Blick  auf  Taf.  61  und  63  genügt,  um  die  Richtigkeit  des 
sub  9)  Gesagten  einzusehen.  Da  immer  vom  Abtrag  der  abwärts 
laufenden  punktirten,  zum  Auftrag  der  aufsteigenden,  ausgezo- 
genen Linie  forttransportirt  werden  muss,  und  jene  noth wendiger- 
weise vor  jedem  Thal  und  hinter  jedem  Berg  liegt,  so  folgt, 
dass  Berge  Sektionen  bezeichnen,  in  denen  rückwärts,  und  Thäler 
solche,  in  welchen  vorwärts  transportirt  wird. 

Alles  bisher  Gesagte  ist  eine  unmittelbare  Folge  dessen,  dass 
die  Zahlen  der  Abgleichungscolonnen  aufgetragen  werden.  Will- 
kürlich aber  ist  die  Art  und  Weise ,  wie  die  seitwärts  liegenden 
Füllgruben  und  Ablagerungsplätze  aufgeti*agen  werden  können. 
Auf  Taf.  6s  sind  sie  auf  die  folgende  Weise  dargestellt 

Es  sei  (Taf.  63)  die  Ansicht  der  Bahn  von  oben  und  die  schraf- 
firte  Fläche  in  derselben  die  Füllgrube.  Dann  tragen  wir  von 
jedem  Punkt  Caus  auf  einer  Horizontalen  dieEntfernung  C£«»  C^Ef 
(Taf.  63  3)  dieses  Punktes  von  der  Füllgrube,  mit  Berücksichtigung 
des  Transportsinnes  auf.  Die  Entfernung  eines  auf  der  andern 
Seite  der  Füllgrube  liegenden  Punktes  (iL  Lj)  wird  also  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  so  aufgetragen ,  dass  LM  =  L^  J^  Ky  ist, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass,  wie  es  manchmal  der  Fall  ist,  alle 
Transportwagen  nur  über  einen  bestimmten  Punkt  /|  weg  von  der 
Füllgrube  zur  Bahn  gelangen  können ;  in  diesem  Fall  wird  dann 
der  Ort  aller  Endpunkte  dieser  Entfernungen  eine  Verticale  MK 
sein,  weil  die  Entfernung  der  Punkte  der  Bahn  genau  mit  der 
Länge  der  Bahnstrecken  wächst.  Längs  der  Füllgrube  zwischen 
{JFy  Ji  Fl)  ist  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  der  Bahn  von 
der  Füllgrube  gleich  gross ,  also  JK  =  FG  —  /^  Äi  =  Fj  Ei ; 
nimmt  man  endlich  die  Mitte  der  Füllgrube  H  als  den  Ort  an ,  wo 
die  Transportrichtung  wechselt,  so  erhält  man  als  Ort  aller  Ent- 
fernungen der  Füllgrube  die  gebrochene  Linie  EGHKM.  Man 
sieht  hiemach ,  dass  die  von  der  Füllgrube  bediente  Bahnstrecke 
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in  zwei  Sektionen  I  und  II  (Taf.  61)  zerfällt,  in  deren  letztern  11 
vorwärts  und  in  deren  erstem  I  rückwärts  transportirt  wird.  Die 
Transportkosten  in  der  erstem  sind  dem  Flächeninhalt  EGHCEy 
und  die  der  zweiten  dem  Flächeninhalt  MKHLM  proportional. 
Aach  sieht  man  9  dass  die  an  die  Abgleiohungslinie  CP  stossende 
Sektion  II  dieser  gegenüber  sich  gerade  wie  ein  Thal,  in  dem  vor- 
wärts transportirt  wird,  verhält. 

Genau  auf  dieselbe  Weise,  wie  hier  angedeutet ,  wurden  auch 
die  beiden  Ablagerungsplätze ,  welche  die  letzten  Sektionen  YIII, 
IX,  X  und  XI  umfassen,  aufgetragen  und  Alles  hier  von  den  Füll- 
gruben Gesagte  gilt  auch  von  den  Ablagerungsplätzen. 

Zwischen  zwei  Füllgruben  oder  Ablagerungsplätzen  ist  durch 
das  Massennivellement  allein  die  Eintheilung  der  Transport- 
sektionen durchaus  noch  nicht  bestimmt,  und  es  hängt  z.  B.  ganz 
von  unserm  Belieben  ab ,  durch  Hinaufrücken  der  Abgleichungs- 
linie  CP  mehr  aus  der  Füllgrube  Sektion  II  zu  entnehmen,  mehr 
auf  dem  Ablagerungsplatz  Sektion  VIII  abzulagern,  und  gleich- 
zeitig alle  Thal-Sektionen ,  in  denen  vorwärts  transportirt  wird, 
zu  vergrössem,  und  alle  Berg-Sektionen,  in  denen  rückwärts  trans- 
portirt wird,  zu  verkleinern,  oder  auch  das  Umgekehrte  durch 
Hinabrttcken  der  Abgleiohungslinie  zu  thun. 

Da  fragt  es  sich  nun,  wie  müssen  die  Transportsektionen  ein- 
gerichtet  werden,  damit  die  Transportkosten  ein  Minimum  werden, 
oder  was  ganz  dasselbe  ist,  wie  muss  die  Abgleichungslinie  CP 
gelegt  werden,  damit  die  Summe  der  Flächeninhalte  der  von  dieser 
Linie  abgeschnittenen  Berge  und  Thäler  ein  Minimum  werde. 

Untersueben  wir  die  Aenderung,  die  wir  durch  ein  00  kl. 
Hinaufrtteken  der  Abgleichungslinie  CP  um  A  A  (Taf.  6$)  an  der 
Summe  der  durch  diese  Inhalte  dargestellten  Transportkosten  be- 
wirken. Ist  die  Basis  eines  Bogens  =  b  und  der  variable  Tbeil 
der  Transportkosten  der  Masseneinheit  auf  die  Längeneinheit  für 
diesen  Berg  «»  A,  so  wird  die  durch  das  Hinaufrücken  bewirkte 
Eostenminderung  für  diesen  Berg  dem  Product  bk£^h  proportional 
sein  und  die  Minderung  für  alle  Berge  »»  AhSßbk,  weil  wir  das 
für  alle  Berge  gleiche  Ah  als  Faktor  herausnehmen  können. 
Während  die  Transportkosten  für  die  Berge  sich  mindern,  mehren 
sich  die  für  die  Thäler  und  zwar  um  die  ganz  auf  die  gleiche  Weise 
gebildete  Summe  AhSrhk.  Die  totale  Eostenminderung  ist 
daher  nur: 

10* 
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Soll  nun  durch  ein  unendlich  kleines  Hinaufrücken  der  Ab- 
gleichungslinie  um  AA  keine  weitere  Eostenminderung  mehr  be* 
wirkt  werden  können,  so  muss  diese  Minderung,  d.  h.  die  Grösse 
unter  der  Klammer  gleich  0  sein.  Es  muss  also  die  Summe  der 
mit  den  je  weiligen  Transportkosten  multiplicirten  Bergbasen  gleich 
der  Summe  der  mit  den  entsprechenden  Kosten  multiplicirten 
Thallängen  sein.  Uebersetzen  wir  diesen  Satz  in  die  Sprache  der 
Wirklichkeit,  so  gelangen  wir  zu  der  wichtigen  Regel : 

Die  Transportsektionen  eines  aus  mehrenSek- 
tionen  bestehend  en  Erdbaues  sollen  so  angeordnet 
werden,  dass  die  Summe  der  mit  den  jeweiligen 
Kosten  multiplicirten  Längen  aller  Sektionen,  in 
denen  vorwärts  transportirt  wird,  gleich  der  ebenso 
gebildeten  Summe  für  alleSektionen»  in  denen  rück- 
wärts transportirt  wird,  sei. 

Bei  Bildung  dieser  Summen  müssen  natürlich  die  Längen  der 
äussersten  Füllgruben  -  und  Ablagerungssektionen  (wie  die  Fig, 
Taf.  6)  zeigt)  mit  inbegriffen  sein. 

Herr  Prof.  Eikemeyer  hat  in  seinem  „Massennivellement" 
diesen  Satz  weiter  entwickelt  für  den  Fall ,  dass  die  Transport- 
kosten der  Quadratwurzel  der  Transportlänge  proportional  seien ; 
da  dies  jedoch  nur  für  die  kleinsten  Transpoiiilängen  der  Fall 
ist,  und  bei  grösseren  Transporten  diese  Kosten  viel  mehr  ywx  den 
zu  transportirenden  Massen ,  die  durchaus  nicht  ausser  Acht  ge- 
lassen werden  dürfen,  abhängen,  so  wollen  wir  in  dieser  Richtung 
nicht  weiter  gehen ,  sondern  voraussetzen ,  es  werden  die  Kosten 
pro  Längeneinheit  speciell  für  jede  einzelne  Transportsektion,  mit 
Berücksichtigung  der  Sektions*  (Bahn-)  Länge  und  der  zu  ti'ans- 
portirenden  Massen  ermittelt.  Wir  reduciren  dann  graphisch  alle 
Sektionslängen  auf  den  höchsten  Transportpreis,  indem  wir  von 
dem  Endpunkt  des  auf  einer  Horizontalen  in  irgend  einem  Maass- 
stab aufgetragenen  grössten  Preises  Kreise  mit  den  kleinern  Prei- 
sen an  diese  vom  andern  Endpunkt  des  grössten  Preises  Tan- 
genten ziehen ,  und  dadurch  die  zur  Reduction  dienenden  Sinus- 
verhältnisse erhalten.  Die  hier  reducirten  Bergeslängen  werden 
im  positiven  die  Thallängen  im  negativen  Sinne  aneinander  ge- 
reiht. Das  Resultat  soll  für  die  zweckmässigste  Abgleich  ungslinie 
s=  0  sein ,  ist  das  für  eine  zuerst  angenommene  nicht  der  Fall ,  so 
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kann  mittelst  einer  Fehlercurve ,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden, 
die  Äbgleichnngslinie,  für  die  diese  Summe  =»  0  ist,  leicht  gefun« 
den  werden. 

Es'  ist  das  auf  Taf.  63  unter  der  Voraussetzung  geschehen, 
dass  die  Transportkosten  fUr  alle  Sektionen  gleich  gross  seien. 
Zur  Ermittlung  der  zweckmässigsten  Lage  von  CP  ist  dann  die 
Reduction  überflüssig;  durch  regelmässiges  Umschlagen  des  Zir- 
kels auf  dieser  Linie  erhält  man  sehr  bald  die  Differenz  zwischen 
den  Bergbasen  und  Thalbreiten ;  findet  man  z.  B.  fttr  eine  durch 
P,  gehende  Abgleichungslinie  die  Thal  breiten  grösser  als  die 
Bergbasen,  so  trage  man  diesen  Ueberschuss  auf  der  Abgleichungs- 
linie selbst  in  beliebiger  Richtung,  z.B.  nach  P,  Q,  auf;  findet  man 
dann  für  eine  durch  P„  gehende  Abgleichungslinie  die  Bergbasen 
grösser,  so  trage  man  diesen  Ueberschuss  P„  Q„  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf;  verbindet  man  schliesslich  Q,  und  Q„ 
durch  eine  Fehlerlinie,  so  schneidet  diese  in  P  die  richtige  Lage 
der  Abgleichungslinie  CP  ab.  Diese  Linie  Q,  Q„  wird  im  vorlie- 
genden Falle  eine  Gerade  sein,  weil  keine  Brechungspunkte  des 
Zuges  des  Massennivellements  zwischen  die  durch  P,  und  P^  ge- 
führten Horizontalen  fallen.  Im  Allgemeinen  aber  wird  diese 
Linie  eine  Curve  sein ,  die  wir  mit  dem  Namen  Fehlercurve 
bezeichnen  wollen. 

Dieses  Verfahren ,  das  ganz  der  arithmetischen  Regula  fttlsi 
entspricht,  werden  wir  noch  öfters  anzuwenden  Gelegenheit 
haben.  Es  besteht  also  im  Allgemeinen  darin,  die  Fehler  -}*  ^/  ^r » 
—  Pm  Qm9  die  bei  gewissen  Annahmen  gemacht  werden,  mit  Be- 
rücksichtigung ihres  Sinnes ,  in  irgend  einer  Richtung ,  in  irgend 
einem  Maassstab,  von  irgend  einer  Abscissenaxe  P,  P»  aus  so  auf- 
zutragen, dass  die  Abscissen  in  irgend  einer  Beziehung  zu  den  ge- 
machten Annahmen  stehen,  (hier  bestimmt  der  Fuss  der  Ordinate 
P,P^  selbst  die  Lage  der  Abgleichungslinie),  dann  bestimmt  die 
Fehlercurve,  die  man  erhält,  wenn  die  Endpunkte  aller  dieser 
Fehlerordinaten  mit  einander  verbunden  werden,  durch  ihren 
Schnitt  P  mit  der  Abscissenaxe  die  Annahme ,  die  den  Fehler  0 
giebt;  im  vorliegenden  Fall  geht  die  Abgleichungslinie  selbst 
durch  diesen  Punkt  P. 

Durch  die  zweckmässigste  Lage  der  Abgleichungslinie  ist 
also  diejenige  Uknge  aller  Transportsektionen  bestimmt ,  welche 
die  Transportkosten  zum  Minimum  macht. 
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Früher  wurde  auf  den  bayerischen  Bahnen  das  Massenprofil 
nar  zu  dieser  graphischen  Bestimmung  der  Transportsektionen 
benutzt  9  in  der  letzten  Zeit  aber  wurde  es  auch  auf  den  schwei- 
zerischen Bahnen  zur  Ermittlung  der  TransportkosteoP  selbst, 
durch  Umfahren  der  Berge  und  Thäler  mit  dem  Planimeter,  ge- 
braucht 

Häufig  wird  behauptet,  die  Genauigkeit  mit  der  Kosten  auf 
diese  Weise  ermittelt  werden  können  sei  nicht  gross  genug,  um 
bei  Anfertigung  der  Anschläge  gebraucht  werden  zu  können.  Um 
einen  Begriff  von  dieser  Genauigkeit  zu  erhalten ,  nehme  man  an, 
es  sei  für  die  Längen  der  Maassstab  von  1  :  2000  tel  und  fllr  die 
Massen  der  ron  1  Millimeter  gleich  1000  Gubikmeter  gewählt  wor- 
den, wobei  ein  sehr  grosser  Abtrag  von  150000  cm.  einen  Berg 
von  15  ctm.  Höhe  geben  würde.  Da  die  Ordinatenfängen  das 
Resnltat  einer  reehnerischen  Abgleichung  sind,  so  können  sie 
matkematiseh  genau  aufgetragen  werden ,  und  es  kommt  nur  der 
Fehler  in  Betracht,  den  das  Planimeter  macht  Nehmen  wir  femer 
an,  es  werde  auf  eine  Fläche  von  etwa  250  Octm.  Vt  Dctm.  ge- 
fehlt; so  i«t  dieser  Fehler  Vsootel  der  Kosten  dieses  Abtrages  und 
stellt  den  Transport  von  10000  cm.  auf  10  m.  Länge,  oder  von 
200  em.  auf  eine  Durchschnittslänge  von  500  m.  dar.  Bei  einem 
so  grossen  Erdtransport  kann  diese  Arboitsmenge  gewiss  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen.  Die  Preise  fttr  die  Erdarbeiten 
können  Überhaupt  nickt  auf  eine  Genauigkeit  von  Vmo^^  ^^ 
sprueh  maohen. 

Kommen  verschiedene  Tcansportai ten  vor,  so  versteht  es  sich, 
dasa  jede  einen  ToaiiBport  dajrstellende  Fläche  beeonden  nmfahven 
werden  muss ,  van  mit  dem  entsprechenden  Preis  miiltiplicirt  au 
werden» 
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Wir  schliessen  diesen  Abschnitt,  indem  wir  als  Anwendung 
dea  Bisherigen  zeigen,  wie  alle  bei  einem  EMbau  vorkommen- 
den Rechnungen  graphisch  ausgeführt  werden  ktanen;  wir  haben 
hierau*  nur  (Taf*  6)  eine  Zusammenstellung  von  Operationen, 
die  alle  schon  einzeln  behandelt  worden  sind,  kiiro  au  er- 
klären. 
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Taf.  61  Btellt  ein  Längenprofil  vor.  Wären  die  einzelnen 
Querprofile  gegeben ,  so  könnte  man  noch  diese  einzelnen 
Querprofile  mittelst  der  Flächentafel  (Taf.  4)  auf  die  Basis  von 
10  Gtm.  verwandeln.  Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  voraus- 
gesetzty  das  Querprofil  habe  die  einfache  Form  ABC  (Taf.  64)  im 
Auf-  und  Ai  Bx  C  im  Abtrag.  Auf  die  Doppel  -  Basis  OH  =»2  6 
verwandelnd,  erhält  man  dann  (laut  Nr.  19  S.  U8)  die  Parabel  00, 0„ 
zur  Verhandlungscurve ,  und  0,X,  und  Ot,X„  als  Abscissenaxen 
fttr  den  Auf-  und  Abtrag,  wo  jeder  Profilhöhe  oder  Tiefe  die  Or- 
dinate y  der  Parabel  als  Flächeninhalt  so  entspricht,  dass  der- 
selbe «s  by  ist. 

Werden  alle  diese  y  im  Längenprofil  (Taf.  6|)  vom  Bahn- 
niveau aus  je  auf  dem  entsprechenden  Profil  aufgetragen,  so  erhält 

man  das te  Profil.  Der  Flächeninhalt  zwischen  je  zwei 

anfeinanderfolgenden  Ordinalen  desselben  ist  gleich  der  mittlem 
Ordinate,  multiplicirt  mit  der  Entfernung  der  Profile,  oder,  weil  die 
mittlere  Ordinate  auch  der  mittlem  Querschnittsfläche  proportional 
ist,  dem  Cubikinhalt  der  Hasse  zwischen  den  Profilen  proportional, 
den  man  selbst  erhält,  wenn  dieser  Flächeninhalt  mit  b  multipli- 
cirt wird.  Will  man  bei  dieser  Reduction  den  Fehler  berücksich- 
tigen ,  den  man  bei  Multiplication  der  mittleren  Fläche  mit  der 
Entfernung  begeht,  so  kann  das  Fehlerdreieck  von  den  zwei  auf- 
einanderfolgenden Ordinalen  abgezogen  werden. 

Verwandelt  man  alle  diese  Flächen  in  Dreiecke  der  constanten 
Höhe  hy  so  sind  die  Basen  den  Massen  proportional ,  z.  B.  bei  dem 
Abtrag  nach  V^,  die  Länge  0»  1,  1  2,  2  s  etc.  den  Abträgen  zwi- 
schen V*  —  • ;  •  —  VI' ;  • — ^  etc.  so  proportional ,  dass  man  diese 
Abträge  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Linien  mit  der 
constanten  Fläche  b  h  erhält.  Wegen  der  Grösse  des  letzten  Ab- 
trags wurde  dieser  auf  die  Höhe  2A  verwandelt,  dafür  müssen 
aber  auch  dessen  Basen  dann  überall  doppelt  gerechnet  werden. 
Greift  man  die  Totallänge  0,,  5  mit  einem  Maassstab  ab ,  dessen 
Eintheilungen  mit  b  h  mal  dem  Preis  der  Förderungskosten  mehr 
dem  Preis  der  constanten  Transportkosten  bezeichnet  sind,  so 
erhält  man  unmittelbar  diesen  Theil  der  Kosten  fär  den  Abtrag 
nach  V^.  Dass  man  mit  gehöriger  Ausscheidung  hierbei  auch  noch 
verschiedene  Erd-  und  Transportarten,  d.  h.  verschiedene  För- 
derungs-  und  Transportkosten  berücksichtigen  kann,  braucht  wohl 
nicht  erst  auseinandergesetzt  zu  werden. 
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Dieselben  Längen  auf  der  Verticalen  (V^  in  Taf.  6s)  aufge- 
tragen,  geben  im  Massennivellement  die  Höhendifferenzen  der 
einzelnen  Profilpunkte,  und  die  Flächen  desselben,  den  variablen 
Theil  der  Transportkosten,  den  man  durch  Umfahren  mit  dem 
Planimeter  und  durch  Multiplication  der  erhaltenen  Fläche  mit 
b  h  mal  dem  Preis  dieser  Kosten  ermitteln  kann.  « 
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Momenten. 

Wir  haben  an  diesem  Beispiel  gezeigt,  wie  nach  Verwandlung 
der  Flächen  auf  eine  bestimmte  Basis  die  Flächen  gewissen  Linien 
proportional  sind,  die  mit  andernLinien  verbunden  werden  können 
und  Flächen  geben,  die  Körpern  proportional  sind ;  wie  dann  die 
letztern  Flächen  wiederum  auf  eine  Basis  reducirt  werden  können 
und  Linien  geben ,  die  Körpern  proportional  sind ;  und  die ,  mit 
andern  Linien  zusammengesetzt,  Flächen  geben,  die  statischen 
Momenten  oder  Producten  von  Linien  mit  Körpern  proportional 
sind ,  deren  entsprechende  Flächen  wiederum  verwandelt  werden 
könnten  u.  s.  f. 

Also  schon  auf  diese  Weise  könnten  statische  Momente ,  und 
weiter  gehend  auch  Trägheitsmomente  etc.  graphisch  bestimmt 
werden,  doch  giebt  es  Formen ,  die  sich  hiezu  besser  eignen  und 
die  wir  in  den  nächsten  Abschnitten  behandeln  werden. 


■ 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 


DIE  ZUSAMMENSETZUNG  DER  KRAEFTE. 


Erstes  Kapitel. 


36.  Krftfte  im  Allgemeinen. 

Herr  Prof«  ^Ib.  Moussan  sagt  in  seiner  ^^  Physik  auf  Grundlage 
der  Erfahrung,  Zürich  1858.  I.  B.  S.  26  27 "^  Ober  Kräfte: 

„Dae  Dasein  und  die  Natur  der  Krftfte  kennen'  wir  nicht 
anders  als  aus  den  beobachteten  Wirkungen,  und  müssen  daher 
in  diesen  die  Merkmale  jener  suchen.  Eine  Kraft  wird  genau  de* 
finirt,  wenn  man  1)  ihren  Angriffspunkt  angibt,  das  Körper- 
theilchen,  auf  welches  sie  unmittelbar  wirkt;  2)  ihre  Richtung 
oder  die  Linie ,  längs  welcher  sie  allein  und  ungestört  wirkend, 
dasselbe  bewegen  würde ;  endlich  3)  die  Grösse  oder  Stärke 
derselben,  bezogen  auf  eine  bekannte  Krafteinheit 

Wenn  eine  Kraft  ungestört  und  allein  auf  einen  Körper  wirkt, 
so  offenbart  sie  sich  durch  Mittheilung  von  Bewegung  oder  Er- 
zeugung einer  gewissen  Bewegungsmenge.  Die  erzeugte  Be- 
wegungsmenge  stellt  dann  die  Stärke  der  bewegenden  Kraft  dar, 
unter  der  Einschränkung  jedoch,  dass  die  zu  vergleichenden  Kräfte 
eine  gleiche  Zeit  durch  unverändert  fortgewirkt  haben.  Ver- 
schiedene Kräfte  P,  P  verhalten  sich  dann  wie  die  von  ihnen  er- 
zeugten Bewegungsmengen ,  also,  wenn  m  und  m  die  bewegten 
Massen,  g  g  die  in  der  Zeiteinheit  mitgetbeilten  Beschleuni- 
gungen bezeichnen: 

P:  P'  «=■  mg  :  m  g\ 

und  auf  den  gleichen  Körper  wirkend  wie  g  :  g\ 
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Als  Einheit  wird  diejenige  Kraftgrösse  gelten,  welche  der 
Masseneinheit  in  der  Zeiteinheit*)  eine  Beschleu- 
nigung gleich  der  Längeneinheit  mitzutheilen  ver- 
mag. Wird  ein  Körper,  auf  den  eine  Kraft  wirkt»  durch  Hinder- 
nisse abgehalten  die  Bewegung  anzunehmen ,  so  äussert  sich  die 
Kraft  als  D  r  u  c  k.  Die  Schwere  z.  B.  kann  einerseits  das  Fallen 
des  Steines,  andererseits  den  Druck  hervorbringen,  den  er,  auf  der 
Hand  ruhend,  gegen  dieselbe  ausübt,  und  den  man  sein  Gewicht 
nennt.  Zur  Messung  aller  drückenden  Kräfte  dient  der  Druck  der 
Gewichtseinheit. 

Die  beiden  Arten,  die  Stärke  einer  Kraft  anzugeben,  nach 
Einheiten  der  in  der  Zeiteinheit  mitgetheilten  Be- 
wegungsmenge und  nach  Gewichtseinheiten,  stehen 
nicht  im  Widerspruch,  denn  das  lehrt  die  Erfahrung,  dass  der 
Druck  zweier  fortwirkenden  Kräfte  stets  den  Bewegungsmengen, 
deren  sie  fähig  sind,  proportional  ist.  Ueberdies  kann  man  jeden 
in  Gewichtseinheiten  angegebenen  Druck  P  als  eine  durch  gleiche 
Gegenwirkung  aufgehobene  Bewegungsmenge  betrachten,  oder  als 
Aequivalent  derjenigen  Bewegungsmenge,  welche  die  Schwere  auf 
die  Masse  jenes  Gewichtes,  eine  Zeiteinheit  durch  fortwirkend, 
erzeugen  könnte.  Bezeichnet  also  m  diese  Masse,  y  die  Beschleu- 
nigung aus  der  Schwere,  so  hätte  man 

P^mg; 

und  pnan  muss,  um  Einklang  in  die  Ausdrücke  zu  bringen,  für  die 
eine  bekannte  Masse : 

P 

m  =  — 

9. 
setzen. 

Da  Kräfte  ungestört  wirkend  nicht  anders  als  durch  hervor- 
gebrachte Bewegungen  sich  aussprechen ,  so  lässt  sich  auf  Kräfte 
alles  anwenden,  was  früher  über  Zusammensetzung ,  Aufhebung 
Hte^^u  ^.        und  Zerlegung  mehrerer  ^riffte  gesagt  worden  ist. 

Um  die  Resultirende  (wir  sagen  Mittelkraft)  mehrerer  auf  ein 
gleiches  Theilchen  wirkenden  unabhängigen  Kräfte  zu  bestimmen, 
diejenige  Kraft  nämlich,  die  allein  gedacht  eine  gleiche 


*)  In  dieser  Citation  haben  wir  die  Anwendungen  auf  die  verschiedenen 
Maasssysteme  weggelassen  und  statt  Sekunde,  Gramm  und  Meter  Zeit-,  Gewichts- 
und Längeneinheit  gesetzt. 
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Wirkung  ausübt»  stellt  man  die  Kräfte  ihrer  Stärke  propor- 
tional durch  Linien  dar,  und  behandelt  sie  als  gegebene  Bewe- 
gungen. Die  durch  das  Parallelogramm  oder  das  Polygon  ge- 
fundene resultirende  Bewegung  wird  der  Richtung  und  Grösse 
nach  die  resultirende  Kraft  darstellen." 

Wir  glaubten  nicht  nothwendig  zu  haben ,  das  von  Hrn.  Prof. 
Mousson  auf  Seite  22  seines  Werkes  über  die  Zusammensetzung 
der  Bewegungen  Gesagte  wiederholen  zu  müssen ;  der  Leser  wird 
sich  das  Fehlende  leicht  selbst  ergänzen  können,  und  sehen,  dass 
diese  Auffassung  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Kräfte 
zu  folgendem  Satz  führt: 

Stellt  man  die  Richtung  und  die  Intensität 
(Grösse)  der  Kräfte  durch  die  Richtung  und  Länge 
von  Linien  dar,  so  ist  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  nichts  anderes  als  die  Nr.  1  S.  4  erwähnte 
Addition  der  Linien,  von  der  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  nur  ein  Specialfall  ist. 

Indem  wir  an  diese  physikalisch  dynamische  Erklärung  der 
Kräfte  anknüpfen,  bemerken  wir,  dass  sich  die  Statik  nur  mit  den 
von  den  Kräften  erzeugten  Drücken,  Gewichten  und  gar  nicht  mit 
der  von  ihnen  erzeugten  Bewegung  beschäftigt,  welche  letztere 
die  Dynamik  behandelt.  Es  ist  daher  in  der  Statik  ganz  allgemein 
üblich,  das  Wort  Kraft  statt  Druck  und  Gewicht  zu  setzen,  trotz- 
dem dass  hierin  eigentlich  eine  Verwechselung  von  Ursache  und 
Wirkung  liegt. 
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Da  die  Statik  sich  gar  nicht  mit  der  Bewegung  beschäftigt, 
welche  durch  Kräfte  verursacht  werden  könnte,  sondein  letztere 
diese  nur  im  Zustand  des  Gleichgewichts  betrachtet,  so  muss  man 
es  begreiflich  finden,  dass  man  sich  in  allen  Lehrbüchern  der  reinen 
Statik  bemüht  hat,  die  Dynamik  zu  umgehen  und  einen  Beweis  zu 
finden,  der  von  der  Bewegung  nicht  ausgeht. 

Mit  dem  Gleichgewicht  von  3  Kräften  beginnend,  suchte  man 
den  Beweis  für  das  Parallelogramm  direct  zu  führen. 

Diese  Beweise  ohne  Hilfe  der  Dynamik  scheinen  unmöglich 
zu  sein,   denn  sie  enthalten  meistens  die  3  folgenden  Voraus- 
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Setzungen ;  wenn  3  Kiilfte  ^,  B^  C^  deren  Azimuthe  a,  ß^  y  sind, 
im  Gleichgewicht  sind : 

1.  So  gehen  alle  3  durch  einen  Punkt  und  liegen  in  einer 
Ebene,  und  die  Richtung  irgend  einer  derselben ,  z.  B.  y^  ist  eine 

Function  des  Verhältnisses  -^  der  beiden  andern ,  und  ändert 

iß 

sich  nicht  9  wenn  jede  derselben  verhältnissmässig  vergrössert, 

z.  B.  doppelt  genommen  wird. 

.  2.  Wenn  die  Richtungslinien  von  A^  B,  also  a  und  ß  constant 
angenommen  werden ,  so  giebt  es  fttr  jedes  Verbältniss  -^ 
eine  und  auch  nur  eine,  immer  reelle  Richtung  der  dritten 
Kraft  C,  oder  mit  andern  Worten  das  Verhältniss  -q-  und  die 

Richtung  y  von  C^  sind  projectivisch. 

3.  Wenn  eine  der  3  Kräfte  gleich  0  wird ,  so  sind  die  beiden 
andern  entgegengesetzt  gleich ;  wenn  2  Kräfte  gleich  gross  sind, 
so  halbirt  die  Richtung  der  dritten  den  Winkel»  den  sie  mit  ein- 
ander bilden,  für  ^  —  0,  also  y  —  ß—  180^ 

„    i?  =  0,     „     y  =  a- 1800, 

„    ^-Ä,    „     y-^(a  +  Ä-180o. 

Den  ersten  Satz  sucht  man  bisweilen  dadurch  zu  beweisen, 
dass  man  sagt,  es  ändere  sich  offenbar  nichts,  wenn  man  A  und  B 
in  verschiedenen  Gewichtseinheiten  ausdruckt,  mithin  muss  /  eine 

Function  des  Verhältnisses  -^  sein.    In  allen  Beweisen  werden 

Jß 

die  Sätze  Nr.  3  als  selbstverständliche  Axiome  stillschweigend  an- 
genommen. Nr.  2  ist  aber  in  der  analytischen  Form  der  meisten 
Beweise  enthalten. 

Werden  aber  diese  Sätze  als  richtig  angenommen,  so  gelangt 
man  unmittelbar  auf  die  folgende  Weise  zum  Kräft^lreieck  (halben 
Parallelogramm),  welches  das  Gleichgewicht  von  den  3  Kräften 
darstellt. 

Da  nach  Nr.  2  die  Richtungslinie  der  dritten  Kraft  C  nur  von  dem 
Verhältniss  von  -^-  abhängt,  so  können  wir  die  eine  dieser  bei- 
den  Kräfte,  A  z.  B.  constant  annehmen,  und  nur  die  andere  ß 
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Fig.  95. 


variiren,  ohne  deshalb  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen.  Am 
Endpunkt  von  Aj  Fig.  95,  tragen  wir  B  in  Richtung  und  Grösse  auf. 

Wird  nun  A  =»  0  gesetzt,  so  fällt 
die  Richtungslinie  von  C  mit  der  von  A 
zusammen,  und  geht  demnach  durch  den 
entsprechenden  Endpunkt  von  0. 

Wird  ^  ea  0  oder  das  Verhältniss 

— -  =  QO  gesetzt,  so  fällt  die  Richtungs-  • 

lini^  von  C  mit  der  von  B  zusammen, 
und  geht  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Parallelen  zu  B^  also  wiederum 
durch  den  entsprechenden  Endpunkt 
von  B. 

Macht  man  endlich  B  «=  ^,  so  hal- 
birt  die  Linie  m,  welche  den   Endpunkt  von  B  projicirt,  den 

Winkel  aB  <=»./9  —  a,  und  fällt  daher  laut  3  ebenfalls  fUr  dieses 

Verhältniss  von  -^  »»  1,  mit   C  zusammen.     Es  gehen    also 

B 

3  Strahlen  des  Bflschels  C,  welches  dem  Verhältniss  —r  d.  h.  fttr 

A 

j4  =  1  der  Länge  B  projectivisch  ist,  durch  die  entsprechenden 
Endpunkte  von  B.  Es  liegt  daher  dieser  StrahlenbUschel  per- 
spectivisch  zu  dem  vom  Endpunkt  von  A  aus  aufgetragenen  B^ 
und  es  gehen  die  Richtungslinien  aller  C  durch  den  ihnen  ent- 
sprechenden Endpunkt  von  C. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  siehe  Fig.  95 : 

A         ^  B 

sin  (y  —  ft)       sin  (a  —  y)  * 

Bestimmt  man  auf  dieselbe  Weise  die  Richtungslinie  von  A 

ß 

aus  dem  Verhältniss  -^ ,  so  erhält  man  genau  auf  die  gleiche 


C 


Weise : 


B 


also  allgemein : 


sin  (a  —  y)        sin  (ß —  a) ' 


B 


C 


sin  (y  —  ft)        sin  (a  —  y)        sin  {ß  —  a)' 
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Drei  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  die  im 
Gleichgewicht  sind,  verhalten  sich  in  Richtung 
und  Grösse  wie  die  Seiten  eines  Dreiecks,  welche 
mit  den  Kräften  parallel  laufen  und  diesen  pro- 
portional sind. 

Analytiseh  gelangt  man  auf  folgendem  Wege  za  denselben  Resultaten,  wenn 
dasVerhältttiss  -^  and  der  Strahlenbfischel  C  proJecti?lsch  sein  sollen,  so  mQssen 

-^  und  tg  y  einer  Gleichnng  ersten  Grades  genfigen.    Die  Gleichnng  mnss  daher 

von  der  Focpn  sein  t 

A  A 

fl^tg  y-f  ft  .  tgy +  c.   — +  d  — 0, 

oder 

aAtgy  +  bBtgy  +  cA  +  dB'^0. 

Zur  Bestimmung  der  unbestimmten  Coenicienten  ab  cd  geben  die  Hubsti- 
tntionen der  snb  3)  oben  aufgeführten  entsprechenden  Werthe  die  3  Gleichungen : 

(a  +  ft)tg  j(a  +  /?)  +  c  +  ii-0, 


a  tga 

+  C            —0, 

b  tgß 

+  d-0; 

b 

c                      d 

aus  denen  man = = » erhält. 

cos  a  eoB  ß  —  sin  a  —  Bin  ß 

Die  Substitution  dieser  Werthe  von  ab  cd  in  obige  allgemeine  Gleichung 
giebt : 

A  B 

■  ■         ■      ■■-        >■—     ABB       ■       ■  -  ^^-^B^—^^^^^ 

sin  (y  —  ß)        sin  (a  —  yY 

Genau  anf  dieselbe  Weise  kann  auch  gezeigt  werden ,  dass  Jedes  dieser  bei- 

C 

den  Verhältnisse  ■=  -; — r-^ ^  wi.    Man  hat  also  allgemein  wie  oben : 

sin  (ß  —  tt)  * 

ABC 


sin  (y  —  ß)  sin  {a  —  y)         sin  {ß  —  ic) 


38.  Zusammensetzung  von  Kr&ften,  die  anf  einen  Pnnkt 

wirken. 

Wenn  3  Kräfte  ^1  ^s  6\  die  auf  einen  Punkt  wirken »  im 
Gleichgewicht  sind,  so  ist  offenbar  die  Kraft  C  der  Mittelkraft 
A^  A^  entgegengesetzt  gleich ;  werden  daher  die  Kräfte  A^  und 
A^  von  einem  Punkt  O  ausgehend  in  Richtung  und  Grösse  auf- 
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getragen ,  d.  h.  die  2  die  Kräfte  ^i  A^  darstellenden  Linien  im 
Sinne  von  Nr.  1  S.  4  addirt,  so  ist  in  Fig.  96  die  Summe  S^  9  dieser 
beiden  Kräfte  in  Richtung  und  Grösse  durch  die  Linie  dargestellt, 
welche  den  Ursprung  0  mit  dem  Endpunkt  des  summirenden 
Zuges  Ay  -f-  ^2  verbindet.  Behandelt  man  das  von  0  ausgehende 
5|  2  gerade  so  wie  A^  und  fttgt  an  seinen  Endpunkt»  d.  h.  an  das 
Ende  des  Linienzuges  A^  -f-^^i  die  Kraft  ^3,  so  erhält  man  offen- 
bar die  Summe  der  3  Kräfte  Sy,.^  =  ^i  -f  ^2  -f-  ^3 ,  u.  s.  f.  bis 
zur  letzten  A^.  Die  Kraft 
06  ist  dann  in  Grösse  und  Fi^.  96. 

Richtung  die  Summe  5i...e  ^        3    ^ 

der  gegebenen  6  Kräfte  A. 
Hierbei  können  die  Kräfte  . 

A  beliebige    Richtungen 
im    Raum    haben,    und       y' 
Fig.  96  kann  als  eine  Pa-  ^'^^'-s^. 
rallelprojection  derselben  ^ 

betrachtet  werden.     Soll 
eine    solche    Zusammen- 
setzung von  Kräften  wirk-  \y^        ^^ 
lieh  ausgeführt  werden,  so 

sind  zur  Bestimmung  der  Lage  und  Grösse  der  A  zwei  solcher 
Projectionen  nothwendig,  und  man  wird  die  Linien  ganz  nach  den 
Regeln  der  darstellenden  Geometrie  projiciren. 

Die  Bestimmung  der  Mittelkraft  ist  daher,  wie  wir  schon  oben 
bemerkten ,  identisch  mit  der  Addition  der  Linien ,  als  deren  Re- 
sultat oder  Summe  man  natürlich  den  Endpunkt  des  Linienzuges 
zu  betrachten  hat.  Also  nur  dann ,  wenn  alle  Linien  oder  Kräfte 
gleiche  Richtung  haben,  wird  die  Entfernung  dieses  End- 
punktes der  Summe  oder  Differenz  aller  Linien  oder  Kräfte  gleich 
sein ;  und  ebensowenig  als  man  aus  der  Summe  mehrerer  Zahlen 
die  Grösse  der  einzelnen  Summanden  entnehmen  kann,  kann  man 
hier  aus  der  Lage  des  Endpunktes  allein  die  der  einzelnen  Ecken 
des  Linienzuges  entnehmen. 

Fig.  96  giebt  nicht  allein  die  Summen  der  Kräfte  Ai-^ ,  son- 
dern auch  die  Partialsumme  jeder  beliebigen  Zahl  aufeinander 
folgenden  Kräfte.  So  z.  B.  ist  die  Kraft  2  —  5  die  Summe  der 
Kräfte  ^8  4  B* 

Aus  dem  Parallelogramm  der  4  Kräfte  A^  A^  A^  und  A'^y  wo 

11 
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^5  und  ^5  ebenso  wie  ^e  und^e  '^^  Richtung  und  Grösse  gleich 
sind,  geht  hervor,  dass  man  zu  demselben  Endpunkt  6 ,  also  auch 
zu  derselben  Summe  S^-^  gelangt,  wenn  man  in  der  Ordnung  der 
Addition  die  beiden  Kräfte  ^s  und  ^^  miteinander  vertauscht. 
Dasselbe  gilt  auch  von  je  zwei  beliebigen  andern  Kräften ,  z.  B, 
auch  von  der  Summe  2  —  5  =  1  —  5„  der  Kräfte  -r^sis  und 
j4^  =  ^'2  9  indem  12  55^  ein  Parallelogramm  ist.  Auf  1 — &„ 
kann  man  nun  einen  Zug  ^'345  vorzeichnen,  dessen  einzelne 
Strecken  in  Richtung  und  Grösse  gleich  denen  des  Zuges  2345 
sind,  woraus  hei*vorgeht ,  dass  man  von  dem  Punkt  1  aus  zu  dem* 
selben  Punkt  5  =  2'  gelangt,  man  mag  die  Kräfte  in  der  Reihen- 
folge ^23  4  5  <)dcr  in  der  Reihenfolge  ^'3453  addiren.  An  der 
Richtung  und  Grösse  von  5}.. .5  wird  also  nichts  geändert,  wenn 
die  Linie  ^^  zwischen  ^5  und  u4^  statt  zwischen  ^j  und  ^^3  ein- 
geschaltet wird.  Auf  dieselbe  Weise  kann  jede  andere  Linie  an 
jede  beliebige  andere  Stelle  versetzt  werden.  Bei  Additionen 
dieser  Art  ist  also  die  Summe  unabhängig  von  der 
Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Kräfte  zu- 
sammengesetzt werden. 

Unter  Subtraction  der  Kräfte  müssen  wir  dem  überSubtraction 
der  Linien  Nr.  1  S.  7  Gesagten  entsprechend  das  Einfügen  der 
Kräfte  mit  entgegengesetztem  Sinn  in  den  Linienzug  verstehen. 
In  Fig.  96  sind  von  S^,,,^  die  Kräfte -r^a  und^c  abgezogen  worden, 
d.  h.  es  ist  die  Summe  von  S^,,^  —  -^"j  —  ^\  gebildet  worden, 
wo  ^%  =  j4g  und  ^5  =  ^6  ist.  Es  ist  klar,  dass  das  Resultat 
gleich  05m  der  Summe  von  ^1345  sein  muss.  Denn  wir  haben 
eben  gezeigt,  dass  das  Endresultat  unabhängig  von  der  Reihen- 
folge ist,  in  der  die  Linien  zusammengesetzt  werden,  mithin  wird 
man  auch  dieselbe  Summe  05„  erhalten,  wenn  man  wie  folgt 
addirt : 

-^1  +  -^8  —  -^"a  +  ^8  +  ^4  +  -^5  +  ^6  —  -^'V 

Nun  wird  aber  bei  der  Bildung  von  ^s  —  ^\  in  der  Richtung 
dieser  Linien  hinaus  und  in  der  entgegengesetzten  gleich  weit 
wieder  ajurückgefahren,  so  dass  also  J3  —  A\  und  ebenso  ^e  — -^"e 
ganz  ausfallen,  mithin  muss  das  Endresultat  05 ,,  gleich  der  Summe 
der  ^18  4  5  sein. 

Hieraus  folgt  also ,  dass  wenn  in  einem  Zug  gleiche  Kräfte 
entgegengesetzten  Sinnes  vorkommen ,  sich  dieselben  gegenseitig 
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aufheben.  Dass  man  genau  die  gleiche  Summe  erhalte,  wenn  man 
2  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte  ganz  weglässt,  wurde  Fig.  97 
noch  besonders  gezeigt;  die  Kräfte  ^s 
und  A^  sind  zwei  solche  gleiche  ent- 
gegen gesetzte  Kräfte ,  es  kann  nun  der 
ganze  Zug  ^4  5«  zwischen  diesen  Kräften 
parallel  mit  sich  selbst  an  den  andern 
Endpunkt  von  A^  und  A^  versetzt  wer- 
den, und  die  Gleichgewichtsverhältnisse 
der  übrigen  Kräfte  bleiben  dieselben  wie 
früher.  Diese  beiden  Kräfte  heben  sich 
demnach  auf,  ohne  die  Gleichgewichts- 
verhältnisse  der  übrigen  zu  stören.  Zu 
demselben  Resultat  gelangt  man  auch, 
wenn  man  die  beiden  Kräfte  A^  und  A^ 
unmittelbar  aufeinander  folgen  lässt. 

Befinden  sich  in  einem  geschlossenen  Kräftezug  Kräfte  mit 
verschiedenem  Sinn,  so  sind  die  Summen  aller  Kräfte  von  dem- 
selben Sinn  einander  gleich.  Man  überzeugt  sich  leicht  hievon 
durch  Zusammenstellung  aller  Kräfte  von  gleichem  Sinne.  Im 
Kräftezug  1 2 ...  8  (Fig.  98)  wur- 
den die  Kräfte  1246  und  die  Fig.  98. 
Kräfte  35  7  8  gleichen  Sinnes 
angenommen ;  eine  Zusammen- 
setzung in  der  Ordnung 
12.4.6.3.5.78  zeigt,  dass 
1  2 . 4 . 6.  und  8  7  5 .3.  die  gleiche 
Summe  0  (3.  6.)  haben. 

Bilden  mehrere  auf  einen 
Punkt  wirkende  Kräfte  einen 
geschlossenen  Kräftezug  und 
haben  alle  Pfeile  dieselbe 
Richtung,  so  ist  ihre  Mittelkraft 
==  0  und  alle  Kräfte  sind  im  Gleichgewicht. 

Hat  in  einem  geschlossenen  Kräftezug  ein  Pfeil  eine  allen 
andern  entgegengesetzte  Richtung ,  so  ist  die  Kraft,  die  ihn  trägt, 
als  Mittelkraft  aller  übrigen  zu  betrachten. 

Sind  m-^-n  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  dass  also  in  einem 
geschlossenen  Kräftepolygon  alle  Pfeile  gleichen  Sinn  haben ,  so 
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ist  die  Mittelkraft  der  m  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  der 
der  n  Kräfte. 

Das  bisher  Gesagte  gilt  ganz  allgemein,  welches  auch  die 
Lage  der  Linien  im  Raum  sei ;  es  gilt  also  auch ,  wenn  bei  der 
Zusammensetzung  der  ganze  Linienzug  in  eine  Ebene  fällt  (d.  h. 
wenn  alle  Richtungen  eine  bestimmte  oo  ferne  Gerade  schneiden)» 
und  wir  haben  für  diesen  Fall  nichts  beizufügen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Winkel  der  Kräfte  im  Kräfte^ 
polygon,  wie  wir  von  jetzt  an  den  Zug  der  Kräfte  nennen  wollen, 
die  Supplemente  der  Winkel  sind ,  die  sie  wirklich  miteinander 
bilden. 

Bezüglich  der  Bezeichnung  der  Grösse  und  des  Sinnes  der 
Kräfte  gilt  alles,  was  früher  über  die  Bezeichnung  der  Linien  ge- 
sagt worden  ist.  Ist  insbesondere  eine  Kraft  im  Texte  durch  die 
Zeichen  ihrer  Endpunkte  anzudeuten,  so  soll  die  Aufeinanderfolge 
der  Zeichen  die  Richtung  der  Kraft  in  der  Art  ausdrücken ,  dass 
die  Spitze  des  Pfeils  gegen  das  letzte  Zeichen  gekehrt  ist    Die 

Kraft  ^B  ist  also  genau  das  Entgegengesetzte  der  Kraft  B^. 


39.  Analytische  Znsammensetzang  der  Kräfte  im 

StrahlenbfladeL 

Wir  gehen  von  dem  in  Nr.  37  S.  160  bewiesenen  Satz  ans,  dass  3  Kriifte  Im 
Gleichgewicht  sich  wie  die  Richtungen  und  Ungen  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks, 
d.  h.  einer  geschlossenen  Figur  verhalten. 

Bezeichnet  man  in  irgend  einem  schiefen  oder  rechtwinkeligen  Coordlnaten- 
system  mit  Xi  Yi  Zi  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  in  ihrer  Richtung  vom  Ur- 
sprung aus ,  anf  den  sie  wirkt,  aufgetragenen  Kraft  Ai ,  so  muss 

O^Zo  +  Zi-^-Zi  sein. 

Versteht  man  unter  der  Mittelkraft  Si  s  derKrfifteil,  nnd^s  diejenige  Kraft, 
welche  in  entgegengesetzter  Richtung,  d.  h.  negativ  genommen,  mit  At  und  A^  im 
Gleichgewicht  ist,  so  hat  man  offenbar : 

-^12  ="  -Xi  -|-  -Xj  , 

Yi^y^  +  Y». 

Z\%'=^  Zx  -(-  Z^,  • 

Setzt  man  nun  die  Mittelkraft  5is  mit  einer  3.  Kraft  A^  zusammen,  so 
erhält  man  : 

A'i.3  «="  2r,2  +  X^^  Xx  -{-  X^-\-  X3, 
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nnd  gans  ähnliche  Summen  für  Fi.  3  und  Z\ .  3*  Auf  die  gleiche  Weise  fortfahrend, 
erhält  man  allgemein : 

-^1..«  =>  £Xii  Yi..n  =.  2;y, ;  Zi..n  =-  SZi, 

wo  die  Summenzeichen  sich  über  alle  su  addirenden  Kräfte  erstrecken. 

Um  diese  3  Sommenformeln ,  die  wir  hier  in  der  allgemein  üblichen  Form 
gegeben  haben ,  in  eine  einzige  zusammenzufassen ,  multipliciren  wir  alle  A'  mit 
einer  Variabeln  |,  alle  Y  mit  einer  andern  17,  alle  Z  mit  einer  dritten  i,  und  fassen 
die  3  zu  einer  Kraft  i  gehörigen  Ordinaten  in  dem  Ausdruck : 

«;.«j^.i+  Y.fi  +  zfi 

zusammen;   daon  ist  offenbar  die  entsprechende  Gleichung  a\..n  der  Mittel- 
kraft Si..n  : 

«   / 
tf l..a  =  -Xi .«f  +   Yl.n'l  +  -^Ti . « ^  =  Jfcr,-. 

Damit  diese  Formen  einen  praktischen  Werth  erhalten ,  müssen  sie  irgend 
einem  geometrischen  Gebilde  assimilirt  werden  können ,  das  mit  den  treffenden 
Kräften  im  Zusammenhang  steht,  dann  wird  auch  von  diesen  Summenformeln  alles 
gelten,  was  von  dem  geometrischen  Gebilde  gilt. 

Denkt  man  sich  unter  |,  17,  CPlücker'sche  Coordinaten  einer  Ebene,  d.  h. 
die  negativ  reciproken  Abschnitte  der  Coordinatenazen  zwischen  dem  Ursprung 

und  einer  variabeln  Ebene,  dann  ist  a^  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes 

der  Kraft  Ai ,  und  a^  +  1  die  Gleichung  ihres  Endpunktes. 

In  der  Kegel  wird  die  Biohtung  der  Kraft  Ai  durch  die  Gleichung : 

oi^  +  6,7  +  c,C-=  0 

ihres  unendlich  fernen  Punktes  gegeben  sein  ,  und  ai ,  bi ,  a  werden  nicht  gerade 
gleich  den  Coordinaten  Xi ,  Yi ,  Zi  sein,  sondern  man  wird  nur  haben : 

Xi  Yi  Zi  Ai 


^'  ^*  ^'         [  ^i  =  Ka  •  +  &  •  +  cf  +  2  V.wi  +  2  c,«.<ü,  +  2  a  .6,^3  J  ' 

worin  a»i ,  aij  >  ^z  die  Cosinus  der  Coordinatenaxenwinkel  sind.     Aus  diesen  Ver- 
bältnissen folgt : 


Wir'wollen  jetzt 


^i 


die  Normalform  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Rieh tungsli nie  der  Kraft  A-  nennen. 

Sie  ist  nichts  anderes  als  wie  die  um  1  verminderte  Gleichung  des  Punktes  in  dieser 
Linie,  dessen  Entfernung  vom  Ursprung  der  Coordinaten  gleich  1  ist. 

Dann  ist  a^  =>  A^  a^ ,  und  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der 

Mittelkraft  ist : 
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Die  Gleichung  des  Endpunktes  der  Mittelkraft  ist : 

a,„  +  l-^SA.a.^  1=0 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Grösse  der  Mittelkraft : 

(.,..^)V(mA)%(-4)V   . 

In  allen  obigen  Formeln  denken  wir  uns  5^  ^  und  alle  A^  positiv,  die  Rieh- 

Q •         b'         €• 
t  t  t 

tungslinie  einer  Kraft  wird  dann  unzweideutig  durch  die  Zeichen  von  — >  — ->  — 

c,       c,.      «,. 

und  die  Kraft  durch  die  der  entsprechenden  Summen  ausgedrückt. 

Aus  der  Natur  der  Gleichung  geht  hervor,  dass  wenn  alle  Kräfte  in  einer 
Ebene  wirken ,  auch  die  Mittelkraft  in  dieser  Ebene  liege.  Werden  in  derselben 
die  Axen  der  x  und  y  angenommen ,  so  erhält  man  die  entsprechenden  Formeln 
einfach  dadurch,  dass  man  in  den  oben  entwickelten  Formeln  alle  c  und 
^  SB  0  setzt. 

Wir  schreiben  noch  einmal  die  Formeln  für  die  Ebene  an : 
Die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Kraft  A^  sei : 


ö,.  «=  ya'}  4-  b^-  +  2a,.6,.w, 


wo  Ol  den  Cosinus  des  Winkels  xy  bezeichnet.     Die  Normalform  des  unendlich 
fernen  Punktes  ist : 

Die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Mittelkraft : 
und  die  Grösse  der  Mittelkraft : 


V.  - 1/(^^,^)" .  (-4)' .  .(m^)(mA).. 

n 

Setzt  man  in  2A .  a.  nach  einander  n  «=  1 ,  2 . . .  n ,  so  bilden  die  n  Punkte 

1    * 
in  der  Reihenfolge  der  Zusammensetzung  das  Kräftepolygou,  das  graphisch 

direkt  durch  die  Addition  der  die  Kräfte  darstellenden  Linien  erhalten  wird  (Nr.  38 
S.  161).  Also  sehen  wir,  dass  hier,  dem  in  der  Einleitung  Gesagten  ent- 
sprechend ,  die  graphische  und  die  analytische  Zusammensetzung  der  Kräfte  iden- 
tische Operationen  sind. 
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40«  Gleichgewicht  von  vier  Kräften  im  Strahlenbfladel. 

Grerade  so  wie  in  der  Ebene  das  Yerhältniss  dreier  Kräfte^  die 
sich  im  Gleichgewicht  befinden,  bekannt  ist,  sobald  ihre  Richtungs* 
linien  gegeben  sind :  ebenso  ist  im  Strahlenbttndel  das  Yerhältniss 
von  vier  Kräften  im  Gleichgewicht,  durch  ihre  Richtungslinien 
bestimmt.  Setzt  man  z.  B.  die  vier  auf  den  Punkt  0  wirkenden 
ILr^li^ABCDj  in  dieser  Reihenfolge  mittelst  eines  räumlichen 
Linienzuges,  der  ein  windschiefes  Viereck  bildet,  zusammen,  so 
muss  der  Endpunkt  von  B  oder  der  Punkt  {BC)  sowohl  in  der 
Ebene  {AB)  als  auch  in  der  Ebene  {CD\  also  in  ihrer  Schnittlinie 
liegen ;  da  aber  diese  beiden  Ebenen  durch  den  Punkt  0  und  die 
Richtungen  zweier  in  ihnen  liegenden  Richtungslinien  A  und  B 
einerseits,  C  und  D  andrerseits,  vollständig  bestimmt  sind,  so  ist 
auch  die  Schnittlinie  0  {BC)  vollständig  gegeben. 

Führt  man  also  durch  irgend  einen  Punkt  dieser  Schnittlinie 
Parallelen  zu  B  und  C,  so  werden  diese  die  Richtungslinien  von 
A  und  D  schneiden.  Wtlrde  man  durch  einen  Punkt  ausserhalb 
der  Schnittlinie  0  (BC)  Parallellinien  zu  B  und  C  ziehen,  so  wür- 
den sie  die  Linien  A  und  D  nicht  mehr  schneiden.  Verrückt  man 
aber  den  angenommenen  Punkt  auf  0  (ßC) ,  so  ändern  sich  die 
Längen  des  Linienzuges  proportional. 

Aendert  man  die  Reihenfolge  der  vier  Kräfte  AB  CD,  so  lässt 
sich  lautNr.38in  der  neuen  Reihenfolge  ein  geschlossener  Linien- 
zug construiren,  dessen  einzelne  Strecken  gleich  den  Strecken 
eines  der  ersten  Linienzüge  sind.  Da  dies  wiederum  von  jeder 
Reihenfolge  in  der  Zusammensetzung  gilt,  so  ist  der  Satz  voll- 
ständig bewiesen,  dass  durch  die  Richtungslinien  von  vier  Kräften 
im  Strahlenbündel  das  Yerhältniss  derselben  bestimmt  ist. 

Variirt  man  die  Reihenfolge  von  ABC,  während  D  am  Ende 
bleibt,  so  erhält  man  die  sämmtlichen  Kanten  eines  schiefen  Pa* 
rallelepipedons  mit  D  als  Diagonale ;  dieses  Parallelepipedon  ist 
ein  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  ganz  analoges  geometrisches 
Gebilde.  Wird  auch  D  noch  in  der  Reihenfolge  variirt,  so  kann 
man  8  verschiedene  Parallelepipedon  erhalten;  jede  Kraft  kommt 
zweimal  als  Diagonale  vor,  wenn  sie  zuletzt  auftritt,  und  die 
8  Parallelepipedon  erfüllen  den  ganzen  Raum  um  den  Ursprung 
herum. 
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41.  Znsammensetznng  beliebter  Kräfle  in  der  Ebene. 

Es  sei  die  Mittelkraft  der  Kräfte  Pi  i'3..../'9za  bestimmen,  die 
in  Taf.  64  in  Richtung  und  Lage  darch  die  Linien  Pf,  22»»  SSi, 
4  4i  etc. ,  wo  die  Zahlen  als  Indices  von  P  betrachtet  werden,  ge- 
geben sind. 

Man  verlängere  P^  bis  zum  Durchschnittspunkt  2  mit  der 
Kraft  P3 ,  setze  dann  nach  den  oben  gegebenen  Regeln  Pf  mit  /\ 
zu  jPf  3  der  Mittelkraft  von  Pj  und  P^  zusammen.  Diese  Mittel- 
kraft Pi  s  der  beiden  ersten  Kräfte  verlängere  man  bis  zum  Schnitt 
3  mit  P3 ,  setze  von  8  ausgehend  Pf  9  mit  P^  zusammen ,  so  erhält 
man  die  Mittelkraft  Pi ss ;  diese  kann  wiederum  bis  P4  verlängert 
werden  und  so  fort ,  bis  alle  vorhandenen  Kräfte  zu  einer  Mittel- 
kraft vereinigt  sind. 

Da  es  technisch  sehr  leicht  ist,  Parallele  zu  ziehen ,  so  ist  es 
zweckmässig,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  selbst  in  einer 
besondem  Figur  (Taf.  55)  vorzunehmen.  Trägt  man  nämlich  von 
einem  beliebigen  Punkt  0  aus  in  Richtung  und  Grösse  die  Kraft 
Pj  (1)  auf  und  fügt  zu  dieser  die  Kraft  P^  (2),  so  ist  das  Dreieck, 
das  von  0  aus  die  Kraft  2  projicirt,  mit  dem  Dreieck  P]  P^  Pi  9 
(Taf.  5|)  congruent;  die  Linie  23,  die  man  durch  2  parallel  zu 
0  (2  3)  der  Taf.  5^  zieht,  ist  daher  die  Lage  der  Mittelkraft,  wäh- 
rend die  Linie  0  (2  3)  (Taf.  55)  die  Richtung  und  Grösse  der  Mit- 
telkraft ist.  Fügt  man  (in  Taf.  5s)  die  Kraft  3  zu  (1 2) ,  so  ist 
0  (34)  die  Mittelkraft  von  12  3,  in  Richtung  und  Grösse;  die 
Parallele  34,  die  man  in  Taf.  5|  zu  ihr  zieht,  ist  ihre  Lage,  und 
so  fortfahrend  erhält  man  der  Reihe  nach  die  ^Mittelkraft  von  (1 2) 

(123);  (1234) (123... 9)  in  Richtung  und  Grösse  als 

Strahl  der  Taf.  55  und  in  Richtung  und  Lage  als  Seite  des 
Zuges,  der  in  Taf.  5|  die  einzelnen  Kräfte  mit  einander  verbindet. 
Da  Fig.  Ss  identisch  ist  mit  der  Figur ,  die  man  erhalten  wttrde, 
wenn  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirkten,  so  geht  hieraus  hervor, 
dass  durch  Aenderung  der  Lage  der  einzelnen  Kräfte  nichts  an 
der  Richtung  und  Grösse  geändert  werde  und  diese  dieselben 
sind,  als  ob  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirkten. 
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43.  Seilpolygon  oder  Draeklinie  und  Kräftepolygon. 

Da  in  Folge  der  Anordnung  der  Taf.  64  alle  Strecken  des 
Zuges  gespannt  werden »  so  wttrde  zur  starren  Verbindung  der 
Kräfte  1 ...  10  ein  Seil,  auf  das  alle  diese  Kräfte  wirkten,  genügen. 
Es  wird  daber  bäufig  dieser  Zug  der  Mittellinien  ein  Seilpoly- 
gon genannt.  In  der  Gewölbetbeorie,  wo  alle  Seiten  des  Polygons 
gepresst  sind,  beisst  es  mitunter  aucb  die  Drucklinie.  Wir 
werden  beide  Ausdrücke  gebraueben,  je  nacbdem  die  meisten  Po- 
lygonseiten gespannt  oder  gepresst  sind.  Wir  werden  also  aucb 
den  Zug  23i  4t ....  10]  (Taf.  54)  ein  Seilpolygon  nennen,  trotzdem, 
dass  die  Seite  7|  81  gedrückt  ist.  Um  aber  zu  ermitteln ,  ob  eine 
Polygonseite  gepresst  oder  gespannt  sei,  zerlege  man  eine  der 
näcbstliegenden  Kräfte  in  ibre  Seitenkräfte  nach  derKicbtung  der 
Polygonseiten;  ist  nun  die  eine  dieser  Seitenkräfte  gegen  den 
folgenden  Eckpunkt  gekehrt,  so  ist  die  Polygonseite,  die  man  sich 
zerschnitten  denken  kann,  gedrückt,  zieht  sie  dagegen  vom  folgen- 
den Eckpunkt  weg,  so  ist  sie  gespannt. 

Auf  Taf.  64  wurden  zwischen  7  und  8  und  7)  und  81  Schnitte 
angedeutet  und  Richtungen  der  Mittelkraft  der  auf  jeder  Seite 
wirkenden  Kräfte  durch  einen  Pfeil  angegeben;  man  sieht,  die 
Polygonseite  7  8  ist  gespannt,  die  Seite  7i  81  dagegen  gedrückt. 

Zum  Unterschied  des  Seil-  oder  Druckpolygons  werden  wir 
die  Hülfsfigur  (Taf.  55),  welche  die  Richtung  und  Grösse  der 
Kräfte  giebt,  das  Kräftepolygon  nennen. 

Um  beide  Polygone  unmittelbar  auf  einander  beziehen  zu 
können,  ist  es  wohl  am  zweckmässigsten ,  wie  es  in  Taf.  64  5  ge- 
schehen ist,  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  im  Seilpolygon ,  also 
dessen  Ecken,  und  die  Kräfte  selbst  im  Kräftepolygon,  also  dessen 
Seiten,  mit  demselben  Zeichen,  hier  dem  Index  der  Kraft,  zu  ver- 
sehen. Folgen  dann  mehrere  parallele  Kräfte,  wie  45  6  7  auf- 
einander, deren  Richtungen  im  Kräftepolygon  also  zusammenfallen, 
so  kann  je  nach  Umständen  eine  der  Bezeichnungsarten  (Fig.  5,  6 
und  7,  Seite  5)  gewählt  werden.  Ist  dann  das  Kräftepolygon  vor- 
erst aufgetragen  und  also  bezeichnet  worden,  so  kann  das  Seilpoly- 
gon ganz  mechanisch  nach  demselben  construirt  werden,  indem  man 
dessen  Seiten  23,  34,  4  5. ...zwischen  den  entsprechenden  Kräften 
nach  einander  parallel  zu  den  Strahlen  0  (2  3 ,  3  4 ,  4  5  ...)  zieht. 
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43.  Analytische  ZnBammenBetziing  der  Kräfte  in  der 

Ebene, 

Da  es  möglich  war,  die  ZasammeDsetsung  der  Kräfte  im  StrahlenbÜBchel  auf 
die  einfache  Form  ZAa  zu  bringen ,  so  muss  es  auch  möglich  sein ,  die  reciprolse 
Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  Ebene  auf  eine  ähnliche  einfache  Form  zu 
bringen ;  es  kann  auf  folgende  Weise  geschehen. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Linie,  in  der  die  Kraft  A^  wirkt : 

Dann  muss  die  Qleichuog  der  Mittelkraft  der  Kräfte  A^  und  A^  von  der  Form 

sein,  weil  sie  durch  den  Schnitt  von  a^  und  d^  gehen  soll.    Die  Coefflcienten  m 

und  n  sind  so  zn  wählen ,  dass  diese  Linie  auch  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Mittelkraft  gehe,  der  nach  Nr.  39  8.  166  wie  folgt  bestimmt  werden  kann. 

Der  Gleichung  a^  genügen  die  Werthe  a;  i^  ^  ^^. .  qo  ,  und  y  =i  —  a,-  oo  - 

Demnach  ist  die  Gleichung  ihres  unendlich  fernen  Punktes : 

6,1  — a,.J7  — 0; 

die  Normalform  desselben : 

1 

worin : 

e,.  s  Y'ü]  +  *?  ^  2a,.  6,.  Ol  ist. 

Die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Mittelkraft  von  A^  und  A^  ist 
demnach : 

Soll  ma^  +  n  ^2  ^^^^^  diesen  unendlich  fernen  Punkt  gehen ,  so  muss  nothwen* 

A  A 

wendiger  Weise  m  «=  — ^  und  n  =  — ?-  sein ;  und  wir  erhalten  die  Gleichung 

der  Mittelkraft : 

Wird  der  Sinus  des  Winkels  der  Coordinatenaxen  mit  co'  bezeichnet,   so  ist 

a^  ^=  nichts  anderes  als  die  Normalform  der  Gleichung  a  ,  d.  h.  der  Rieh- 
st 

tungslinie  der  Kraft ;  so  dass  die  Gleichung  der  Mittelkraft  durch  Mnltiplication 
mit  01^  in  die  folgende  Form : 

AtOi  +  A^a^  «==  0 
gebracht  werden  kann. 
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BeBdchnet  man  mit «,  2  die  Normalform  dieser  Mittelkraft,  so  erhält  man  sie 
durch  EntWickelung : 


'12 


[0,s+..s).+  (,,».H.-..^,  +  (^,a+..s)]» 


In  dieser  Gleichung  ist  der  Nenner  nach  Nr.  39  S.  166  die  Mittelkraft  Sit  der 
Kräfte  A^  und  i^s ;  die  Verschiedenheit  des  Zeichens  im  Coeffftoienten  von  Soi  rfihrt 

daher,  dass  für  a^  die  Gleichung  b^  ^  —  a^i,  statt  a,-  ^  +  b^tj  angenommen  wor- 

den  ist. 

Man  hat  also: 

Hierin  ist  St  s  eine  Kraft  wie  Ai^  »n  eine  Normalform  wie  Oi ;  es  kann  demnach 
Sit  mit  einer  3.  Kraft  A^  gerade  so  susammengesetst  werden  als  wie  A^  mit  Ai, 
Es  ist  also : 

•S>i3«ii  ="  Sit^it  +  A^Ot  -3  AtOi  +  A^Ot  +  i^aCs, 

und  gans  allgemein : 

Ss^SAa, 

Die  Gleichung  der  Mittelkraftslinie  einer  beliebigen  Zahl 
in  einer  Ebene  wirkenden  Kräfte  ist  gleich  der  Summe  der  mit 
der  Kraft  als  Coefficienten  multiplicirten  Normalformen 
dieser  Kräfte. 

Die  Mittelkraft  selbst  ist  der  Nenner,  durch  welchen  die 
als  Summe  erseheinende  Gleichung  der  Mittelkraft  auf  die 
Normalform  gebracht  werden  kann. 

Bei  der  Anwendung  obiger  Summenformeln  kann  e^  als  Wurzelgrösse  positiv 

oder  negativ  genommen  werden.  Man  wird  hinsichtlich  dieses  Zeichens  nie  im 
Zweifel  sein,  wenn  man  bemerkt,  dass  in  Folge  unserer  Zeichenannahmen  in  der 
Gleichung  &,|  —  a^fj  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Linie  a^x  +  6,y  +  c^die 

Coefficienten  dieser  Gleichung  nach  Nr.  89  S.  165  die  folgende  Bedeutung  haben : 
ist  die  positive  Abscisse  des  in  der  Richtung  der  Kraft  vom  Ursprung  der 


«« 


^ 
^ 


Coordinaten  aus  aufgetragenen  Halb  Strahles  1. 

ist  die  negative  Ordinate  desselben  Punktes;  diese  Coordinaten  mfissen 
demnach  auch  dem  Zeichen  nach  mit  diesen  Grössen  übereinstimmen. 

«B  0  ist  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden ,  es  muss  also  das  Zei- 

chen  von  A^  — (bei  der  unendlich  fernen  Seiteokraft  kann  die  Kraft  von 
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ihrem  Mooieot  nicht  mehr  getrennt  werden)  mit  dem  Drehungssinn  der 

Kraft  A^  am  den  Ursprung  der  Coordinaten  susammenh&ngen.     Vergleicht 

A'ta 
man  die  Lage  der  Linien  ( —  a^x  +  h^y  +  c^) — ? —  und  ( —  a,x  +  h-y 

A'iü  A'C'fa 

—  c)  — \ —  mit  dem  Drehungsainn  von  i4-,  so  findet  man:  -J— ! —  istpo- 

sitiv,  wenn  A^  im  Sinn  von  +  x  nach  -f  y  dreht,  und  wir  nennen  daher 

i4  •  c  •  Ol' 
diesen  Drehungssinn  den  positiven.     _i--i —  ist  dagegen  negativ,  wenn  ^It 

in  entgegengesetztem  Sinne  dreht. 

**  &     h  Ac 

Hienach  können  also  die  Zeichen  von     ,  —  und  —  bestimmt  werden,  wenn 

e    e  e 

ein  oder  2  Coefficienten  fehlen,  d.  h.  wenn  A  durch  den  Ursprung  geht,  oder  mit 
einer  der  Axen  parallel  läuft,  und  wenn  A  mit  einer  der  Axen  zusammen- 
fällt oder  in  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt.  Es  lag  in  der  Natur  unserer 
£ntwickelungen ,  das  Zeichen  von  a,  6,  c  von  der  Rtohtnng  der  Kraft  im 
Halbatrahlenbüschel  abhängig  zu  machen,  man  kann  aber  diese  Zeichen 
auch  direkt  wie  folgt  bestimmen :  Werden  die  Zeichen  der  drei  Coefficienten  der 
Linie  positiv  angenommen,  welche  vom  Fundamentaldreieck  0,  -f  z  oo  ,  +  y  CX> 
ausgeschlossen  ist  und  im  positiven  Sinne  um  dasselbe  herumdreht,   so  sind 

-  ,  —  und  —  positiv  oder  negativ.  Je  nachdem  die  in  der  Linie  ox  +  6 v  +  <?  wir- 
e     e  e 

kende  Kraft  positiv  oder  negativ  um  die  3  Eckpunkte  Jenes  Dreiecks  dreht. 

Der  Inbegriif  aller  Linien,  die  man  erhält,  wenn  in  s^  ^ ,  n  »»  1,  2 . . .  n  ge- 
setzt wird,  ist  das  Seilpolygon.  Es  ist  das  wichtigste  Hüifsmittel  der  Con- 
struction  in  der  graphischen  Statik. 
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Die  Mittelkraft  mehrer  er  aufeinander  folgender 
Kräfte  geht  immer  durch  den  Schnittpunkt  ihrer 
äussersten  Polygonseiten. 

Die  Mittelkraft  der  Kräfte  2  und  3  (Taf.  5«)  z.  B.  geht  erstens 
durch  den  Schnittpunkt  8i  derselben,  und  ist  zweitens  parallel  zum 
Strahl  Ol  (34),  der  im  Kräftepolygon  (Taf.  ö,)  die  Kräfte  2  und  3 
unterspannt.  Nun  läuft  aber  die  Diagonale  3|  (3  4)  (Taf.  b^)  pa- 
rallel zur  Richtung  der  Mittelkraft  (23)  (Taf.  Ss),  weil  beide  als 
sechste  Seiten  der  zwei  Vierecke  2  (3  4)  3  3i  (Taf.  5«)  und  0  (1 2) 
(23)  (34),  von  denen  schon  je  zwei  Paar  gegenüberliegende  Seiten 
und  die  5.  Seiten  parallel  liegen,  ebenfalls  parallel  sein  müssen. 
Es  sind  nämlich  in  beiden  Vierecken  die  Richtungen  der  zwei  Kräfte 
2  und  3,  und  die  drei  aufeinanderfolgenden  Seilpolygonseiten  12  (34), 
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23,  (34)  34  den  drei  Strahlen  0  (12,  23,  34)  parallel.  Mithin 
fällt  die  Linie  8i  (3  4)  des  Seilpolygons  mit  der  Lage  der  Mittel- 
kraft 2  3  zusammen ,  und  geht  durch  den  Schnittpunkt  (3  4)  der 
Seilpolygonseiten  1 2  vor  2  und  3  4  nach  3. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  es  ganz  einerlei  ist,  ob  man  nach 
einander  die  Kräfte  2  und  3,  oder  ob  man  unmittelbar  die  Mittel- 
kraft 2  3  mit  1  zusammensetzt. 

Verlängert  man  (Taf.  64)  die  Kraft  (23)  bis  zur  Kraft  4  in  4^, 
so  geht  die  Mittelkraft  von  (2  3)  und  4  oder  die  Kraft  (2  3  4)  durch 
diesen  Punkt  4^  und  gerade  so  wie  oben  bewiesen  wurde,  dass  die 
Mittelkraft  (23)  durch  den  Schnitt  (34)  der  Polygonseiten  vor  2 
und  nach  3  gehe,  kann  auch  bewiesen  werden,  dass  die  Mittelkraft 
von  (2  3)  und  4  durch  den  Schnitt  (4  5)  der  Polygonseite  1  (3  4) 
vor  der  Kraft  (2  3)  mit  der  Seite  4  5  nach  4  gehe.  Mithin  ist  die 
Linie  4i  (45)  die  Mittelkraft  der  Kräfte  (234).  Auf  dieselbe  Weise 
fortfahrend  kann  man  beweisen,  dass  die  Schnittpunkte  (5  6)  (67) 
(7  8)  etc.  der  Polygonseite  12  vor  der  Kraft  2  mit  den  gleich- 
bezeichneten Polygonseiten  nach  den  Kräften  5,  6,  7,  etc.  Punkte 
der  Mittelkraft  der  Kräfte  (2 ...  5) ,  (2 ...  6) ,  (2 ...  7)  sind.  Benutzt 
man  diese  Schnittpunkte  in  der  bereits  begonnenen  Weise ,  zur 
Construction  des  mit  der  Kraft  2  beginnenden  Polygons 
2  3|  4i  5i ...  9i ,  so  erhält  man  die  Lage  dieser  Mittelkräfte,  welche 
gleiche  Richtungen  mit  den  Strahlen  Oi  (2  3 ,  3  4 ,  4  5 ...)  (Taf.  Ss) 
des  mit  dem  Endpunkt  Ox  der  Kraft  2  zusammenfallenden  Büschels 
haben  müssen. 

Betrachtet  man  den  Inbegriff  aller  Seilpolygonseiten  als 
Strahlenbüschel ,  so  können  die  zuletzt  angedeuteten  Beziehungen 
der  einzelnen  Figuren  auch  also  geometrisch  ausgedrückt  werden: 

Die  Strahlenbttschel  1234...  und  23i4i  ....  haben 
den  Strahl  12  entsprechend  gemein. 

Was  übrigens  nur  ein  Specialfall  von  Sätzen  ist,  die  wir  in 
Nr.  46  beweisen  werden. 

Ausserdem  hat  der  erste  Büschel,  mit  dem  Büschel  erster 
Ordnung  0  und  der  zweite  mit  dem  Büschel  erster  Ordnung  0^ 
der  Taf.  55  die  oc  ferne  Gerade  entsprechend  gemein.  Es  ist  also 
dureh  ein  solches  Seil-  und  Kräftepolygon  die  Mittelkraft  beliebiger 
aufeinanderfolgender  Kräfte  vollständig  bestimmt ;  der  Schnitt  der 
äusseren  Polygonseiten  giebt  einen  Punkt,  und  im  Kräftepolygon 
die  Linie,  welche  sie  alle  unterspannt,  die  Grösse  und  Richtung 
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der  Mittelkraft.  Da  ferner  jede  solche  Mittelkraft  im  Kräftepolygon 
mit  dem  Pol  0  (Taf.  5s)  ein  Dreieck  bildet,  dessen  beide  Schenkel 
in  Richtung  und  Grösse  die  Spannungen  der  äusseren  Polygon- 
seiten darstellen,  so  kann  die  Mittelkraft  auch  als  Mittelkraft  dieser 
Spannungen,  mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  Sinnes  der  Pfeile, 
betrachtet  werden. 

Analytisch  gestaltet  sich  der  Beweis  gar  einfach  also : 
Sfi  kann  wie  folgt  serlegt  werden : 

Da  nun  die  Gleichungen  dreier  Linien ,  welche  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades 
mit  einander  verbunden  werden  können ,  durch  einen  Punkt  gehen  ,  so  folgt  ans 
dieser  Gleichung  der  im  Eingang  aufgestellte  Sats. 


45.  Aendernng  der  Beihenfolge  in  der  Zusammensetzung 

der  Kräfte. 

Vertauscht  man  in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  zwei 
aufeinanderfolgende  einzelne  Kräfte ,  z.  B.  2  und  3  y  so  hat  dies 
keinen  Einfluss  auf  die  folgenden  Mittelkräfte. 

Dass  dies  keinen  Einfluss  auf  die  Richtung  und  Grösse  aus- 
übe ,  und  dass  im  Kräftepolygon  (Taf*  5^)  die  beiden  Züge  12  3 
und  1 3i  2i  zu  demselben  Endpunkt  und  derselben  Lage  der  Kraft  4 
führen,  ist  schon  früher  (Nr.  38  S.  162)  bewiesen  worden.  Allein 
auf  die  Lage  3  4  (Taf.  5«) ,  der  Mittelkraft  im  Seilpolygon,  welche 
mit  2^  4  identisch  ist,  kann  diese  Aenderung  der  Reihenfolge 
keinen  Einfluss  ausüben ,  weil  diese  Mittelkraft  durch  den  Punkt 
(3  4)  der  durch  den  Schnitt  der  Polygonseite  1 2  mit  der  Mittel- 
kraft (2  3)  oder  3i  (3  4)  gegeben  ist ,  gehen  muss.  Es  führt  also 
der  Zug  13^,  2^  45 ....  zu  demselben  Resultat,  als  der  Zugl2345 ... 
Auf  dieselbe  Weise  könnte  auch  2  nicht  nur  mit  3 ,  sondern  auch 
mit  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  folgender  Kräfte  ver- 
tauscht werden ,  ohne  dass  es  auf  das  Endresultat  einen  Einfluss 
ausüben  könnte. 

Was  aber  von  der  Kraft  2  gilt,  gilt  auch  von  jeder  andern 
Kraft.  Wir  können  also  durch  Vertauschung,  jede  Kraft  an  jede 
beliebige  Stelle  in  der  Ordnung  der  Reihenfolge  bringen,  ohne 
dass  dies  auf  das  Endresultat:  Grösse,  Richtung  und  Lage  der 
Mittelkraft,  einen  Einfluss  ausüben  kann. 
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Die  Mittelkraft  mehrerer  Kräfte  in  der  Ebene 
ist  daher  von  derOrdnung  ihrer  Zusammensetzung 
ganz  unabhängig. 

Analytisch  folgt  dies  unmittelbar  ans : 

weil  die  Reihenfolge,  in  der  die  einzelnen  A  a  snsammengesetzt  werden ,  keinen 
Einflnss  anf  die  Summe  Ss  ausüben  kann. 


46.  Aendernng  einer  Kraft  im  Seilpolygon. 

Wird  in  einem  Seilpolygon ,  das  also  eine  bestimmte  Reihen- 
folge in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  voraussetzt,  irgend  eine 
derselben  mit  einer  andern  Kraft  vertauscht ,  so  werden  hierdurch 
keine  der  vorausgehenden,  allein  alle  folgenden  Mittelkräfte  oder 
Seilpolygonseiten  in  der  Weise  verändert,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Polygonseiten  auf  der  Mittelkraftslinie  der  beiden  ver- 
tauschten Kräfte  schneiden;  von  denen  jedoch  die  eine  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommen  werden  muss. 

Nehme  man  z.  B.  an  (Taf.  5e)  y  es  werde  die  zweite  Kraft  2 
mit  2i  vertauscht,  was  ganz  allgemein  ist,  weil  man  unter  1  die 
Mittelkraft  aller  vorausgegangenen  Kräfte  verstehen  kann :  so  wird 
die  Seite  nach  der  ;?ten  Kraft  die  Mittelkraft  der  Kräfte  (1 23....;i) 
und  (12|3....n)  in  den  beiden  Polygonen  sein.  Will  man  nun 
direct  von  der  erstem  zur  zweiten  übergehen,  so  muss  man  offen- 
bar (123... 7/)  mit  ( —  2  -j-  2|)  zusammensetzen,  um  (12i3...n) 
zu  erhalten.  Diese  drei  Kräfte  müssen  sich  daher  in  einem  Punkte 
schneiden;  da  aber  die  Lage  von  ( — 2-|-2i)  für  alle  Kräftecombi- 
nationen  dieselbe  bleibt,  so  schneiden  sich  alle  entsprechenden 
Mittelkräfte  auf  der  Linie,  in  der  die  Kraft  ( —  2  -f-  ^i)  ^^^^  ^^^ 
dasselbe  ist  (-f-  2  —  2|)  wirkt. 

Diese  Kraft  ( —  2  -|-  2i)  geht  natürlich  immer  durch  den 
Schnitt  ^  (Taf.  5e)  dieser  beiden  Kräfte  und  man  erhält  ihre  Rich- 
tung mit  Umgehung  des  Kräftepolygons ,  wenn  man  von  diesem 
Punkt  ^  aus  beide  in  Richtung  und  Grösse  aufträgt,  in  der  Rich- 
tung der  dritten  Seite  ( —  2  -|-  ^i);  denn  in  dem  entstandenen 
kleinen  Hülfsdreieck  haben  die  Pfeile  von  2  und  2|  entgegen- 
g^esetzte  Zeichen.    Die  durch  ^  zu  ( —  2  -f-  2i)  parallel  laufende 
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Linie  ist  also  diejenige,  auf  welcher  sich  je  zwei  entsprechende 
Polygonseiten  schneiden* 

Trägt  man  auch  im  Eräftepolygon  (Taf.  57)  die  Kraft  2i  von 
2  3  an  rückwärts  die  Summe  der  geänderten  Kräfte  auf,  so  ist  es  klar, 
dass  alle  vorausgehenden  Eckpunkte  und  demnach  auch  die  Pole  0 
und  Oj  in  Länge  und  Richtung  nm  ( —  2  -{-  2i)  auseinander  liegen. 

Aus  Obigem  folgtauch,  dass  je  zwei  Seilpolygone,  welche 
dieselbe  Reihenfolge  von  Kräften  verbinden,  sich  auf  einer  geraden 
Linie  schneiden,  welche  die  Mittelkraftslinie  der  beiden  Kräfte  ist, 
welche  in  den  ersten  Polygonseiten  wirken ,  vorausgesetzt ,  dass 
die  eine  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen  wurde.  Man 
kann  daher  ganz  allgemein  sagen : 

Je  zwei  Seilpolygone,  welche  dieselbe  Reihen- 
folge von  Kräften  mit  einander  verbinden,  haben 
eine  gerade  Linie  entsprechend  gemein.  Man  er- 
hält die  Richtung  nnd  Lage  dieser  Linie,  wenn 
man  alle  vorausgehenden  oder  folgenden  nicht 
gemeinschaftlichen  Kräfte  des  einen  Polygons  in 
entgegengesetzter  Richtung  mit  den  nicht  ge- 
meinschaftlichen Kräften  des  andern  Polygons  zu- 
sammensetzt. 

Dass  die  beiden  Polygone  (Taf.  5^  5)  ebenfalls  in  diesem  Satz 
mit  inbegriffen  sind,  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung ,  denn  die 
Kraft  1  ist  dort  die  einzige  nicht  gemeinschaftliche  Kraft  der  bei- 
den Polygone,  mithin  müssen  sich  alle  entsprechenden  Seiten  auf 
ihr  schneiden. 

Dieser  Satz  ist  ausserordentlich  ntltzlich ;  er  setzt  uns  in  den 
Stand,  ohne  auf  das  Kräftepolygon  zurückzugreifen,  ein  neues 
Seilpolygon  zu  construiren. 

Mit  Hülfe  des  Kräftepolygons  aber  kann  jede  Polygonseite 
direct,  ohne  Bestimmung  aller  vorausgehenden  Polygonseiten 
construirt  werden. 

Bei  der  Gonstruction  der  Drucklinie  eiserner  und  steinerner 
Bogen  z.  B.  kann  man  daher,  wenn  nur  einmal  eine  solche  Linie 
construirt  ist,  den  Horizontalschub  in  Grösse  und  Richtung  be- 
liebig ändern  und  unmittelbar,  wie  wir  später  sehen  werden,  die 
demselben  entsprechende  Aenderung  der  letzten  Polygonseiten 
ermitteln. 
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Analytisch  wollen  wir  nur  den  die  Vertanschnng  der  Kräfte  betreifenden 
Satz  ganz  allgemein  beweisen ,  aus  diesem  Beweis  folgen  dann  die  in  dieser  nnd 
der  vorigen  Nommer  anfgestelUen  Specials&tze  von  selbst. 

Sind  S^a^'  nnd  S^s^^ie  von  einander  verschiedenen  Mittelkr&ffee ,  welche  den 

t  +  1  ....n  gleichen  gemeinsamen  Kr&ften  vorausgehen,  nnd 

n    n        ^i  *i    "^  "i ..  n   » ..  n » 

die  Mittelkräfte  der  n  ersten  Kräfte ,  wenn  das  eine  Mal  f&r  die  i  ersten  .Si,-  «,•  nnd 
das  andere  Mal  iS(.  8^  eiageführt  wurde,  so  giebt  die  Sobtraction : 

et  O*       *  d  *»'     '  • 

O     8^    '  ' '    lO     8     ■■■   jj .   Ä  •    "^    j9  •  9  •■ 

^n    n  n    n         ^i     x  i    i* 

Da  nun  S^s^  —  S^  8^  für  alle  n  constant,  und  zwar  gleich  der  Differenz  der 

Mittelkräfte  aller  nicht  gemeinsamen  Kräfte  ist,  wenn  dieselben  für  das  eine  System 
in  positivem,  für  das  andere  in  negativem  Sinn  genommen  werden,  so  schneiden  sich  8^ 

und  8^  auf  dieser  Mittelkraft. 


47.  Analytische  Znsammensetznng  von  Kräften  im  Ranm, 
die  dnrch  einen  Pankt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  den  vorigen  Nummern  haben  wir 
vorausgesetzt,  dass  entweder  alle  Kräfte  durch  den  Ursprung  der  Coordinaten 
gehen,  oder  dass  alle  in  der  Ebene  der  xy  liegen.  Der  spätem  Zusammensetzung 
der  Kräfte  im  Raum  wegen  wollen  wir  nun  die  erhaltenen  Summenformeln  so  ver- 
wandeln, dass  sie  für  Jeden  Bündel  und  jede  Ebene  des  Baumes  gelten. 

Der  Natur  der  Entwickelungen  von  Nr.  39  S.  164  entsprechend  müssen  wir 
annehmen,  dass  die  Coordinaten  I41  ^42  ^4  3  0  «>  —  /} « ,  —  /a« ,  —  ^34 1  0>  ^^  QQ- 
endlich  fernen  Punktes  einer  Kraft  gegeben  seien.  Zur  vollständigen  Bestimmung 
der  Linie  bedürfen  wir  noch  der  Coordinaten  li  I2I3  l  eines  zweiten  Punktes  (z.  B. 
des  Mittelpunktes  des  Strahlenbündels)  und  erhalten  jetzt  unmittelbar  die  Linien* 
Coordinaten  (Fiedler,  Darst.  Geom.  S.  545)  der  Kraft  mit  Berücksichtigung  ihres 
Sinnes,  der  durch  die  Zeichen  der  U  i  ausgedrückt  ist,  nämlich : 


kk  =-  —  Iki 
Damit 


k   Ik 
UiUk 


Ui  —  0. 


ein  Punkt  xyzu  in  dieser  Linie  liege, 
eine  Ebene  ^nC^  durch  diese  Linie  gehe, 

müssen  deren  Coordinaten  bekanntlich  den  Gleichungen : 

Oa       •  ^349   +  ^41^  +  43«<9    andO«  ^llV   +  ^3^+   A4V» 

0  —  /43X  +/it2  +  /31«.  0«=til  +  i|sf   +  t«»» 

0  —  i,,a;  + /,3y+ Ijt^  ,         0  =  Z«,^  + /4»9  +  ^43?  > 
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]^7S  Di^  Znsammensetcang  der  Kräfte. 

oder  allgemein,  wenn  mit  ghih  ii^end  eine  Combination  der  4  Zahlen  1234  be- 
seichnet  wird,  den  Gleichnngen : 

genfigen,  welches  die  Gleichnngen  der  Projectionsebenen  der  Linie  aus  den  Axen- 
enden,  und  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Coordinatenebenen  sind ;  damit  aber  dies 
möglich  sei,  mnss : 

il    t«  f»4 

^41    ^4  9    ^4  9 

sein. 

In  diesen  Gleichungen  haben  wir  statt  der  vierten  Ordinaten  1 ,  u  und  v  gesetzt, 
um  anzudeuten,  dass  die  Gleichnngen  und  Coordinaten  mit  beliebigen  Coefficienten 
muUipIidrt  werden  dürfen.     Endlich  sind  die  Coordinaten 

^  t/  (  V    der  Ebene ,    welche 

a;"y  V'M"des  Punktes,  in  welchem  ^**  ^'"'^ 

ans  dem  festen  Punkt  x'  y  z  1  projicirt, 

die  feete  Ebene    f  n  C  l  schneidet,  ''"'"'  ^'«  Gleichnngen: 

gegeben.  Denn  erstens  genügen  die  ^  und  die  x'  den  eben  aufgestellton  Glei- 
chungen, was  leicht  erprobt  worden  kann ,  wenn  man  berücksichtigt ,  dass  9  =  0 
ist,  und  zweitens  ist  für  die  Punkte  und  für  die  Ebenen : 

r«  +'?'y'-t-f2'  +  «'-=0    und    f'ir"  +  «?"y"  +  rÄ"  +  t*"=-o. 
Mittelst  dieser  Werthe  ^    und  x'  können  schliesslich  die  Gleichnngen  der 

Ebene  V  gebildet  werden,  welche  die  Linie  l  ans  dem  Punkt  {x'  y'  z'  0  projicirt, 
und  des  Punktes  X\  In  welchem  die  Ebene  (|"  ly"  f  1)  von  /  geschnitten  wird ; 
nümlich : 

V  «=  tx  +  i{y  -f  f«  +  t)', 
und  ^"— «"l  +  y 'j?+ 2"C+ «". 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  nach  Nr.  39  S.  165  zur  Bestimmung  der 
Mittelkraft  über;  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  in  /  wirkenden 
Kraft  A  ist : 

0  =  /41^  -f   ^41»?    +   ^43^. 

Der  Factor,  welcher  sie  auf  die  Normalform  bringt : 
DemnMth  die  Normairorm  der  Gleichung : 

i-(.i*if  +  ixti  +  i,iO  4-- 

€ 

Die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Mittelkraft: 

worin  sich  £  über  die  Gleichungen  aller  zu  summirenden  Kräfte  erstreckt. 
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Da  in  dieser  GleichuDg  die  In  nur  in  der  ersten  Potenvs  vorkommen ,  so  sind 
die  Coordinaten  a^^  des  nnendlich  fernen  Punktes  der  Mittelkraft: 


»4  t 


S  l       — 


fieceichnet  man  mit  <?} ,  Oj,  ^3  die  Coordinaten  des  festen  Mittelpunktes  des 
Strahlenbündels,  so  hat  man  offenbar  für  die  übrigen  Liaieneoordinaten  der 
Mittelkraft  -. 


»I* 


2:—  l      j: 


A 


Ua 


« 

«.- 

'k 

~°  ■•  g  'ik 

^4. 

t*k 

Wir  projiciren  jetzt  die  Bicbtnn^linie  der  Kräfte  nnd  der  Mittelkraft  ans 
einem  festen  Punkt  {x'yz  1)  und  schneiden  sie  durch  die  feste  Ebene  (X'  tf'C  1) ; 
wir  bezeichnen  die  Projectionsebene  der  einzelnen  Kräfte  mit  /'  nnd  die  der  Mittel- 
kraft mit  a  ,  und  die  Schnittpunkte  der  einzelnen  Kräfte  mit  X'  und  der  Mittel- 
kraft mit  a\ 

Dann  ist  laut  der  Formeln  im  Eingang : 

worin: 

ist.    In  diesen  Formeln  enthält  1"^ ,  mithin  auch  d  die  Elemente — Uk^vxKm 

9  e 

ersten  Grad,  sie  zerfallen  daher  in  die  Gleichungen : 


e 


und 


£X 


..A 


Was  wir  eben  für  den  Strahlen- 
hiindel  bewiesen  haben ,  lässt  sieh  auch 
für  die  Ebene  beweisen  (siehe  Fig.  99). 

W^ir  projieiren  aUe  in  der  Ebene 
wirkenden  Kräfte  in  eine  der  drei  Pro- 
jectionsebenen,  die  der  zy  1.  B.,  setzen 
sie  dort  nach  den  Regeln  von  Nr.  43 
S.  171  zusammen,  nnd  projiciren  die 
Hittelkraft  in  jene  Ebene  wieder  zurück. 
Es  ist  dies  gestattet,  denn  bei  dem  Pro- 
jiciren bleiben  alle  Strahlen  des  Kräfte- 
polygons nnd  des  Seilpolygons  parallel, 
die  es  vorher  waren  und  nachher 
noch  sein  sollen. 

Die  Gleichung  der  Projection  der 
Linie  /  in  der  Ebene  x^  ist : 


Fig.  99. 


12 
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ZU  AOj  dann  wird  der  Inhalt  einer  jeden  eine  Kraft,  z.  B.  1  pro- 

jicirenden  Fläche  gleich  y^^OmsA  der  Projection  h^  dieser  Kraft 
auf  die  Linie  A  (Fig.  101)  sein ,  weil  h^  gleich  h\  der  Höhe  des 
projieiremden  Dreiecks  ist.     Nun  ist  aber  2k  (in  Fig.   101) 

=  Ai  a . .  „ ,  mithin  auch  Va  ^0  2h  =  «/« -^Ö  A,  j  . . „  oder  das  Mo- 
ment der  Kräfte  1 2 . .  n  ist  gleich  dem  Moment  ihrer  Mittelkraft 
(1  2 . .  n)  bezüglich  eines  beliebigen ,  aber  für  alle  Kräfte  gleichen 
Punktes. 

Wirken  die  einzelnen  Kräfte  nicht  auf  einen  und  denselben 
Punkt,  so  verbinde  man  sie  alle  durch  ein  Seilpolygon ,  dann  er- 
hält man ,  von  einem  Eckpunkt  (Taf.  5|)  zum  andern  übergehend, 
das  Moment  der  Spannung  in  23  gleich  dem  Moment  der  Kräfte 
1  und  2.  Das  Moment  der  Spannung  in  3  4  gleich  dem  der  Kraft  3 
mehr  dem  der  Spannung  in  2  3 ,  das  gleich  ist  der  Summe  der 
Momente  von  1  und  2,  mithin  ist  das  Moment  der  Spannung  in  3  4 
gleich  der  Summe  der  Momente  der  Kräfte  123,  und  so  kann  man 
bis  zur  Titen  fortfahren. 

Gewöhnlich  wird  das  Moment  analytisch  durch  das  Product 
der  Kraft  P^  mit  ihrer  Entfernung  /^i  vom  Momentenpol  (dem  so- 
genannten Hebelarm),  also  durch  P^p^  ausgedrückt,  wo  dann  das 
Moment  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  Kräfte  ^==  2Pp  ist. 
Mitunter  wird  auch,  wenn  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirken, 
statt  P^Py  das  Product  P^l^  gebildet,  wo /{  die  Entfernung  des 
Punktes  A  (Fig.  100)  vom  Fusspunkt  des  Hebelarmes  px  bezeich- 
net. Bezüglich  dieser  Producte  gilt  natürlich  dasselbe  Gesetz, 
denn  sie  sind  nichts  anderes  als  die  Momente  derselben  Kräfte 
bezüglich  eines  Punktes  Oj ,  der  so  liegt,  dass  OAO^  ein  gleich- 
sehenkeliges  rechtwinkeliges  Dreieck  ist.  Denn  dann  sind  immer 
die  Längen  l^  l\  eben  so  yn^P\P\  einander  gleich. 

Diese  Producte  P  können  aber  nur  dann  einen  Sinn  haben, 
wenn  die  Richtung  aller  Kräfte  durch  einen  Punkt  geht,  denn  nur 
dann  ist  der  Punkt  0^  vorhanden. 

Da  das  Moment  einer  beliebigen  Zahl  Kräfte  gleich  dem  Mo- 
ment ihrer  Mittelkraft  ist,  so  ist  es  gleich  0  für  alle  Punkte  dieser 
Mittelkraft,  gleich  gross  für  alle  Punkte  einer  Parallelen  zur 
Richtung  dieser  Mittelkraft,  und  die  absolute  Grösse  desselben 
wächst  proportional  mit  der  Entfernung  dieser  Parallelen  von  der 
Mittelkraft. 
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Wenn  man  in  die  Normalform  -— -  (ax  +  6y  +  c)  einer  Linie  die  Coordi- 

c 

naten  x  und  y  eines  bestimmten  Punktes  substituirt,  so  ist  das  Resultat  a  der  senk- 
rechte Abstand  dieses  Punktes  von  der  RichtunKslinie  i.  Die  Producte  Aa^  Ss  sind 
daher  nichts  anderes  als  das,  was  man  gewohnlich  die  Momente  der  Kräfte  besfig- 
lieh  eines  Punktes  nennt. 

Aus  Ss  mm  2Aa  geht  demnach  hervor,  dass  das  Moment  der  Mittelkraft  S 
gleich  der  Summe  der  Momente  der  sämmtliohen  Seitenkräfte  Ä  besüglich  irgend 
eines  Punktes  der  Ebene  sei.  Substituirt  man  insbesondere  fQr  x,  y,  1  die  Coordi- 
naten  der  Eckpunkte  des  Goordinatendreiecks  1 ,  0,  0 ;  0,  1,0  und  0,  0,  1 ,  so  er- 
hält man : 


n 

*"  =        ^1..«*" 

n 

e- 

a>  -  +  Ai    „üi 

1 . .  ;i    1 . .  M 

w  —  -\-  SA.p., 

wo  p^  den  Perpendikel  vom  Ursprung  auf  die  Linie  t  bezeichnet.     Die  beiden 

ersten  Formeln  bedeuten,  dass  die  mit  den  Azen  parallelen  Seitenkräfte  der  Mittel- 
kraft gleich  der  Summe  der  entsprechenden  Seitenkräfte  aller  susammenniaetien» 
den  Kräfte  ist;  die  letste  drüekt  die  Momentengleichheit  besügticb  des  Ursprungs 
aas.  Ss  sind  dies  die  gewöhnlichen  Gleichungen ,  welche  sur  Zusammensetzung 
der  Kräfte  dienen,  und  man  sieht,  dass  sie  in  der  allgemeinen  Summenformel  ent- 
halten sind  und  derselben  durch  Substitution  besonderer  Werthe  fua  x  und  y 
entspringen. 


49.  Graphische  Bestimmung  der  Momente. 

Die  Bestimmung  der  Grösse  der  Momente  geschieht  am 
zweckmässigsten  durch  Verwandlung  der  sie  darstellenden  Flächen, 
und  wir  hätten  hier  dem  in  Nr.  15  (S.  86)  Gesagten  nichts  weiter 
beizufügen ,  wenn  es  nicht  möglich  wäre,  diesen  oder  doch  ahn* 
liehen  Gonsiructionen  einen  mehr  statischen  Sinn ,  wenn  wir  uns 
so  ausdrücken  dürfen,  unterzulegen. 

Wie  wir  bei  Verwandlung  der  Flächen  alle  auf  eine  bestimmte 
constante  Basis  verwandelt  haben,  um  Linien  zu  erhalten,  welche 
diesen  Flächen  proportional  sind ,  so  wollen  wir  auch  bei  Bestim- 
mung der  Momente ,  diese  auf  eine  constante  Kraft  von  H  einer 
runden  Zahl  Gewichtseinheiten  so  reduciren,  dass  wir  am  HebeU 
arm  h  dieser  Kraft,  direct  das  Moment  Hh  ablesen  können. 


Ig^  IMe  ZiuammensetEang  der  KAtte. 

Da  nun  das  Moment  einer  jeden  Kraft,  die  durch  den  ge- 
gebenen Momenteopol  gebt,  =  0  ist,  so  gelangt  man  sebr  leicht 
zu  dem  Hebelarm  h,  wenn  man  die  gegebene  Kraft  P  im  Kräfte- 
polygon (Fig.  102  und  103)  in  zwei  Seitenkiäfte  zerlegt,  wovon 


«.V 


die  eine  dem  in  Richtung  und  Grösse  gegebenen  H  gleich  ist,  wo- 
durch dann  auch  die  andere  Q  bestimmt  ist.  Zieht  man  nun  durch 
den  gegebenen  Pol  0  (Fig.  103)  eine  Parallele  0^  za  Q  und 
denkt  man  sich  die  Zerlegung  tou  P  in  dem  Schnittpunkt  ^  mit 
der  Parallelen  vorgenommen,  so  wird  die  Kraft  Q  durch  den  Pol  0 
gehen  und  das  Moment  von  P  dem  von  H  gleich  sein ;  der  Perpen- 
dikel k  (der  nicht  immer  auegezogen  zu  werden  braucht)  vom 
Punkt  ^  auf  eine  durch  0  laufende  Parallellinie  zu  H,  ist  der  ge- 
suchte Hebelarm.  Um  zu  zeigen,  dass  diese  ganze  Operation 
nichta  anderes  als  eine  Fl&cheoverwandlung  war,  haben  wir  das 
Dreieck  PQH  auch  in  die  Fig.  103  eingetragen,  und  man  sieht 
auf  den  ersten  Blick,  dass  Hh  der  doppelte  Inhalt  der  schraffirten 
Uomenten^che  ist. 

Hier  mttuen  wir  bemerken ,  dass  der  Sinn  der  Flftche  nicht 
aus  der  Lage  von  h ,  sondern  nur  aus  den  Pfeilen  von  P  und  H, 
welche  immer  eine  in  demeelben  Sinn  umfahrene  Momentenfische 
geben,  entnommen  werden  kann.  Da  alle  Momentendreiecke 
einen  ihrer  Eckpunkte  im  Pol  0  haben,  so  muss  der  Sinn  der 
Flüche  immer  mit  dem  Sinn  der  Drehung  der  Kraft  um  den  Punkt 
0  zueammenfallen. 

Wenden  wir  das  eben  Entwickelte  noch  auf  die  Bestimmung 
des  Momentes  zweier  Kräfte ,  unter  denen  wir  uns  z.  B.  die  Span- 
nungen zweier  aussersten  Seilpolygoneeiten  als  Mittelkräfte  der 
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zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte  denken  können,  an.  Es  sei  0 
(Fig.  104)  der  Momentenpol  (siehe  noch  das  Kräftepolygon 
Fig.  105),  P  und  Pi  die  Kräfte,  deren  Momente  bestimmt  werden 


Fig.  104. 


Fig.  105. 


sollen,  endlich  H  die  Kräftebasis,  aufweiche  sie  zu  reduciren  sind. 
Dann  zeigt  Fig.  105  die  Zerlegung  der  Kräfte  Pin  H  und  Q,  und 
P^  in  H  und  ^i,  und  man  erhält  die  Punkte  ^  und  ^i  (Fig.  104), 
in  welchen  die  Zerlegung ,  wie  angedeutet  ist ,  stattzufinden  hat, 
indem  OA  und  O^i  parallel  zu  Q  und  Q^  (in  Fig.  105)  gezogen 
werden  und  die  Perpendikel  A  und  h^  auf  die  durch  0  gezogenen 
Parallelen  zu  H  sind  die  gesuchten  Hebelarme*  Sie  addiren  sich, 
weil  beide  Kräfte  P  und  P^  eben  so  wie  beide  H  in  demselben 
Sinn  um  0  drehen.  Die  ganze  stark  ausgezogene  Linie  h  -^  k^ 
multiplicirt  mit  /7,  ist  daher  dem  Moment  der  beiden  Kräfte  P  und 
Pt  gleich. 

Bewegt  sich  der  Momentenpol  auf  einer  zur  Mittelkraft  von 
P  und  jPi  parallelen  Linie  OC,  so  ändert  sich  h  -{-  h^  nicht,  denn 
verlängert  man  ^0  bis  ^,  bis  zu  einer  durch  C gehenden  Parallelen 
BC  zu  Py  so  sind  ^i  B  und  H  immer  parallel  als  sechste  Seiten 
der  beiden  Vierecke  O^i  CB  (Fig.  104)  und  PP^  Qx  Q  (Fig.  105), 
von  denen  schon  2  Mal  2  gegenüberliegenden  und  die  fünften  Seiten 
parallel  laufen ;  A  -f-  ^i  ist  daher  immer  die  auf  H  senkrecht 
stehende  Projection  der  zwischen  zwei  Parallelen  parallel  zu  sich 
selbst  sich  bewegenden  und  desshalb  gleich  lang  bleibenden  Linie 
AB,    Nähert  sich  0  und  mit  0  auch  die  Gerade  OC  dem  Schnitt- 
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punkt  D  der  beiden  Kräfte  P  und  jPi,  d.  h.  ihrer  Mittelkraft,  so 
bleibt  sich  doch  stets  das  Gebilde  OADAy^  (h  -|-  Aj)  ähnlich  und 
A  -f-  ^1  ändert  sich  proportional  der  Entfernung  des  Punktes  D 
von  0  oder  OC.  Die  Länge  A  +  Aj  wird  =  0,  wenn  OC  durch 
D  geht. 

Wir  haben  zwar  (Nr.  48  S.  181)  das  eben  Gesagte  schon  ein- 
mal ausgesprochen  und  bewiesen,  doch  glaubten  wir  die  Richtig- 
keit der  Gonstruction  durch  Fig.  104  auch  noch  geometrisch  nach- 
weisen zu  sollen ,  weil  wir  dieselbe  später  noch  benutzen  werden. 

Sind  die  Momente  sehr  vieler  Kräfte ,  die  man  gerade  nicht 
durch  ein  Seilpolygon  zu  verbinden  gedenkt,  zu  reduciren,  so  kann 
auch  folgende  Gonstruction  mit  Vortheil  angewendet  werden. 

Man  beschreibe  von  dem  Pol  (Taf.  7)  als  Gentrum  einen  Kreis 
mit  ff  =  r  als  Halbmesser,  der  so  gross  anzunehmen  ist,  dass  er 
die  Richtungslinie  aller  Kräfte  schneidet,  deren  Moment  zu  be- 
stimmen ist.     Betrachtet  man  dann  H  als  Basis  aller  einzelnen 

Momentendreiecke,   so  sind   die  Antiprojectionen  A^,  h^ der 

einzelnen  Kräfte  senkrecht  zu  diesem  H  gleich  den  gesuchten 
Hebelarmen,  durch  deren  Addition  man  das  Totalmoment  er- 
halten kann. 

Flächen  sind  Producte  von  zwei  in  jeder  Beziehung  homo- 
genen Linien,  dies  ist  bei  Momenten  nicht  mehr  der  Fall ;  sie  sind 
das  Product  einer  Kraft  und  einer  Linie,  zwei  vollkommen 
heterogenen  Elementen ,  und  man  könnte  fragen ,  ob  es  gestattet 
sein  kann,  sie,  so  wie  wir  es  gethan  haben,  zu  verwandeln,  als  ob 
sie  ganz  homogen  zusammengesetzt  wären.  Diese  Frage  muss 
unbedingt  bejaht  werden.  Die  Fläche  an  und  für  sich  als  das 
Moment  repräsentirend ,  muss  als  etwas  ganz  Gleichartiges  be- 
trachtet werden.  Die  Kilogrammmeter  z.  B.,  die  man  erhalten  hat, 
sind  weder  Kilogramm  noch  Meter,  sondern  eben  Kilogramm- 
meter, das  Product  beider,  und  ebenso  wie  dieses  verwandelt  wer- 
den kann,  muss  auch  die  dieses  Product  darstellende  Fläche  ver- 
wandelt werden  können,  vorausgesetzt  nur :  dass  sie  durch  Multi- 
plication  beider,  d.  h.  dadurch  entstanden  sei ,  dass  eine  ihrer  Di- 
mensionen ursprünglich  eine  Kraft  und  die  andere  eine  Linie  war. 
Man  kann  also  die  Fläche  eben  so  gut  verwandeln ,  als  man  das 
Moment  einer  Kraft  von  4  Kilogr.  an  einem  Hebelarm  von  15  Me- 
tern ,  dem  einer  Kraft  von  10  Kilogr.  an  einem  Hebelarm  von  6 
Metern  gleichsetzen  kann.    Auch  kann  man  stets  den  Hebelarm 
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mit  der  Kraft  eben  so  gut  vertauschen ,  als  man  im  eben  citirten 
Beispiel  auch  eine  Kraft  von  6  Kilogr.  an  einem  Hebelarm  von 
10  Metern  annehmen  darf.  Nur  muss  stets,  wenn  eine  der  Linien, 
in  die  man  die  Momentenfläche  zerlegt  hat,  auf  dem  Maassstab  der 
Linien  abgegriffen  wurde,  die  andere  senkrecht  darauf  stehende 
auf  demselben  Maassstab  der  Kräfte  abgegriffen  werden,  in  wel- 
chem die  Kräfte  aufgetragen  wurden ,  die  zur  ursprünglichen  Bil- 
dung der  Momente  dienten. 

Die  Gonstructionen,  die  zur  fieduction  der  Momente  auf  einen 
Hebelarm  von  einer  runden  Zahl  Längeneinheiten  dienten,  sind 
daher  genau  dieselben  als  diejenigen,  welche  zur  Beduction  der- 
selben auf  eine  Kraft  von  einer  runden  Zahl  Gewichtseinheiten 
dienten.  Wäre  z.  B.  (in  Fig.  105)  H  gleich  einer  runden  Zahl 
Längeneinheiten ,  so  könnte  man  h  -{-  h^  auf  dem  Maassstab  der 
Kräfte  ablesen,  und  als  am  Hebelarm  H  wirkend  betrachten. 
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Wenn  zwei  Seilpolygonseiten  parallel  laufen,  so  liegt  ihr 
Schnitt  im  Unendlichen  und  ihre  Richtung  ist  jedenfalls  auch  die 
der  Mittelkraft  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte.  Auf  Taf.  5| 
z.  B.  laufen  die  Polygonseiten  4 5  und  9  10  parallel,  hierdurch  ist 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Mittelkraft  von  (5  6  7  8  9)  d.  h.  ihre 
Richtung  gegeben,  allein  die  Lage  der  Kraft  ist  noch  unbestimmt. 
Um  sie  zu  bestimmen ,  hat  man  nur  dieselben  Kräfte  durch  irgend 
ein  anderes  Seilpolygon  4i  5,  6i  7j  Sj  9^  lOi  zu  verbinden ,  dessen 
entsprechender  Pol  Oj  im  Kräftepolygon  (Taf.  65)  nicht  auf  dem 
zu  den  parallelen  Seilpolygonseiten  parallelen  Strahl  0  (54)  (910) 
liegt,  um  durch  Verlängerung  und  Schnitt  der  äussersten  Seil- 
polygonseiten 4i  5i  und  9i  lOj  (Taf.  64)  einen  Punkt  der  Mittelkraft 
(5  6  7  8  9)  zu  erhalten,  deren  Richtung  und  Lage  somit  bekannt  ist. 
Sollte  die  Mittelkraft  ganz  im  Unendlichen  liegen,  so  mttssten  auch 
die  Seiten  4|  5i  und  9i  lO^  parallel  laufen ,  dann  ginge  die  Mittel- 
kraft nicht  allein  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Polygon- 
seite  4  5 ,  sondern  auch  durch  den  der  Seite  4i  5i  und  läge  dem- 
nach ganz  im  Unendlichen.  Damit  aber  dies  eintreffe,  müssten 
nicht  allein  die  Strahlen  0  (4  5)  und  0  (9  10)  (Taf.  5») ,  sondern 
auch  die  Strahlen  0|  (45)  und  Oj  (910)  im  Kräftepolygon  zu- 
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Bammenfallen.  Dies  findet  aber  nur  dann  statt,  wenn  die  Punkte 
(45)  und  (9 10)  selbst  zusammenfallen,  d.  b.  wenn  die  Grösse  der 
Mittelkraft  (5  6  7  8  9)  =  0  oder  besser  gesagt,  unendlich  klein  ist. 

Diese  unendlich  fernen  und  kleinen  Kräfte  mit  endlichen 
Kräften  in  endlicher  Entfernung  zusammengesetzt,  können,  wie 
aus  dem  Kräftepolygou  hervorgeht,  zwar  die  Grösse  der  Mittelkraft 
nicht  ändern,  aber  wie  aus  dem  Seilpolygon  hervorgeht,  deren 
Lage.  Setzt  man  z.  B.  die  beiden  parallelen ,  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkenden  gleichen  Kräfte  6  und  7,  die  ein 
Kräftepaar  genannt  werden  und  die  der  einfachste  Ausdruck  einer 
unendlich  fernen  und  kleinen  Kraft  sind,  mit  der  Kraft  (12  345) 
zusammen,  deren  Richtung  und  Lage  5  6  ist,  so  verschiebt  sich  diese 
letztere  nach  7  8,  ebenso  verschiebt  sich  die  Lage  der  Kraft  (2  3  4  5) 
in  Folge  der  Zusammensetzung  mit  demselben  Kräftepaar  6  7,  von 
5i  6i  parallel  zu  sich  selbst  nach  7i  8i. 

Hieraus  geht  also  hervor,  dass  unendlich  kleine  und  ferne 
Kräfte  Grössen  gleicher  Ordnung  als  wie  endliche  Kräfte  in  end- 
licher Entfernung  sind  und  mit  diesen  zusammengesetzt  werden 
können.  Endliche  Kräfte  in  unendlicher  Entfernung  sind  unend- 
lich grosse  Grössen,  die  mit  endlichen  Kräften  nicht  mehr  zusam- 
mengesetzt werden  können,  denn  wenn  eine  unendlich  kleine  und 
ferne  Kraft  die  Mittelkraft  (2  ...5)  um  ein  Endliches  verrückt,  so 
würde  diese  durch  eine  unendlich  ferne  endliche  Kraft  ins  Unend- 
liche verrückt  und  die  Zusammensetzung  wäre  unmöglich.  Ebenso 
klar  ist  es  auch ,  dass  eine  unendlich  kleine  Kraft  in  endlicher 
Entfernung,  die  Lage  einer  endlichen  Mittelkraft  nicht  mehr  ändern 
kann,  und  als  unendlich  kleine  Grösse  niedrigerer  Ordnung 
vernachlässigt  werden  kann.  Um  unendlich  kleine  und  ferne 
Kräfte  direct  zusammensetzen  zu  können ,  fehlt  nichts  mehr  als 
ihr  Maass. 


51.  Das  Maass  unendlich  kleiner  nnd  femer  Kräfte. 

Da  alle  Kräfte ,  welche  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
wirken,  ihren  Momenten,  in  Bezug  auf  irgend  einen  Pol  propor- 
tional sind,  so  sind  auch  die  in  der  unendlich  feinen  Geraden  wir- 
kenden Kräfte  ihren  Momenten  in  Bezug  auf  irgend  einen  Fol 
proportional.    Da  ferner  durch  die  Aenderung  der  Lage  des  Poles 
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Fig.  106. 


in  der  Endlichkeit,  nur  verschwindend  kleine  Aenderungen  am 
Hebelarm  der  unendlich  fernen  Kräfte  hervorgebracht  werden ,  so 
ist  das  Moment  der  unendlich  fernen  Kräfte  constant  für  alle  Pole 
in  der  Endlichkeit.  Wir  dürfen  daher,  so  lange  wir  nur  in  der 
Endlichkeit  construiren ,  das  Moment  der  unendlich  fernen  Kräfte 
als  ihr  Maass  annehmen.  Die  wirkliche  Grösse  dieser  Kräfte  ist 
jedoch  immer  nur  gleich  diesem  Moment,  getheilt  durch  ihren 
Constanten  aber  unendlich  langen  Hebelarm. 

Dass  das  Moment  aller  oo  kl.  Kräfte  constant  sei ,  lässt  sich 
leicht  an  einem  Kräftepaar  erproben.  So  ist  z.  B.  das  halbe  Mo- 
ment der  beiden  parallelen,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
wirkenden  Kräfte  (Fig.  106),  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Dreiecke  OAB  und  ODC  oder  der  Figur 
ABO  CDA  =  dem  Dreieck  ABD.  Der  In- 
halt dieses  letzteren  ist  aber  von  der  Lage 
des  Poles  0  ganz  unabhängig,  und  sein 
doppelter  Inhalt  gleich  der  einen  Kraft  AB 
multiplicirt  mit  der  senkrechten  Entfernung 
der  andern  als  Hebelarm.  Dasselbe  gilt 
nothwendiger  Weise  auch  von  Momenten- 
summen beliebiger  anderer  Kräfte,  deren 
Mittelkraft  =  0  ist.  Da  unter  der  Grösse 
einer  solchen  Momentensumme  auch  ihr 
Zeichen  inbegriffen  ist,  so  folgt,  dass  auch 
die  Momentenflächen  solcher  Kräfte  mit  der 
Mittelkraft  0  stets  in  demselben  Sinn  um- 
fahren werden,  und  dass  daher  der 
Drehungssinn  solcher  unendlich  fernen 
Kräfte  stets  derselbe  sei.  Die  Momentenfläche  des  Kräftepaares 
(Fig.  106),  ist  dieselbe,  wenn  auch  der  Pol  0  auf  die  andere  Seite 
des  Paares  nach  0|  versetzt  würde,  die  Fläche  ist  in  demselben 
vom  Pfeil  angedeuteten  Sinn  umfahren,  und  das  Paar  dreht  in 
demselben  Sinn  um  0^  als  wie  um  0. 
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Analytisch  wird  die  oo  ferne  Kraft  dadurch  angezeigt,  dass  die  Coefflcienten 

A 
von  X  nnd  v  in  Ss  gleich  0  werden.    Ss  reducirt  sich  dann  auf  J?  -    cio\  das 

Moment,  welches  auch  das  Maass  der  CO  fernon  Kraft  ist. 
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52.  Znsammensetzung  der  nnendlich  fernen  und  kleinen 

Kräfte  in  der  Ebene. 

■ 

Da  die  unendlich  ferne  Linie  in  der  Ebene 
eineGerade  ist,  so  addiren  sich  einfachdie  inder- 
selben  wirkenden  unendlich  fernen  Kräfte. 

Das  stimmt  vollkommen  damit  Uberein ,  was  Nr.  48  S.  181 
bewiesen  wurde,  dass  die  Momente  mehrerer  beliebiger,  also  auch 
unendlich  ferner  Kräfte  sich  bei  Bildung  einer  Mittelkraft  einfach 
addiren. 

Femer  geht  hieraus  hervor,  dass  zwei  Kräftepaare  von 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Momenten  sich  aufheben,  weil  die 
Summe  der  unendlich  fernen  Kräfte,  durch  die  sie  dargestellt 
werden,  =  0  ist. 

Es  lässt  sich  dies  auch  leicht  direct  geometrisch  beweisen. 
Sind  die  schraffirten  Momentendreiecke  der  beiden  bis  zu  ihren 
gegenseitigen  Durchschnittspunkten  verlängerten  Kräftepaare  PPi 
und  QQi  (Fig.  107)  gleich  gross  und  entgegengesetzten  Sinnes,  so 

laufen  BC  und  DE  parallel,  P  und  Q 
verhalten  sich  daher  wie  ^E  und 
^D,  wie  die  Seiten  des  Parallelo- 
gramms ADA^E,  die  Mittelkraft  von 
P  und  Q  fällt  dann  mit  der  Diagonale 
desselben  zusammen,  ebenso  die 
gleich  grosse,  aber  entgegengesetzt 
wirkende  Mittelkraft  von  P^  und  Qx 
und  beide  heben  sich  gegenseitig  auf. 

Genau  auf  die  gleiche  Weise  wird  auch  der  allgemeine  Satz 
bewiesen :  wenn  zwei  Kräftepaare  im  Gleichgewicht  sind ,  so  ver- 
halten sich  die  Kräfte,  welche  sie  zusammensetzen,  wie  die  Seiten 
des  Parallelogramms,  das  ihre  Richtungslinien  bilden. 

Sind  unendlich  ferne  und  kleine  Kräfte  als  Mittelkräfte  zweier 
oder  mehrerer  andern  Kräfte  gegeben ,  so  kann  man  sie  einfach 
durch  Verbindung  mittelst  eines  Seilpolygons  mit  andern  Kräften 
zusammensetzen ,  wie  es  z.  B.  in  Nr.  44  S.  173  Taf.  64  gezeigt  ist, 
wo  das  Kräftepaar  6  7  mit  den  Mittelkräften  (1  2 ...  5)  und  (2  3 ...  5) 
zusammengesetzt  wurde. 


Fig.  107. 
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Sind  die  unendlich  fernen  Kräfte  durch  ihre  Momentenfläche, 
ihr  HaasB  gegeben,  und  mit  endlichen  Kräften  zusammenzuBetzen, 
so  bat  man  die  Mittelkraft  dieser  letztem  einfach  um  eo  viel  zu 
verBetzen,  daes  sich  ihr  Moment,  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  um  die  gegebene  Momentenfläche  der  unendlich  fernen 
Kraft  ändert.  Denn  durch  die  unendlich  kleine  Kraft  kann  weder 
die  Richtung  noch  die  Grösse  der  endlichen  Mittelkraft  verändert 
werden ,  und  nur  ihr  Moment  ändert  sich  um  das  der  unendlich 
fernen  Kraft.  Denkt  man  sich  zum  Zweck  dieBer  Versetzung  den 
Momentenpol  auf  der  Kichtungslinie  P  der  Mittelkraft  selbst  in  0 
(Fig.  108),  so  versetzt  eich  dieselbe  bei  der 
Zusammensetzung  mit  einer  unendlich  fer-  F>8-  leh- 

nen Kraft  um  so  weit  nach  P, ,  dass  die 
schraffirte  Momentenfläche  in  Sinn  und  In- 
halt gleich  der  der  unendlich  fernen  Kraft 
werde.  Und  umgekehrt  kann  man  Jede 
Kraft  -P  in  eine  gleich  grosse,  in  beliebiger 
Entfernung  parallel  zu  ihr  wirkende  Kraft 
P,  und  eine  unendlich  ferne  Kraft  zerlegen,  ^ 

deren  Momentenfläche  der  negativen  schrnf-  X 

firten  Fläche  gleich  wäre.  /P 

Wäre  eine,  nur  durch  ihr  Moment  ge- 
gebene unendlich  ferne  Kraft  in  ein  Seil- 
polygon einzuschalten,  so  würde  bezüglich 
der  Polygonseite,  nach  der  sie  folgen  soll ,  genau  dasselbe  gelten, 
was  eben  über  die  einzelne  Kraft  P  gesagt  wurde;  z.  B.  wäre  statt 
des  Kräftepaares  6  und  7  (in  Taf.  5«)  die  schraffirto  Momenten- 
fläche desselben  als  Dreieck  gegeben,  dessen  Höhe  A  gleich  der 
Entfernung  und  dessen  Basis  gleich  einer  der  Kräfte  6,  7  und 
dessen  Sinn  durch  den  Pfeil  angedeutet  ist,  so  hätte  man  nur 
dieses  Dreieck  auf  die  Basis  (1...5)  zu  verwandeln,   um  einen 
Punkt  der  Kraft  {1...7)  zu  erhalten.     Wären  dann  die  Linien  6,  7 
und  (6  7)  nicht  vorhanden,  so  durfte  man  sich  das  Seilpolygon  bei 
5  nicht  abgehrochen,  sondern  dort  in's  Unendliche  und  zurück 
nach  78  gehend  denken,  was  durch  eine  Klammer  angedeutet 
werden  künnte. 
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53.  Das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  der  Ebena 

Wir  können  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte 
ganz  allgemein  wie  folgt  ausdrücken ;  dabei  werden  wir  uns  unter 
einer  unendlich  fernen  Kraft,  die  ^=^  0  ist,  eine  solche  denken 
deren  Moment  =  0  ist. 

Eine  beliebige  Zahl  Kräfte  ist  im  Oleichge* 
wicht,  wenn  ihre  Mittelkraft  =  0  ist. 

Die  Kräfte  sind  hier  im  allgemeinsten  Sinn  genommen,  sie 
können  endliche  und  unendlich  ferne  Kräfte  sein ;  und  dürfen  also 
auch  keine  unendlich  ferne  Mittelkraft  haben. 

Sind  Kräfte  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann 
dieses  immer  durch  die  umgekehrte  Mittelkraft, 
d.  h.  durch  die  Kraft  hergestellt  werden,  durch 
welche  die  Mittelkraft  des  ganzen  Kräfte-Systems 
aufOreducirtwird. 

Besondere  Fälle  sind  nun  folgende : 

Wirken  mehrere  Kräfte  in  einer  geraden  Linie  oder  fallen 
mehrere  Mittelkräfte  verschiedener  Systeme  mit  einer  geraden 
Linie  zusammen,  so  kann  das  Gleichgewicht,  wenn  es  nicht  vor- 
handen sein  sollte,  nur  durch  eine  Kraft  hergestellt  werden,  deren 
Richtung  mit  derselben  Linie  zusammenfällt. 

Dieser  Satz  ist  auch  von  der  unendlich  fernen  Geraden  gültig, 
also  kann  das  Gleichgewicht  mehrerer  Kräftepaare,  oder  überhaupt 
Kräftesysteme,  deren  Mittellinien  alle  in  der  unendlich  fernen 
Geraden  liegen,  nur  durch  eine  unendlich  ferne  Kraft  hergestellt 
werden.  Haben  alle  in  der  Endlichkeit  liegenden  Kräfte  eine 
endliche  Mittelkraft,  so  bleibt  diese  endlich,  wie  viele  unendlich 
ferne  und  kleine  Kräfte  damit  auch  verbunden  werden  mögen. 

Werden  inehrere  Kräfte  in  der  Art  durch  ein  Seilpolygon  mit 
einander  verbunden,  dass,  wie  in  Taf.  5«,  die  erste  Kraft  1  als 
Polygonseite  benutzt  wird,  so  sind  die  sämmtlichen,  hier  10, 
Kräfte  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Mittelkraft  im  Kräftepolygon 
»=  0  ist,  und  wenn  die  Richtung  der  letzten  Polygonseite  mit  der 
Richtung  der  letzten  Kraft  10  zusammenfällt.  Ist  diess  nicht  der 
Fall;  so  kann  das  Gleichgewicht  durch  eine  in  der  letzten  Polygon- 
seite wirkende  und  durch  das  Kräftepolygon  gegebene  Kraft  her- 
gestellt werden. 
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Mehrere  an  einem  Seilpolygon  wirkende  Kräfte  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  die  erste  und  letzte  Seite  sich  auf  der  letzten  in  das 
Seilpolygon  noch  nicht  eingeflochtenen  Seite  schneiden,  und  die 
Summe  aller  »^  o  ist.  Denkt  man  sich  z.  B.  eine  Mittelkraft 
^5 ...  9)  (Taf.  54)  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkend,  so  ist 
also  —  (5  6 . .  •  9)  mit  den  Kräften  5  6  7  8  und  9  im  Gleichgewicht, 
was  sich  dadurch  zeigt,  dass  das  Polygon  5i  6^  7^  81  9|  — 
(5  6  «..  8  9)5|  geschlossen  erscheint;  dass  die  Summe  dieser 
Kräfte  im  Kräftepolygon  ebenfalls  =»  0  sein  muss ,  versteht  sich 
von  selbst.  Im  andern  der  Taf.  64  verzeichneten  Polygone  er- 
scheint das  Polygon  der  entsprechenden  Kräfte  nicht  minder  ge- 
schlossen ,  nur  liegt  der  Punkt  —  (5  6  ...  8  9)  im  Unendlichen, 
bezeichnet  man  diesen  auch  in  der  Richtung  4  5  und  9  10  lie- 
genden Punkt  mit  oo ,  so  ist  das  geschlossene  Polygon  (00  4  5) 
5  6  7  8  (9  10  00),  wo  00  4  5  und  9 10  00  parallele  Polygonseiten 
sind,  die  sich  in  oo  schneiden.  Denkt  man  sich  auch  noch  das 
Kräftepaar  6  7  durch  seine  unendliche  ferne  Kraft  ersetzt,  so  geht 
dieses  Polygon  zweimal  durchs  Unendliche,  ohne  dass  dadurch  die 
Lage  eines  Eckpunktes  oder  einer  Polygonseite  an  Bestimmtheit 
verliert.  Umgekehrt  kann  durch  Schluss  des  Seilpolygons  und 
Kräftepolygons  das  Gleichgewicht  wieder  hergestellt  werden, 
indem  man  im  Schnitt  der  ersten  und  letzten  Polygonseite  die 
Schlusskraft  des  Kräftepolygons  anbringt. 

Dieser  Schluss  kann  auch  durch  zwei  und  mehrere  Kräfte  be- 
wirkt werden,  in  die  man  sich  eben  die  Mittelkraft  zerlegt  zu 
denken  hat. 

Die  bis  jetzt  bewiesenen  Sätze  gelten  auch  allgemein  von 
Mittelkräften  solcher  Gruppen ,  in  die  man  die  einzelnen  Kräfte 
zusammengefasst  hat.  Sind  also  beliebige  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht, so  sind  es  auch  noch  die  Mittelkräfte  der  Gruppen,  in  die 
man  sie  zerlegt  hat. 

Bildet  man  insbesondere  zwei  Gruppen,  so  muss  die  Mittel- 
kraft der  einen,  der  Mittelkraft  der  andern  entgegengesetzt  gleich 
sein.  Es  ist  dieser  Satz  nur  eine  Verallgemeinerung  des  als  selbst- 
verständlich angenommenen  Satzes :  dass  wenn  mehrere  Kräfte  im 
Gleichgewicht  sind,  jede  derselben  die  entgegengesetzte  Mittel- 
kraft aller  andern  sei. 

Bildet  man  drei  Gruppen,  so  müssen  sich  die  Mittelkräfte  der- 
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selben  in  einem  Punkte  schneiden  und  jede  dieser  letztern  niuss 
wieder  der  Mittelkraft  der  beiden  andern  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Bildet  man  vier  Gruppen,  so  müssen  die  Mittelkräfte  je  zweier 
derselben  den  der  beiden  andern  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Befindet  sich  unter  diesen  Kräften  eine  unendlich  ferne ,  so 
muss  sich  auch  die  Mittelkraft  aller  übrigen  auf  eine  unendlich 
ferne  Kraft  reduciren. 

Auch  aus  der  Summenformel,  welche  für  das  Gleichgewicht  die  Form  Ss^=0 
annimmt,  ergeben  sich  unmittelbar  die  obigen  Sätze. 

Sollen  zwei  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen  alle  Coefficienten 
ihrer  Normalgleichung  entgegengesetzt  gleich  sein ,  worin  der  Satz  enthalten  ist, 
dass  die  Kichtungslinien  beider  Kräfte  zusammenfallen  müssen.  Dasselbe  galt  auch 
von  den  Mittelkräften  zweier  Gruppen  in  die  man  eine  grössere  Zahl  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  zerlegt  bat. 

Das  Gleichgewicht  von  drei  Kräften  oder  von  Mittelkräften  dreier  Gruppen, 
ist  durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 

'  Ai  Ol  +  A2  «2  +  -^3  «3  =»  0. 

Wenn  aber  die  Summe  der  Gleichungen  a  dreier  Linien  durch  die  Multiplica- 
tion  mit  drei  Coefficienten  Ä  auf  0  gebracht  werden  kann  so  schneiden  sie  sich  In 
einem  Punkt. 

Alle  Sätze  über  die  Gruppeneintheilung  ergeben  sich  aus  der  algebraischen 
Form  der  Gleichung  JT  ^a  bb  0.  Theilt  man  die  einzelnen  Äa  in  beliebige 
Gruppen ,  und  bringt  eine  beliebige  Zahl  derselben  mit  dem  negativen  Zeichen  auf 
die  andere  Seite ,  so  folgt ,  dass  die  Mittelkräfte  dieser  Gruppen  entgegengesetzt 
gleich  sein  müssen. 


54.  Zusammensetzung  der  Kräfte  mit  Hülfe  der  unend- 
lich fernen  Kräfte, 

Man  kann  nach  52  S.  191  jede  Kraft  in  eine  gleichgrosse 
parallele  Kraft,  die  durch  einen  bestimmten  Punkt  0  geht,  und  in 
eine  unendlich  ferne  Kraft  zerlegen ;  vollzieht  man  diese  Zerlegung 
mit  allen  vorhandenen  Kräften,  so  erhält  man  mittelst  eines  Kräfte- 
polygons allein  die  Richtung  und  Grösse  aller  auf  diesen  Punkt  0 
wirkenden  Kräfte.  Die  unendlich  fernen  Kräfte  addiren  sich  ein- 
fach zu  einer  einzigen  unendlich  fernen  Kraft.  Setzt  man  dann 
diese  mit  der  Mittelkraft  der  auf  0  wirkenden  Kräfte  zusammen, 
so  erhält  man  die  Mittelkraft  aller  Kräfte. 

Auf  diese  Weise  kann  man  ohneHtllfe  des  Seilpolygons  Kräfte 
zusammensetzeu ;  in  der  Ebene  ist  wohl  immer  das  Seilpolygon 
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(das  Kräftepolygon  ist  bei  keiner  Methode  entbehrlich)  das  ein- 
fachste Mittel  um  zur  Lage  der  Mittelkraft  mehrer  Kräfte  zu 
gelangen. 

Wir  wollen  diese  Methode  hier  noch  auf  die  Zusammensetzung 
paralleler  Kräfte  anwenden.  In  diesem  Fall  besteht  das  Kräfte- 
polygon aus  einer  geraden  Linie,  weil  alle  Kräfte  gleiche  Sichtung 
haben,  und  die  Mittelkraft  A  derselben  ist  offenbar  gleich  ihrer 
Summe,  also  R  ^^  2  A  wenn  man  die  einzelnen  Kräfte  mit  ^  be- 
zeichnet. Zerlegt  man  nun  jede  Kraft  j4  in  zwei  Seitenkräfte,  von 
denen  die  eine  durch  einen  angenommenen  festen  Punkt  geht,  die 
andere  im  Unendlichen  liegt,  so  ist  das  Maass  dieser  letztern 
gleich  dem  Moment  ^a ,  und  die  Summe  9{  aller  dieser  unendlich 
fernen  Kräfte  ist  gleich  9i  =»  ^  ^a ,  wenn  mit  a  die  Perpendikel 
vom  festen  Punkt  auf  die  Richtungslinien  der  einzelnen  Kräfte  be- 
zeichnet werden.  Die  Momente  sind  natürlicher  Weise  positiv 
oder  negativ  je  nachdem  sie  in  positivem  oder  negativem  Sinne 
um  den  festen  Punkt  herumdrehen. 

Setzt  man  jetzt  wieder  die  unendlich  ferne  Kraft  %  mit  der  end- 
lichen R  die  durch  den  festen  Punkt  geht,  zusammen,  so  wird  die 
Grösse  der  Kraft  R  bleiben,  und  ihre  Entfernung  r  vom  festen 
Punkt,  wird  gleich : 

_  ^  „  :^fl 
^~  R   ~  2A 

Diese  algebraisch  angedeuteten  Operationen  werden,  wenn 
die  Zahl  der  Kräfte  grösser  als  2  ist,  am  zweckmässigsten  mittelst 
des  Seilpolygons  nach  Nr.  42  S.  169  ausgeführt;  wir  werden  später 
in  einem  speciell  den  parallelen  Kräften  gewidmeten  Kapitel  auf 
dieselben  zurückkommen,  und  wollen  hier  nur  noch  einige  allge- 
meine Sätze  erörtern. 

Wird  9}  und  A  =  0  so  ist  das  System  im  Gleichgewicht,  ist 
9t  allein  «s  0,  so  muss  r  =  0  sein  und  der  angenommene  feste 
Punkt  liegt  auf  der  Mittelkraft  A,  ist  A  allein  gleich  0,  so  reducirt 
sich  das  System  auf  eine  unendlich  ferne  Kraft;  ganz  wie  bei  dem 
Gleichgewicht  im  Allgemeinen. 

Bei  parallelen  Kräften  fallen  alle  Perpendikel  vom  festen 
Punkt  auf  die  Kräfte  in  eine  gerade  Linie  zusammen.  Schneidet 
.man  nun  die  Kräfte  durch  irgend  eine  schiefe  Linie,  so  sind  die 
Segmente  den  Perpendikeln  proportional,  und  es  würden  die 
obigen  Bedingungsgleichungen  auch  für  diesen  Fall  noch  gültig 
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bleiben,  weil  eben  alle  Glieder  einen  Perpendikel  in  der  ersten 
Potenz  enthalten.  Gelten  diese  Beziehungen  aber  für  jede  Rich- 
tung der  Kraft,  so  wird,  wenn  man  parallele  Kräfte  um  ihre  An- 
griffspunkte in  einer  geraden  Linie  dreht,  sieh  auch  ihre  Mittelkraft 
um  einen  festen  Punkt  in  dieser  geraden  drehen.  Dieser  Satz  gilt 
aber  nicht  nur,  wenn  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  in  einer  ge- 
raden Linie ,  sondern  auch  dann ,  wenn  sie  in  der  Ebene  oder  im 
Raum  liegen ,  was  im  nächsten  Kapitel  ganz  allgemein  bewiesen 
werden  soll. 

Dieser  Punkt,  um  welchen  sich  die  Mittelkraft  der  parallelen 
Kräfte  dreht,  heisst  der  Mittelpunkt  derselben.  Indem  man  so 
spricht,  wird  die  Richtungsliuie  der  parallelen  Kräfte  von  deren 
Angriffspunkten  ganz  getrennt,  man  denkt  sich  dabei  diese  letztern 
mit  der  Grösse  der  Kraft  allein  behaftet,  oder  beschwert  wie  der 
technische  Ausdruck  lautet,  und  kann  dann  mittelst  der  Punkte 
und  ihrer  Gewichte  den  Mittelpunkt  bestimmen. 

Unter  den  Momenten  der  so  beschwerten  Punkte  versteht  man 
das  Product  der  an  ihnen  wirkenden  Kräfte  (Gewichte)  mit  der  in 
beliebiger  Richtung  gemessenen  Entfernung  von  einer  bestimmten 
Linie,  wenn  sie  in  einer  Ebene  wirken ,  von  einer  Ebene  wenn  sie 
im  Raum  wirken. 

Schneidet  man  eine  beliebige  AnzahlKräfte  in 
derEbene  durch  eine  geradeLinie,  und  denkt  man 
sich  die  Durchschnittspunkte  mit  Gewichten  be- 
lastet, die  den  Erhebungen  der  von  der  geraden 
Linie  aus  aufgetragenen  Kräfte  über  der  geraden 
Linie  proportional  sind:  so  geht  die  Mittelkraft 
durch  den  Mittelpunkt  der  so  belasteten  Angriffs- 
punkte, und  wenn  auch  sie  von  der  geraden  Li  nie  aus 
aufgetragen  wird,  soerhebt  sie  sich  um  dieSumme 
aller  Erhebungen  der  einzelnen  Kräfte  über  diege- 
rade  Linie. 

Denn  zerlegt  man  alle  Kräfte  A  im  Schnitt  mit  der  geraden 
Linie  in  eine  Seitenkraft  nach  der  Richtung  dieser  Linie  und  in 
eine  andere  Seitenkraft  H  nach  irgend  einem  unendlich  fernen 
Punkt ,  so  werden  diese  letztem  den  Erhebungen  der  Kräfte  über 
die  gerade  Linie  proportional  sein.  Die  Mittelkraft  aller  dieser 
parallelen  Kräfte  ist  daher  gleich  'lü  und  geht  durch  den  Mittel- 
punkt der  mit  H  belasteten  Schnittpunkte;  mithin  auch  die  Mittel- 
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kraft  aller  Kräfte  die  aus  der  ZuBammensetzung  von  2H  mit  der 
Summe  der  in  der  geraden  Linie  wirkenden  Kräfte  in  jenem  Punkt 
entsteht.  Ihre  Erhebung  über  der  geraden  Linie  ist  2H  propor- 
tional und  kann  daher  wie  die  der  einzelnen  H  in  jeder  Richtung 
gemessen  werden. 

Wir  wollen  das  Obige  auf  die  Zusammensetzung  zweier,  oder 
auf  das  Gleichgewicht  von  drei  parallelen  Kräften,  deren  jede  als 
die  entgegengesetzte  Mittelkraft  der  beiden  andern  betrachtet 
werden  kann,  anwenden.  Der  Ausdruck  dieses  Gleichgewichts  ist: 

^l       +^2       +^3       =0, 
Axfh  +  ^»«2  +  ^803  =  0, 

woraus  sich  unmittelbar  durch  Elimination  eines  der  drei  A  die 
zwei  Gleichungen : 

Ai A^  Ai 

Os  —  ai        Og  —  Ol        Ol  —  O) 

ergeben.  In  diesen  Gleichungen  bezeichnen  die  a  die  Entfer- 
nungen der  Schnittpunkte  dieser  Kräfte  A  mit  einer  geraden 
Linie ,  von  irgend  einer  andern  geraden  Linie. 

Da  nur  drei  Kräfte  vorhanden  sind,  so  müssen  noth wendiger 
Weise  zwei  derselben  gleiche  Zeichen,  und  die  dritte  das  ent- 
gegengesetzte haben ,  und  diese  letztere  Kraft  muss  der  Summe 
der  beiden  andern  gleich  sein. 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Momenten,  wird  insbesondere 
eines  der  drei  a  gleich  0  gesetzt,  so  haben  die  beiden  andern  ent^ 
gegengesetzte  Zeichen,  d.  h.:  Zwei  der  Kräfte  drehen  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  um  einen  Punkt  der  dritten.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  der  Angriffspunkt  der  grösseren  Kraft  immer  zwischen 
den  der  entgegengesetzt  wirkenden  beiden  kleinern  liegen  muss. 

Jede  der  drei  Kräfte  ist  der  Entfernung  der  beiden  andern 
proportional. 

Wird  eine  der  Kräfte  als  entgegengesetzte  Mittelkraft  der 
beiden  andern  aufgefasst,  so  liegt  sie  zwischen  denselben,  wenn 
sie  gleichen  Sinn  haben.  Jenseits  der  grossem  aber  wenn  sie  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben. 

Die  analytischen  Beweise  dieser  Sätze  weichen  von  den  obigen 
nicht  ab ,  man  hat  sich  dann  unter  den  a  die  Normalgleichungen 
der  Linien ,  die  nur  im  constanten  Glied  von  einander  abweichen, 
zu  denken. 
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Eigentlich  sollte  jetzt  hier  noch  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  in  der  unendlich  fernen  Ebene  behandelt  werden;  da  jedoch 
die  auszuführenden  Operationen  räumlicher  Natur  sind,  so  werden 
wir  sie  im  nächsten  Kapitel  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte 
im  Raum  vornehmen. 


55.  Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Seitenkrftfte. 

In  der  Praxis  ist  in  der  Regel  die  Aufgabe  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  mit  der  der  Zerlegung  verbunden.  Es  handelt 
sich  z.  B.  darum  die  Mittelkraft  mehrerer  Kräfte  (Belastungen)  zu 
bestimmen,  und  diese  dann  in  mehrere  Seitenkräfte  (Reactionen) 
zu  zerlegen ,  welche  durch  bestimmte  Punkte  (Pfeiler  und  Wider- 
lager) gehen.  Oder  auch  darum:  die  ausserhalb  des  Schnittes 
einer  Construction  wirkenden  äussern  Kräfte  zusammenzusetzen 
und  dann  nach  der  Richtung  der  verschiedenen  Constructionstheile 
zu  zerlegen. 

Bei  Zerlegungen  kann  eine  Kraft  in  nicht  weniger  als  2  Seiten- 
kräfte zerlegt  werden.  Diese  Zerlegung  kommt  häufig  in  der  Praxis 
vor,  es  sind  z.  B.  die  beiden  Richtungslinien,  nach  welchen  eine 
Kraft  zerlegt  werden  soll,  gegeben,  dieser  Fall  ist  so  einfach,  dass 
wir  ihn  nicht  zu  behandeln  brauchen. 

In  der  Praxis  kommt  ferner  der  Fall  häufig  vor,  dass  die 
Mittelkraft  und  zwei  Punkte  gegeben  sind,  durch  welche  die 
Seitenkräfte  derselben  gehen  sollen.  Es  sind  z.  B.  die  Widerlager- 
reactionen  eines  durch  beliebige  Kräfte  belasteten  Balkens  zu  be- 
stimmen. In  diesem  Fall  müssen  die  Seitenkräfte  durch  zwei 
bestimmte  Punkte  (^a)  und  (0A)  Fig.  109  gehen,  wo  wir  die  Kraft  A 
als  Mittelkraft  der  Kräfte  1,  2,  3,  4,  angenommen  haben.  Ist 
die  Mittelkraft  R  in  Fig.  109  gegeben,  so  kann  nur  mehr  die 
Richtung  einer  der  beiden  Reactionen  ^  oder  B  willkürlich  ange- 
nommen werden ;  sie  kann  vielleicht  dadurch  gegeben  sein ,  dass 
das  eine  der  beiden  Widerlager  nur  in  einer  bestimmten  Richtung 
reagiren  kann,  z.  B.  vertical  wenn  dort  der  Balken  auf  Rollen 
liegt.  Denn  durch  den  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Mittel- 
kraft R  ist  auch  die  Richtung  der  andern  Seitenkraft  bestimmt, 
zwei  Parallele  durch  die  Endpunkte  von  R  im  Kräftepolygon 
Fig.  110  geben  auch  ihre  Grössen. 
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Fig.  109. 


Fig.  110. 


Aendert  man  die  RichtuDgen  von  A  und  B  so  beschreiben  sie 
im  Seilpolygon  Fig.  109  zwei  perspcctivische  StrahlenbUschel ; 
allein  auch  im  Kräftepolygon  Fig.  110  sind  die  Büschel  A  und  B 
perBpectivisch ,  denn  sie  haben  da  den  Stiahl  R  entsprechend 
gemein. 

Die  perspectivische  Axe  läuft  parallel  mit  der  Verbindungs- 
linie ^£  der  beiden  Widerlagerpunkte,  denn  wenn  im  Seilpolygon 
Fig.  109  die  beiden  Kräfte  A  und  B  mit  dieser  Linie  zusammen- 
fallen, so  laufen  im  Kräftepolygon  Fig.  110  die  Strahlen  A  und  B 
parallel  mit  ihr.  Die  Lage  dieser  Axe  im  Kräftepolygon  kann 
daher  durch  irgend  ein  Paar  nicht  zusammenfallender  Strahlen  be- 
stimmt werden.  Uebrigens  kann  man  auch  ihren  Schnittpunkt 
mit  B  direct  bestimmen;  denn  denkt  man  sich  in  Fig.  109  die 
Linie  AB  als  Schnittlinie  der  Kräfte  A  und  B^  und  bezeichnet  die 
Segmente,  in  welche  sie  B  theilt  mit  a  und  by  ferner  die  Erhebung 
der  Kräfte^  und^  über  dieser  Linie,  auf  Fig.  110  mit  Ay  und  B^^ 
80  hat  man  laut  voriger  Kummer  aA^  =  bB^ ,  wodurch  A^  und  B^ 
bestimmt  werden  können. 

Wählt  man  zur  Bestimmung  des  perspectivischen  Durch- 
schnitts den  Schnittpunkt  der  äussersten  Seilpolygonseite  Fig.  109 
als  Punkt  von  R ,  so  braucht  man  B  im  Seilpolygon  gar  nicht  zu 


200  ^^®  ZosammenseUang  der  Krfifte. 

ziehen.  Die  GonBtruction  ist  in  beide  Figuren  eingezeichnet. 
Endlich  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam ,  dass  die  Schluss- 
linie AB  Fig.  109  mit  dem  Strahl  0)  AB  Fig.  110  parallel  läuft. 
Bisweilen  gehen  drei  Kräfte ,  die  im  Gleichgewicht  sein 
sollen,  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks.  Dann  mttssen,  wenn  jede 
Kraft  in  zwei  Seitenkräfte  nach  den  Richtungen  der  Dreiecksseiten 
zerlegt  wird,  je  zwei  solcher  in  der  gleichen  Seite  befindliche 
Seitenkräfte  entgegengesetzt  gleich  sein.  Denn  betrachtet  man 
das  Dreieck  als  das  geschlossene  Seilpolygon ,  welches  die  drei 
Kräfte  verbindet,  so  sind  die  entgegengesetzten  Seitenkräfte  die 
Spannungen  in  den  drei  Seilpolygonseiten. 

AnaljrÜBCh  macht  sich  die  Zerlegang  einer  Kraft  in  zwei  Seitenluräfte  am 
gefälligsten ,  wenn  man  das  Gleichgewicht  von  drei  Kräften  darstellt ,  Jede  der- 
selben kann  dann  als  die  entgegengesetate  Mittelkraft  der  beiden  andern  betrachtet 
werden.  Soll  diese  Darstellnng  durch  drei  Kräfte ,  welche  in  den  Linien  Oi  o«  Os 
wirken ,  möglich  sein ,  so  mnss  es  auch  drei  Coefflcienten  «i  >  «a »  «s ,  geben ,  die 
man  so  bestimmen  kann ,  dass :  cej  Oi  +  14  o^  +  «a  ^^s  s»  0  ist.  Sind  die  Coeffl- 
cienten  ce,*  also  bestimmt ,  so  sind  die  Kräfte  A^  den  Grössen  a,.  e,-  proportional, 

wenn  e^  den  Coefflcienten  bezeichnet ,  durch  welchen  die  Gleichung  a,-  auf  die  Nor- 
malform gebracht  wird.  Wenn  aber  der  obigen  Gleichung  Genfige  geleistet  werden 
soU,  so  müssen  sich  die  drei  Bichtungsllnien  in  einem  Punkte  schneiden. 

Schreibt  man  die  Gleichungen  a^  -»  a,a;  +  h^y  -f-  c^  vollständig  an ,  so  wird 

diese  Bedmgung  ansgedrfickt  durch  die  Determinante : 

CB  0 


Ol 

&, 

Ci 

«s 

h 

Cj 

«8 

b. 

Ca 

Bezeichnet  man  die  Unterdeterminanten  mit  grieohisoken  Buchstaben)  so  sind : 
a,  :  «,  :  a,  —  ft  :  A  :  /?s  —  yi  :  yj  :  ya 

die  Coefflcienten ,   mittelst  denen  die  Summe  der  drei  Gleichungen  a  auf  0  ge- 
bracht wird. 

Die  Kräfte  sind  also  bestimmt  durch  die  Gleichungen : 

Ai  :  ai  et  =^  At :  aj  «,  «  ^^3  :  n,  ^3, 

und  man  sieht,  dass  durch  eine  derselben  auch  die  beiden  andern  bestimmt  sind. 
Die  Gleichungen  können  auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

A   .  2^  «  A   •  >'«'*''  =  A   .  y»**' 
^i  i  ■•  ^3  . ^  A3  : 


«3  «8  «3  «I  «1  Ö3 

yi^a/ :  e^-e^  ist  aber  nichts  anderes,  als  der  sin.  t^,  man  sieht  daher»  dass  wir 

so  auf  die  Bedingung  znrfickgekommen  sind,  von  der  wir  bei  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  ausgingen. 

Um  den  Fall,  in  welchen  die  Mitt^kraft  und  zwei  Punkte  gegeben  sind, 
durch  welche  die  Seitenkräfte  geben  sollen,  auf  den  vorigen  zurückzufahren,  ge- 
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niigt  es  einen  allgemeinen  Anedmck  fftr  die  Oleiobnng  der  beiden  Seitenkr&fte  aaf- 
zustellen.  Es  sei  l  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen 
Punkte  A  and  B  in  Fig.  109,  r  die  Gleichung  der  Mittelkraft,  dann  wurden  die 
Gleicbnngen  der  Parallellinien  zu  r  durch  die  Punkte  Ä  und  B ,  r  —  a  und  r  +  fr 
sein ,  worin  a  und  b  die  constanten  Entfernungen  der  Parallellinien  von  der  Mittel- 
kraft R  sind.  IHe  Gleichungen  der  BichtnngBlinien  der  Krifte  A  und  B  können 
Jetzt  dargeatellt  werden  durch : 

/  +  (r  +  6)  a  Ä. 

Dass  diese  beiden  Linien  ffir  Jeden  Werth  von  k  sich  auf  r  schneiden  ist  klar, 
denn  die  Summe  ihrer  Gleichungen  ist  gleich  r  (a  +  h")  X,  worin  a  b  und  X 
constante  Grössen  sind. 

Bezeichnet  man  die  Coefficienten ,  welche  die  Gleichungen  l  nnd  r  auf  die 
Normalform  bringen  mit  e^  und  e^ ,  schreibt  dann  die  Gleichungen  der  Seitenkräfte 

vollatändig  an,  und  bereebnet  fOr  sie  die  e^  und  6^,  welche  sie  auf  die  Normalform 

bringen,  so  findet  man,  wenn : 

e^  ßj.  cos  a  A  ■»  —  e^  e^  cos  b  h  '^  a^bj.  +  a^b^  —  (o^  b^  +  a^  6^ )  cu, 
gesetzt  wird : 


«^  a.  +   A'/~  *  *  ^  «/«r<*^  ^*  +  **  ^'  ^*| 

«^  —  +   1/**/""  2  O  ^  «/«r  <^  ^*  +  ^*  ^*  **r 

Man  erhält  Jetzt  die  Kräfte  aus  den  Verhältnissen 

A:  e^  -=  B  :  e^  SB  Ä  :  (a  +  ft)  A  e^  j 

denn  dann  wird  man  immer  haben : 

R  A    ¥  1        B 


e  € 


[-  /  +  (r  -  a)  &  ä]  +  —  [/  +  (r  +  6)  a  aJ 


Nach  diesen  Formeln  zu  rechnen ,  wird  wohl  nur  dann  zweckmässig  sein, 
wenn  die  Gleichungen  der  Linien  wirklich  gegeben  sind.  Unter  Umständen  kann 
es  aber  auch  einfacher  sein  die  Fig.  109  und  110  geradezu  trigonometrisch  auszu- 
rechnen, es  hängt  das  ganz  von  den  Daten  ab ;  unter  allen  Verhältnissen  aber  wird 
wohl  das  graphische  Verfahren  das  practischste  sein. 


56.  Zerl^nng  einer  Kraft  in  drei  Seitenkräfte. 

Bei  der  Zerlegung  einer  Kraft  in  2  Seitenkräfte  war  die  Mög- 
lichkeit der  Zerlegung  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  die  Rich- 
tangslinie  der  drei  Kräfte  durch  einen  Punkt  gehe.  Bei  der  Zer- 
legung einer  Kraft  in  3  Seitenkräfte  dttrfen  diese  Kräfte  sich  nicht 
in  einem  Punkt  schneiden ;  bilden  sie  aber  ein  Dreieck ,  so  kann 
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eine  Kraft  immer  eindeutig  nach  diesen  drei  Richtungen  zerlegt 
werden. 

Diese  Zerlegung  bildet  das  Wesen  der  Fachwerktheorie;  wir 
denken  uns  daher  auch  in  Fig.  111  den  Schnitt  durch  eine  Gon- 
struction^  welche  den  ausserhalb  wirkenden  Kräften  drei  Con- 
structionstheile  entgegensetzt  ^  und  es  sei  jetzt  mittelst  der  in 
irgend  einer  Weise  gegebenen,  construirten  oder  berechneten, 
ausserhalb  des  Schnittes  wirkenden  Kraft  P,  die  nach  den  Rich- 
tungen dieser  drei  Constructionstheile  wirkenden  Kräfte  zu  be- 
stimmen.   Zu  dem  Ende : 

Zerlege  man  die  Mittelkraft  P  in  dem  Schnitt 
mit  einem  der  drei  Constructionstheile  nach  der 
Richtung  dieses  und  nach  der  einer  Linie,  die  den 
Schnitt  mit  dem  Schnitt  der  beiden  andern  Con- 
structionstheile verbindet.  Endlich  zerlege  man 
diese  letzte  Kraft  nach  der  Richtung  dieser  bei- 
den letzten  Constructionselemente,  um  die  Kräfte 
zu  erhalten,  die  in  jedem  derselben  wirken. 

Diese  Regel  gilt  allgemein  für  die  Zerlegung  einer  Kraft  in 
drei  Seitenkräfte,  welche  in  drei  in  derselben  Ebene  gegebenen 
Linien  wirken  sollen.    In  Fig.  111  sind  die  Zerlegungen  ange- 


Fig.  111. 


V' 


deutet,  es  bezeichnet  dort  und  in  den  folgenden  Figuren  Q  die 
Spannung  im  Streckbaum,  R  die  im  Druckbaum,  und  S  die  Kraft, 
die  in  der  Strebe  wirkt.    Dann  wurde  die  Kraft,  die  im  Schnitt 
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Fig.  112. 


von  Q  nach  dem  Schnittpunkt  A6i  wirkt,  mit  ^i  bezeichnet.  Wird 
nun  Fig.  111  als  Seilpolygon  betrachtet,  so  reducirt  es  sich  auf 
die  punktirte  Linie  Qi ,  an  deren  einem  Ende  die  Kräfte  P  und  Qy 
und  an  deren  anderem  Ende  R  und  S  wirken.  Fig.  112  ist  das 
entsprechende  Eräftepolygon.  Vom  Pol  0 
ausgehend ,  wurde  auf  einer  Verticalen  das 
gegebene  P  und  am  Ende  von  P  die  Richtung 
von  Q  aufgetragen,  die  Länge  von  Q  wird 
durch  die  von  0  aus  in  derBichtung  der  Seil- 
polygonseite Qx  gezogene  Diagonale  bestimmt. 
Die  beiden  letzten  Seiten  des  Eräftepolygons, 
die  Kräfte  S  und  Ry  laufen  mit  den  entsprechenden  GonstructioDs- 
theilen  parallel  und  sind  daher  ebenfalls  vollständig  bestimmt. 

Man  gelangt  natttrlich  genau  zu  demselben  Resultat,  wenn 
man  die  Zerlegung  von  i'  im  Schnittpunkt  PR,  Fig.  111,  vornimmt 
und  im  Kräftepolygon,   Fig.  113,   durch  den 
PolO  eine  Parallele  zui?i  und  durch  den  End- 
punkt von  P  eine  zu  R  zieht.  Es  folgt  hieraus, 
dass  die  Diagonalen  ^,  in  Fig.  111  und  1 12 
miteinander    parallel    laufen.       Geometrisch 
geht  es  auch  daraus  hervor,  dass  in  den  Vier- 
ecken, deren  Eckpunkte  die  Enden  der  beiden 
Diagonalen  ^i  und  Aj  sind,  in  beiden  Figuren  je  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  miteinander  parallel  laufen. 

Durch  Aendernng  in  der  Ordnung  der  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  dadurch,  dass  man  die  erste  Zerlegung  im  Schnittpunkt 
SPj  Fig.  111,  vornimmt,  erhält  man  auch  die 
Anordnungen  der  Fig.  113  und  114  für  das 
Kräftepolygon.  Man  hat  unter  diesen  drei 
Formen  Fig.  112,  113  und  114  die  Wahl  hei 
Entwurf  eines  Kräfteplans.  Wir  wählen  ge- 
wöhnlich Fig.  112,  wenn  alle  Kräfte,  also  auch 
die  Spannungen  und  Pressungen  Q  und  R  in 
den  Streckbäumen,  zu  bestimmen  sind.  Wenn  jedoch  diese  schon 
durch  eine  andere  Gonstruction  ermittelt  sind  und  nur  mehr  die 
in  der  Strebe  wirkende  Kraft  S  zu  bestimmen  ist ,  dann  wählen 
wir  die  Anordnung  von  Fig.  113  und  114.  In  der  Regel  können 
wir  in  solchen  Fällen  R  und  Q  weglassen  und  das  Kräftepolygon 
auf  das  Dreieck  PSSi  beschränken. 
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Fig.  115. 


Bei  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte  ist  das  Kräfte- 
polygon dein  Seilpolygon,  d.  h.  der  Figur,  welche  zwei  gegebene 
ConHtructionstheile  mit  einer  Kraft  bilden,  die  Bie  aufheben  sollen, 
immer  ähnlich;  denn  Dreiecke  mit  parallelen  Seiten  sind 
ähnlich.  Bei  Vierecken  ist  dies  nicht  mehr  unbedingt  der  Fall, 
wie  der  Vergleich  von  Fig.  111  mit  den  folgenden  Figuren  zeigt; 
in  Fig.  111  ist  der  Winkel  RS  z.B.  spitz,  in  Fig.  112  ist  er  stampf 
u.  s.  f.  Am  besten  kann  die  Verschiedenheit  der  beiden  Figuren 
anschaulich  gemacht  werden,  wenn  zwischen  zwei  festzuhaltenden, 
gegenüberliegenden  Seiten  Q  und  R  Fig.  115,  an  eine  dritte  Seite 

S  anlehnend,  zwei  dem 
Seilpolygon  Fig.  111 
(links)  und  dem  Kräfte- 
polygon Fig.ll2(recht8) 
ähnliche  Figuren  ver- 
zeichnet werden.  Auf 
gleiche  Weise  lässt  sich 
auch  der  Zusammen- 
hang der  Figuren  118 
und  114  mit  Fig.  111  zeigen. 

Damit  das  Seil-  und  Kräftepolygon  ähnlich  seien,  mflssen 
zwei  gegenüberliegende  Seiten   des  Kräftepolygons  miteinander 

parallel  laufen.  Fig.  116  zeigt 
^«'  116  dies  Verhäitniss  für  parallele 

^  ?^  Streckbäume;    Fig.  117   für 

den  Fall ,  wo  ein  FüUungs- 
glied  S  mit  der  Kraft  parallel 
läuft.  Aus  diesen  Figuren 
geht  auch  hervor,  dass  im 
Seilpolygon ,  d.  h.  auf  dem  die  Gonstruction  darstellenden  Plan, 
in  den  auch  die  Kraft  gezeichnet  wurde ,  die  in  den  parallelen 

Constructionstheilen  wirken- 


Fig.  117. 


den  Kräfte  sich  umgekehrt 
wie  ihre  Längen  verhalten, 
während  die  in  den  schiefen 
Constructionstheilen  wirken- 
den Kräfte  sich  gerade  wie 
ihre  Längen  verhalten. 
Hieraus  folgt  also : 
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Bei  parallelen  Streckbäumen  verhält  sich  die 
Krafty  die  in  einer  Strebe  wirkt,  zur  Mittelkraft 
der  ausserhalb  dieser  Strebe  wirkenden  Kräfte, 
wie  die  Länge  der  Strebe  zum  Abschnitt  der  Kraft 
zwischen  den  parallelen  Streckbäumen. 

Man  kann  sich  noch  kürzer  ausdrücken  und  sagen:  die 
verticale  Seitenkraft  der  Strebe  ist  gleich  der 
Summe  der  ausserhalb  der  Strebe  wirkenden 
Kräfte.  Doch  ist  dies  wörtlich  nur  für  Fachwerke  mit  horizon- 
talen Streckbäumen  wahr;  bei  geneigten  Streckbäumen  hat  man 
sich  dann  die  zweite  Seitenkraft  nicht  horizontal,  sondern  parallel 
zu  den  Streckbäumen  zu  denken.  Stehen  einzelne  Füllungsglieder 
vertical,  wie  z.  B.  die  Hängeisen  in  der  Howe'schen  Brücke,  die 
Pfosten  in  verschiedenen  eisernen  Brückensystemen,  so  haben 
diese  einfach  der  Summe  der  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  zu 
widerstehen. 

Sind  die  Streben  oder  die  Hängeisen  alle  parallel,  so  sind  die 
in  ihnen  wirkenden  Kräfte  dem  P  proportional  und  ändern  sich 
wie  dieses. 

Die  eben  entwickelte  Bestimmung  der  am  Fachwerk  wirken- 
den Kräfte  ist  zweckmässig,  solange  P  auf  das  Blatt  fällt ;  liegt 
aber  die  Richtungslinie  dieser  Kraft  ausserhalb  des  Blattes,  so 
kann  man  Q  und  R  dadurch  bestimmen ,  dass  man  das  Moment 
von  P  in  Bezug  auf  die  Punkte  RS  und  ^.S'  durch  die  Hebelsarme 
jener  Kräfte  in  Bezug  auf  dieselben  Punkte  dividirt.  P  ist  die 
Mittelkraft  von  QRS,  mithin  ist  das  Moment  derselben  in  Bezug 
auf  jeden  Punkt  der  Ebene,  welche  die  Construction  enthält,  gleich 
dem  Moment  dieser  Seitenkräfte  in  Bezug  auf  denselben  Punkt. 
Das  Moment  zweier  dieser  Kräfte  ist  aber  gleich  0  in  Bezug  auf 
ihren  Schnittpunkt ,  mithin  muss  das  Moment  von  P  in  Bezug  auf 
diesen  Schnittpunkt  gleich  dem  der  vierten  Kraft  sein. 

Bezeichnet  man,  um  dieses  Verhältniss  allgemein  auszu- 
drücken, mit  bqrs  (wir  schreiben  b  statt ;?,  weil  wir  diesen  letz- 
teren Buchstaben  den  Belastungen  pro  Längeneinheit  vorbehalten 
haben) ,  die  von  irgend  einem  Punkt  auf  die  vier  Kräfte  gefällten 
Perpendikel,  so  giebt  die  Gleichheit  der  Momente  die  Gleichung: 

Pb  =  ßjr  +  Är  +  S*. 

Ist  nun  der  Punkt,  in  Bezug  auf  den  das  Moment  bestimmt 
wird,  der  Schnittpunkt  zweier  Kräfte ,  so  sind  die  Perpendikel  auf 
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dieselben  gleich  0,  und  die  Moinentengleichung  redueirt  sich  auf 
zwei  Glieder,  in  welchen  die  vorkommenden  beiden  Perpendikel 
unzweideutig,  jeder  mit  dem  Index  des  andern  bezeichnet, 
erscheinen.  Ist  also  bg  der  Perpendikel  vom  Schnittpunkt  der 
Kräfte  R  und  S  auf  die  Richtung  der  Kraft  P,  und  qp  derjenige, 
welcher  vom  gleichen  Punkt  auf  Q  gefällt  wird,  so  hat  man : 

In  gleicher  Weise  auch : 

Pbr  =  Rrp, 

Pbg  =  Ssp  • 

In  Fig.   118    haben    wir  alle  möglichen  Perpendikel   zu- 
sammengestellt, man  sieht,  es  sind  deren  1*2,  von  denen  je  3  senk- 

Fig.  118. 


und 


.  \ 


V 


recht  auf  einer  der  vier  Linien  PQRS  stehen,  und  je  drei  sich  in 
einem  der  Höhenpunkte  der  vier  Dreiecke  schneiden ,  welche  mit 
den  vier  Richtungslinien  der  Kräfte  gebildet  werden  können.  Alle 
Perpendikel,  welche  auf  derselben  Linie  senkrecht  stehen ,  sind 
mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet ,  und  alle  Perpendikel ,  die 
sich  in  demselben  Höhenpunkt  schneiden,  tragen  den*  gleichen 
Index. 

Bei  Kräfteplänen  ist  es  zweckmässig,  die  Indexe  durch  die 
Nummern  der  Knotenpunkte  zu  ersetzen. 
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Werden  diese  Perpendikel  entweder  aus  der  Zeichnung  ab- 
gegriffen oder  berechnet  9  so  sind  mit  einer  Kraft  P  z.  B.  die  drei 
andern  gegeben. 

Weitere  drei  Gleichungen  erhält  man  durch  Verbindung  der 
Kräfte  Q,  R,  S  mit  einander.  Auf  diese  Weise  hat  namentlich 
Hen-  Prof.  Jl.  Rilter  in  Hannover  seine  Theorie  und  Berech- 
nung eiserner  Dach-  und  Brückenconstructionen  ausgebildet. 

Gauz  abgesehen  davon,  ob  diese  Methode  oder  die  directe  Zer- 
legung von  P  bei  der  wirklichen  Construction  der  Kräfte  schneller 
zum  Ziele  führe,  zeigt  sie  unmittelbar  die  Richtung  an,  in  welcher 
jede  der  drei  Kräfte  QRS  wirkt.  Bei  jeder  Ecke  des  durch  sie  ge- 
bildeten Dreiecks  Fig.  111  S.202  ist  durch  ein  Pfeil  angedeutet,  in 
welchem  Sinne  die  Kraft  P  um  sie  dreht,  und  es  ist  klar,  dass  die 
diesem  Eckpunkt  gegenüberliegende  Seitenkraft  in  demselben 
Sinne  um  ihn  drehen  muss;  und  dadurch  ist  auch  bestimmt,  ob 
der  treffende  Constructionstheil  gespannt  oder  gepresst  werde. 

Von  vorn  herein  ist  dies  zwar  für  die  beiden  Streckbäume 
bekannt,  allein  um  zu  wissen,  ob  eine  Strebe  absolut  oder  rück- 
wirkend in  Anspruch  genommen  sei ,  muss  man  sich  immer  den 
Sinn  denken,  in  welchem  P  um  den  Punkt  QR  dreht.  Wäre  z.  B. 
Pi,  Fig.  111,  die  Mittelkraft  der  ausserhalb  des  durch  die  Con- 
struction geführten  Schnittes  wirkenden  Kräfte,  so  würde  es  in 
entgegengesetzter  Richtung  als  wie  P  um  den  Punkt  QR  drehen, 
S  mttsste  demnach  auch  in  entgegengesetzter  Richtung  wirken, 
und  die  Strebe  wäre  absolut  statt  rückwirkend  in  Anspruch  ge- 
nommen. 

Ebenso  müsste  auch  die  Strebe  absolut  in  Anspruch  genom- 
men sein ,  welche  die  andere  Diagonale  des  Trapezes  einnähme, 
das  durch  die  Streckbäume  und  das  nächst  vorausgehende  und 
folgende  Füllungsglied  gebildet  wird,  wie  die  Pfeile  in  Fig.  119 
es  zeigen. 

Fig.  119. 
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In  dem  fortlaufenden  Zug  der  FttUungsglieder  ist  also  immer 
abwechselnd  eines  absolut  und  eines  rückwirkend  in  Anspruch 
genommen,  solange  die  relative  Lage  von  P  gegenüber  dem  Punkt 
QR  sich  nicht  ändert.  Geht  die  Richtungslinie  von  P  durch  diesen 
Punkt,  so  ist  die  treffende  Strebe  gar  nicht  in  Anspruch  genommen, 
springt  endlich  P  auf  die  andere  Seite  des  Punktes  QR  nach  P^ 
Fig.  111  hinüber,  so  sind,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die 
Füllungsglieder  in  entgegengesetzter  Weise  in  Anspruch  ge- 
nommen. * 

Bei  Fach  werken  mit  parallelen  Streckbäumen  liegt  der  Punkt 
QR  im  Unendlichen,  also  hat  die  Kraft  P  bezüglich  desselben 
immer  die  Fig.  119  angedeutete  Lage,  und,  wie  wir  später  noch 
hervorheben  werden,  ist  das  abwärts  laufende  FUllungsglied  S 
immer  absolut  in  Anspruch  genommen.  Bei  englischen  Dach- 
stühlen findet  dagegen  immer  das  Umgekehrte  statt;  die  Mittel- 
kraft P  liegt  immer  jenseits  des  Schnittes  QR^  weil  sich  dessen 
Streckbäume  über  dem  Widerlager  schneiden.  Die  Mittelkraft  hat 
daher  immer  die  mit  P^  bezeichnete  Lage  in  Fig.  111,  dreht 
im  entgegengesetzten  Sinn  als  bei  Fachwerken  mit  parallelen 
Streckbäumen ,  und  das  abwärts  gehende  FUllungsglied  ist  daher 
bei  solchen  Dachstühlen  immer  rückwirkend  in  Anspruch  ge- 
nommen. 

Bei  anders  geformten  Fachwerken  lässt  sich  nichts  Bestimm- 
tes über  die  Inanspruchnahme  der  Füllungsglieder  sagen. 

Sind  die  zwei  Streckbäume  Q  und  R  parallel,  so  wird 
qp  =  Vp  =  der  senkrechten  Entfernung  der  beiden  Streckbäume ; 
die  Kräfte  sind  also  in  diesem  Fall  gleich  den  Momenten  der 
Kraft  P  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Strebe,  getheilt  durch  die 
constante  Höhe  der  Construction. 

Läuft  bei  nicht  parallelen  Streckbäumen  S  parallel  mit  P,  so 
sind  bs  und  Sp  den  Entfernungen  des  Schnittpunktes  QR  vonPund 
S  proportional.  Man  erhält  daher  S  aus  P^  wenn  man  dieses 
letztere  auf  der  Richtungslinie  von  S  selbst  aufträgt,  und  die  End- 
punkte mit  dem  Schnittpunkt  QR^  oder  mit  einem  beliebigen 
Punkte  auf  einer  Parallelen  zu  P  und  S  durch  QR^  verbindet. 
Diese  beiden  Linien  schneiden  auf  P  die  Grösse  von  S  aus.  Es 
folgt  dies  auch  daraus,  dass  laut  Seite  205  P  und  5  sich  umgekehrt 
wie  ihre  Längen  im  Seilpolygon  verhalten. 
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Um  eine  Kraft  anch  analytisch  nach  der  Richtung  von  drei  Linien  sn  zer- 
legen,  berufen  wir  nns  auf  einen  Satz  der  analytischen  Geometrie,  welcher  lautet: 
Irgend  eine  Gleichung  a^  kann  durch  3  andere  Gleichungen  Oi »  Os ,  Os  so  ausge- 
drückt werden,  dass  man  hat :  A^  a^  ^^  Aiai+  A^a^  -f  A^a^f  wo  A^ ,  i4,,  A^,  A^ 
Determinanten  der  Coeffictenten  der  Gleichungen  0^,01,0^^09  sind.  Um  diesen 
Satz  in  das  Statische  zu  Übersetzen,  hat  man  nur  die  Coefficienten  A- ,  Ai,  A^,  A^ 

als  Kräfte  zu  betrachten,  und  er  lautet  dann:  Man  kann  jede  Kraft  nach  3 
in  derselben  Ebene  wirkenden  und  sich  nicht  in  einem  Punkt 
schneidenden  Richtangen  zerlegen. 

Die  Formeln  machen  sich  am  symmetrischsten ,  wenn  man  die  Bedingungs- 
gleichnngen  des  Gleichgewichts  der  4  Krifle  ausdrückt : 


•^1  ^         '^%o^        ^iO^    ,    ^404 


et 


es 
A,b, 

AiCi 


«4 

«4 

AaC^ 


0, 


ö. 


—  0. 


Diese  4  Gleichungen  geben  dann  unmittelbar  das  Verh&ltniss  der  4  Kräfte : 


A, 


^ 


At 


A, 


+  «i 


OtOiOt 

—  «« 

Ol  0»04 

+  «3 

a,  Os  04 

—  «4 

Ol  Ot  O3 

b^hi  b^ 

6i  63  A4 

bt  *i  &4 

bi  63  &a 

Cl  Cs  C4 

Ci  Ca  C4 

Ci    Cj  C4 

c,  c»  c. 

woraus,  wenn  eine  Kraft  und  die  4  Richtnngslinien  gegeben  sind,  die  Grösse  der 
3  andern  bestimmt  werden  kann. 

Substitnirt  man  in  die  obigen  drei  Gleichungen  nach  einander  die  Eckpunkte 
des  Dreiecks  der  Kräfte  Q,  R,  5,  so  erhält  man  die  drei  Gleichnngen  S.  206,  von 


denen  wir  ausgegangen  sind,  indem 
jener  Gleichnngen  sind. 


t 


nichts   anderes,   als  die  Perpendikel 
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Drittes  Kapitel. 

Kräfte  im  Baum. 


57.  Allgemeine  Zusammensetzniig  der  Kräfte  im  Banm. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Raum  nehmen  wir 
eine  Ebene  und  einen  nicht  in  ihr  liegenden  Punl^t  will- 
kürlich an,  bestimmen  die  eine  Kraft  aus  dem  Punkt  pro* 
jicirende  Ebene,  und  suchen  den  Schnitt  derselben  mit  der  an- 
genommenen Ebene ;  dann  den  Durchstosspunkt  der  Kraft  mit  der 
gleichen  Ebene  und  ziehen  die  Verbindungslinie  desselben  mit 
dem  angenommenen  Punkte.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwei 
Linien,  welche  mit  der  Kraft  in  der  projicirendenEbene  liegen,  und 
sie  im  Durchstosspunkt  schneiden ;  die  Kraft  kann  daher  nach  den 
Richtungen  dieser  beiden  Linien  zerlegt  werden.  Werden  alle 
Kräfte  auf  gleiche  Weise  behandelt  und  zerlegt,  so  erhalten  wir 
für  jede  Kraft  im  Raum  eine  Seitenkraft,  die  durch  den  Punkt  geht, 
und  eine  andere,  die  in  der  Ebene  liegt;  erstere  sowohl  als  letz- 
tere können  zu  einer  einzigen  Seitenkraft  zusammengesetzt  wer- 
den, und  das  ganze  System  ist  auf  zwei  Kräfte  reducirt. 

Schneiden  sich  diese  Kräfte  zufälliger  Weise ,  so  können  sie 
weiter  zusammengesetzt  werden,  und  das  System  hat  eine  einzige 
Mittelkraft;  im  Allgemeinen  aber  wird  dieses  nicht  der  Fall  sein, 
und  wir  setzen  es  auch  im  Folgenden  so  nicht  voraus. 

Zwei  Kräfte  im  Raum,  die  sich  nicht  schneiden,  können  nicht 
mehr  weiter  zusammengesetzt  werden,  denn  wäre  es  möglich, 
denselben  mit  einer  einzigen  Kraft ,  der  entgegengesetzten  Mittel- 
kraft, das  Gleichgewicht  zu  halten,  so  mUssten  sich  diese >  laut 
Gleichgewichtsbedingung  von  Nr.  53,  S.  193,  in  einem  Punkte 
schneiden  und  in  einer  Ebene  liegen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Wenn  zwei  Kräfte  nicht  auf  eine  einzige  reduciii;  werden 
können,  so  können  sie  auf  der  andern  Seite  auf  vielfach  un- 
endlich verschiedene  Weisen  durch  zwei  andere  Kräfte  dar- 
gestellt werden ,  denn  fUr  jede  Aenderung  des  Punktes  der  ange- 
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BommeBeii  Ebene  oder  beider  zugleich  erhält  man  zwei  andere 
Kräfte,  die  entgegengesetzt  genommen  mit  dem  System  (also  aach 
mit  zwei  sie  ersetzenden  Kräften)  im  Gleichgewicht  sind. 

Es  ist  nun  interessant,  die  Beziehungen  zwischen  den  Kräften, 
dem  angenommenen  Punkt  und  der  angenommenen  Ebene  zu 
Studiren.  Wir  beginnen  nun ,  um  die  angedeuteten  Operationen 
auszuftihreH ,  einige  der  früheren  Sätze,  Nr.  54  S.  194  zu  ver* 
allgeineinem. 


Fig.  120. 


58.  Der  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte. 

Drehen  sich  zwei  parallele  Kräfte  1  und  2  um  bestimmte 
Punkte  A  und  B  (Fig.  120)  im  Raum  in  der  Art,  dass  sie  immer 
parallel  und  gleich  gross  bleiben,  so  dreht  sieh  auch  ihre  Mittel- 
kraft (1 2)  um  einen  bestimmten 
Punkt  C,  der  nach  Nr.  54  S.  197 
auf  der  Verbindungslinie  AB  liegt 
und  ihre  Länge  so  theilt,  dass  sich 
die  Segmente  umgekehrt  wie  die 
Kräfte  yerhalten.  Kommt  noch 
eine  dritte  Kraft  3  hinzu ,  die  sieh 
ebenfalls  um  einen  festen  Punkt 
und  stets  um  gleichviel  wie  die 
übrigen  Kräfte  dreht,  so  gilt  das- 
selbe bezüglich  der  Kräfte  (1 2)  und  3  und  so  fort  von  einer  belie- 
bigen Anzahl  Kräfte.    Man  kann  daher  allgemein  sagen : 

Wenn  parallele  Kräfte  von  beliebiger  Inten- 
sität, also  auch  im  entgegengesetzten  Sinne  wir- 
kende, sich  um  feste  Punkte  im  Raum  so  drehen, 
dass  sie  sieh  stets  parallel  bleiben:  so  dreht  sich 
auch  ihre  Mittelkraft  um  einen  festen  Punkt  im 
Raum,  der  der  Mittelpunkt  dieser  Kräfte  heisst.  — 
Bestehen  die  Kräfte  aus  dem  Gewichte  starr  mit 
einander  verbundener  Massen,  so  heisst  er  auch 
der  Schwerpunkt  der  Kräfte« 

Sind  die  einzelnen  Punkte  im  Raum,  z.  B.  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  1234  in  Fig.  121,  durch  ihre  Projectionen  auf  zwei 
sich  schneidenden  Ebenen  gegeben,  so  wird  der  Mittelpunkt  dieser 
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Kräfte  jederzeit  durch  die  Kichtungslinie  der  Mittelkraft  projicirty 
die  man  erhält,  wenn  man  an  den  Projectionen  dieser  Angriffs- 
punkte in  beliebigen ,  jedoch  in  der  Projectionsebene  enthaltenen 
Richtungen  parallele  Kräfte  von  der  gegebenen  Intensität  wir- 
ken lässt 

Denn  zerlegt  man  jede  der  an  den  Punkten  im  Raum  wirken- 
den Kräfte  in  der  projicirenden  Ebene  in  eine  unendlich  ferne 
Kraft  und  in  eine  parallele  Seitenkraft  gleicher  Richtung  und 
Grösse  in  der  Projectionsebene,  so  können  diese  letztern  Kräfte 
auf  gewöhnliche  Weise  wie  parallele  Kräfte  in  der  Ebene  mittelst 
eines  Seilpolygons  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetzt  werden. 

Die  Richtungen  der  unendlich  fernen  Kräfte  fallen  alle  in  die 
unendlich  ferne  Gerade,  welche  die  Stellung  der  projicirenden 
Ebenen  bestimmt;  ihre  Summe  liegt  daher  auch  mit  der  in  der  Pro- 
jectionsebene erhaltenen  Mittelkraft  in  einer  und  derselben  Ebene 
und  kann  mit  dieser  zur  Mittelkraft  der  parallelen  Kräfte  zusammen- 
gesetzt werden.  Die  Ebene,  in  der  dies  geschieht,  ist  daher  die 
die  Mittelkraft  projicirende  Ebene ,  welche  demnach  auch  durch 
die  Mittelkraft  geht ,  die  man  durch  Zusammensetzung  der  in  die 
Projectionsebene  projicirten  Kräfte  erhalten  hat. 

Da  keine  Voraussetzungen  bezüglich  der  verschiedenen  ge- 
wählten Richtungen  und  Stellungen  gemacht  wurden ,  so  gilt  das 
eben  Gesagte  allgemein  für  jede  Stellung  und  Lage  der  Pro- 
jectionsebene und  für  jede  Richtung  der  die  Punkte  im  Raum  auf 
die  gewählte  Ebene  projicirenden  Parallelstrahlen. 

Wählt  man  nun  noch  in  der  Projectionsebene  die  Richtung 
der  Parallelkräfte ,  so  bestimmt  diese  Richtung  und  die  Richtung 
der  projicirenden  Linien  die  Stellung  der  die  Kräfte  projicirenden 
Ebenen.  Aendert  man  die  Richtung  der  Kräfte  in  der  Projections- 
ebene ,  so  werden  sich  die  projicirenden  Eb^ien  um  die  projici- 
renden Strahlen  aller  Angriffspunkte  der  Kräfte  drehen.  Durch 
diese  Aenderung  kann  man  daher  dieProjection  des  Mittelpunktes, 
jedoch  nicht  die  Länge  der  Projectionsstrahlen  erhalten.  Zur 
Bestimmung  dieser  muss  noch  wenigstens  einmal  die  Richtung 
der  projicirenden  Parallelstrahlen  geändert  werden.  Es  genügt 
dann,  die  an  den  neuen  Projectionspunkten  wirkenden  Kräfte  noch 
einmal  in  beliebiger  Richtung  zusammenzusetzen ,  um  eine  proji- 
cirende Ebene  zu  erhalten,  welche  den  schon  erhaltenen  projici- 
renden Parallelstrahl  nicht  enthält,  und  daher  auf  ihm  den  Mittel- 
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puDkt  der  Kräfte  abscbneidet.  Es  sind  daher  3  BestimmungeD 
der  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  Dothwendig,  weit  jede  derselbea 
eine  Ebene  giebt,  die  den  Mittelpunkt  entbält. 

Nach  Obigem  konnten  diese  Operationen  alle  in  einer  und 
denelben  Ebene  Torgenommen  werden,  wenn  in  derselben  die 
Projecdonen  aller  Angriffspunkte  durch  zwei  verschiedene  Kicb- 
tnogen  gegeben  wären,  allein  es  ist  zweckmässiger,  wenn  alle 
Packte  durch  orthogonale  Projectionen  auf  zwei  zu  einander  aenk- 
reebten  Ebenen  gegeben  sind,  ganz  nach  den  Regeln  der  dar- 
itelienden  Geometrie  zu  verfahren  und  mit  der  Drehung  des  pro- 

jieiroiiden  Strahles  um  -^  auob  die  Frojectionsebene  am  so  viel 


In  Fig.  121  ist  dargestellt,  wie  solche  Operationen  ausgeführt 
irerden  kSnnen.  Die  Angriffiipunkte  1234  der  Kräfte  im  Baum 
sind  dorch  ihre  Projectionen  auf  eine  vertioale  und  horizontale 
Ebene  E  and  Ei  gegeben.  Indem  man  nun  annimmt,  es  wirken 
itie  Kriifte  vertical  an  diesen  Punkten,   erhält  man  das  Kräfte- 


214  ^^^  ZnaammenseUuiig  der  Kräfte. 

polygon  PO;  das  Seilpolygon ,  welches  ihm  entopricht,  giebt  die 
Verticallinien  (12)  (12  3)  (1234),  in  welchen  die  Projections- 
punkte  der  entoprechenden  Mittelpunkte  liegen.  Nimmt  man  nun 
an,  die  Kräfte  wirken  horizontal,  so  erhält  man  das  Eräftepolygon 
Pi  Ol ,  das  entsprechende  Seilpolygon  giebt  die  Horizontallinien 
(12)  (12  3)  (12  34),  welche  durch  ihren  Schnitt  mit  den  gleich- 
namigen Verticalen ,  die  Projectionen  der  entsprechenden  Mittel- 
punkte vollkommen  bestimmen. 

In  der  horizontalen  Projectionsebene  genügt  es  nun,  ein  ein- 
ziges Polygon  fUr  Kräfte,  welche  parallel  zur  Grundlinie  wirken 
und  das  Kräftepolygon  0^  P^  geben,  zu  construiren ;  sie  geben  die 
Parallellinien  (12)  (12  3)  (1234)  zur  Grundlinie,  auf  denen  die 
Projectionen  der  gleichnamigen  Kräfte  liegen,  die  nun  vollständig 
bestimmt  sind ,  weil  die  von  diesen  Projectionen  auf  die  Grund- 
linie gefällten  Perpendikel  diese  in  einem  und  demselben  Punkt 
treffen  müssen.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Angriffs- 
punkte 1  (12)  2;  (12)  (123)  3;  (123)  (1234)  4  auf  geraden 
Linien  liegen  müssen,  wie  es  durch  —  —  —  Linien  an- 
gedeutet ist. 

Aus  den  bisherigen  Gonstructionen  geht  ferner  noch  hervor, 
dass  es  auf  die  Form  des  Seilpolygons  keinen  Einfluss  ausübt, 
wenn  in  den  die  Kräfte  projicirenden  Ebenen  jene  der  Projections- 
ebene genähert  oder  von  ihr  entfernt  werden. 

59.  Das  Moment  paralleler  Kräfte  bezfiglich  einer  Ebene. 

Da  die  unendlich  fernen  Seitenkräfte ,  der  auf  verschiedene 
Punkte  im  Räume  wirkenden  parallelen  Kräfte ,  zum  Maass  das 
Moment  derselben  bezüglich  ihrer  Projection  haben,  und  dieses 
dem  Product  der  Kraft  mit  der  Länge  des  den  Angriffspunkt  pro- 
jicirenden Strahles  proportional  ist,  da  ferner  alle  diese  unendlich 
fernen  Seitenkräfte  in  einer  und  derselben  unendlich  fernen  Linie 
liegen,  sich  daher  dort  einfach  zu  einer  Mittelkraft  addiren,  welohe 
das  Maass  des  Momentes  der  Mittelkraft  bezüglich  ihrer  Proj^tion 
ist ,  so  kann  man ,  wenn  man  unter  dem  Moment  paralleler  Kräfte 
bezüglich  einer  gegebenen  Ebene  im  allgemeinen  Sinne  das  Pro- 
duct dieser  Kräfte  mit  der  Länge  der  Parallelstrahlen  versteht, 
welche  ihre  Angriffspunkte  in  beliebiger  Richtung  auf  die  gege- 
benen Ebenen  projiciren,  sagen: 
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Das  Moment  paralleler  Kräfte  bezüglich  einer 
gegebenen  Ebene  ist  gleich  demMoment  ihrer  Mit- 
telkraft beattglicb  derselben  Ebene. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Angriffspunkte  verschie- 
dener paralleler  Kräfte  in  parallelen  Ebenen  beliebig  verschoben 
werden,  der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  sich  in  einer  ebenfalls 
zu  jenen  parallelen  Ebene  verschiebe ,  was  übrigens  auch  schon 
aus  den  Gonstructionen  Fig.  121  (S.  213)  direct  hervorgeht. 

Das  Moment  einer  beliebigen  Zahl  aufeinanderfolgender  und 
durch  ein  Seilpolygon  in  einer  Projectionsebene  mit  einander  ver- 
bundener paralleler  Kräfte ,  in  Bezug  auf  irgend  eine  projicirende 
Ebene:  ist  gleich  dem  Product  des  Segments,  den  die  äussern 
Polygonseiten  auf  der  Projection  dieser  Ebene  abschneiden,  mit 
der  Höhe  des  Kräftepolygons. 

Eine  weitere  Folge  sowohl  der  Gonstruction  als  auch  des  oben 
ausgesagten  Momententheorems  ist  folgender  Satz : 

Können  alle  zusammenzusetzenden  Kräfte  zu  zweien  oder 

mehreren  so  gruppirt  werden,  dass  die  Mittelpunkte  aller 

Gruppen : 

in  einen  Punkt  zusammenfallen ,  so  ist  dieser  der  Mittel- 
punkt aller  Kräfte, 
in  eine  gerade  Linie  oder  in  eine  Ebene  fallen ,  so  liegt 

auch  der  Mittelpunkt  aller  Kräfte  in  dieser  geraden  Linie 

oder  in  dieser  Ebene. 
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den nnd  in  einer  Ebene  liegenden  Seitenkräfte  eines 

r&nmliehen  Systems. 

Schneidet  man  eine  beliebige  Zahl  Kräfte  im 
Raum  durch  eine  Ebene  und  zerlegt  sie  so,  wie  es 
in  Nr.  56  angedeutet  worden  ist,  in  zwei  Seiten- 
kräfte, wovon  die  eine  in  der  Ebene  liegt  und  die 
andere  durch  einen  beliebigen,  aber  festen,  ausser- 
halb der  Ebene  angenommenen  Punkt  geht,  so 
sehneidet  die  Mittelkraft  dieser  letztern,  wo  auch 
der  feste  Punkt  im  Baum  angenommen  wurde,  die 
Ebene  in  dem  Mittelpunkte  von  parallelen  Kräften, 


216  I>io  ZasammeDBetEUDg  der  Kräfte. 

welche  in  den  Durchstosspunkten  wirken  und  den 
Erhebungen  der  einzelnen  gegebenen  Kräfte  ttber 
die  Ebene  proportional  sind.  Die  Erhebung  der 
durch  den  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  gehenden 
Kraft  ist  gleich  der  Summe  der  Erhebungen  aller 
einzelnen  Kräfte  ttber  die  Ebene. 

Der  Satz  versteht  sich  von  selbst,  wenn  der  feste  Punkt  im 
Unendlichen  liegt;  dass  er  aber  auch  für  jeden  andern  Punkt  gelte, 
folgt  daraus,  dass  man  die  fttr  einen  unendlich  fernen  Punkt  erhal- 
tene Seitenkraft  in  ihrem  Durchstosspunkte  nach  der  Richtung  des 
gegebenen  Punktes  und  nach  einer  in  der  Ebene  liegenden  Rich- 
tung zerlegen  kann ,  wobei  sich  die  Erhebung  der  Kraft  ttber  die 
Ebene  nicht  ändert. 

Ist  also  ein  System  von  Kräften  im  Raum  gegeben ,  so  ist  da- 
durch für  jede  beliebig  angenommene  Ebene  ein  Punkt  in  ihr  be- 
stimmt, durch  den  die  nicht  in  der  Ebene  liegende  Seitenkraft 
geht,  wenn  die  oben  anglßdeutete  Zerlegung  vorgenommen  wird. 

Der  reciproke  Satz  gilt  auch  fttr  jeden  Punkt  im  Raum. 
Durch  jeden  im  Raum  angenommenen  Punkt  ist 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene  bestimmt,  durch 
welche  die  nicht  durch  den  Punkt  gehende  Sei- 
tenkraft projicirt  wird,  wenn  man  die  oben  an- 
gedeutete Zerlegung  vorgenommen  hat.  Dieses  letz- 
tere haben  wir  noch  zu  beweisen. 

Es  sei  Fig.  122  q  der  angenommene  Punkt,  wir  projiciren 
aus  demselben  die  beiden  Kräfte  ^i  und  ^s  auf  eine  beliebig  an- 
genommene Ebene  S  und  zerlegen  in  den  Punkten  (A%)  die  Kräfte 
^  (soll  fttr  ^1  und  A^  gelten)  nach  den  durch  q  gehenden  Rich- 
tungen B  und  nach  den  in  der  Ebene  S  liegenden  Richtungen  C; 
verschieben  die  in  den  letztem  wirkenden  Kräfte  in  ihren  Rich- 
tungslinien nach  dem  Durchschnitt  d  der  beiden  projicirenden 
Ebenen ;  dann  wird  die  Erhebung  A  der  Kraft  C  ttber  d  gleich  dem 

Moment  von  Jl  getheilt  durch  d  oder  >»  -j-  sein ,  wo  81  die 

a 

doppelte  Momente'nfläche  und  d  die  im  Schnitt  gemessene  Ent- 
fernung des  Punktes  q  von  der  Ebene  S  bezeichnet,  wie  es  in  der 
Fig.  122  angedeutet  ist. 

Diese  Erhebung  der  Endpunkte  von  C  ist  ganz  unabhängig 
von  der  Stellung  der  Ebene  %  im  Raum ,  welches  auch  dieselbe 
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sein  mag,  es  wird  der  Endpunkt  von  C  immer  auf  der  in  der  Figur 
punktirten  Parallelen  znd  in  der  Entfernung  A  liegen.  Mithin  wird 
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sich  auch  der  Endpunkt  der  Mittelkraft  R  der  beiden  Kräfte  C| 
und  Ca  auf  einer  Parallellinie  zu  </ bewegen;  und  das  Moment 
dieser  Mittelkraft  bleibt  für  jede  Stellung  von  %  constant  in  Bezug 
auf  q.  Stellen  wir  insbesondere  %  senkrecht  auf  d^  so  werden  die 
Seitenkräfte  C,  also  auch  die  Mittelkraft  R  diesem  Momente,  na- 
mentlich das  der  Mittelkraft  ^^^Rd  proportional  sein. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  es  sei  d  constant,  allein  diese 
Voraussetzung  ist  durchaus  nicht  *  nothwendig.  Schneidet  die 
Ebene  %  die  Linie  d  in  der  Entfernung  d'  statt  d^  so  werden  die 

dieser  neuen  Lage  entsprechenden  K  gleich  -^  statt  -^  sein,  die 

beiden  K  sind  also  den  früheren  proportional  geblieben ,  d.  h.  nur 

im  Verhältniss  von  -rr  geändert  werden.  Die  projicirende  Ebene 
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von  R*  wird  daher  unverändert  geblieben  und  R  ebenfalls  gleich 
R  -,,  geworden  sein.  Multiplicirt  man  jetzt,  um  das  Moment  zu 
erhalten,  R  mit  d\  so  wird  es  gleich 

wie  früher. 

Da  durch  den  Schnitt  der  Parallelen  zu  d  mit  der  Ebene  % 
die  Kraft  R  vollständig  bestimmt  ist,  so  kann  sie  jetzt  mit  der 
Seitenkraft  irgend  einer  andern  Kraft  in  %  auf  gleiche  Weise  zu- 
sammengesetzt werden. 

In  der  darstellenden  Geometrie  ist  es  allgemein  üblich ,  die 
Stellung  einer  Ebene  durch  einen  Perpendikel  auf  diese  Ebene 
anzugeben ;  wenn  man  nämlich  nur  die  Stellung  einer  Ebene  im 
Auge  hat,  so  ist  diese  durch  den  Perpendikel  vollkommen  be- 
stimmt, weil  alle  Ebenen,  welche  senkrecht  auf  einer  Linie  stehen, 
parallel  liegen,  und  weil  die  Winkel,  welche  zwei  Linien  mit  ein- 
ander bilden,  gleich  den  Winkeln  sind,  welche  die  senkrecht  auf 
ihnen  stehenden  Ebenen  mit  einander  bilden. 

Ganz  diesem  Gebrauch  entsprechend  werden  daher  auch  wir 
die  Stellungen  der  projicirenden  Ebenen  durch  die  Perpendikel 
darstellen,  welche  auf  ihnen  senkrecht  stehen,  und  durch  irgend 
einen  festen  z.  B.  den  angenommenen  Punkt  q  gehen,  die  also  die- 
selben Winkel  mit  einander  bilden,  als  wie  die  projicirenden 
Ebenen  selbst. 

Macht  man  jetzt  noch  die  Länge  dieser  Perpendikel  den  Mo- 
mentenfläehen  X  proportional ,  und  setzt  sie  dann  gerade  so  zu- 
sammen wie  Kräfte,  die  auf  einen  Punkt,  den  Punkt  q  in  Fig.  122, 
wirken ,  so  wird  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Momente  senkrecht 
auf  der  Fläche  9t  stehen  und  diesem  Moment  proportional  sein, 
denn  der  die  Momente  zusammensetzende  Linienzug  %x%%^  ist 
dem  Linienzug  C|  C^R  ähnlich,  wenn  %  senkrecht  auf^t  steht»  wie 
dies  Fig.  122  andeutet;  standen  daher  %  ^^^  ^s  ^^^  ^i  ^^^  ^s 
senkrecht,  so  wird  auch  91  senkrecht  auf  R  stehen. 

Wir  besitzen  alles  was  nothwendig  ist,  um  die  Seitenkraft  C3 
in  %  einer  dritten  Kraft  A^  als  Moment  9la  mit  dem  Moment  9{  zu- 
sammenzusetzen, indem  wir  im  Strahlenbttndel  q  den  entsprechen- 
den Perpendikel  auf  die  Projectionsebene  von  A^ »  dessen  Länge 
9(3  proportional  ist,  zu  9t,  d.  h.  zur  Summe  9(i  -|-  3(s  addiren.  Wir 
haben  so  vorgehend  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der 
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Ebene  $  in  eine  solche  im  Strablenbttndel  q  verwandelt,  und  da- 
durch diesen  in  der  Art  reeiprok  auf  die  Ebene  S  bezogen »  dass 
drei  oder  mehr  Kräfte  in  St ,  welche  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den :  drei  oder  mehr  auf  den  sie  projicirenden  Ebenen  senkrecht 
stehenden  Strahlen  entsprechen,  welche  alle  in  einer  Ebene  liegen. 
Einzelnen  Punkten  der  Ebene  $,  welche  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  entsprechen  ebenso  viele  Ebenen  des  Bündels,  die  alle  sich 
in  dem  Strahl  schneiden,  welcher  der  Linie  entspricht,  in  der  die 
Punkte  liegen. 

Wie  schon  im  Eingang  erwähnt,  ist  diese  Zusammensetzung 
der  Kräfte  von  der  Lage  und  Stellung  der  Ebene  %  ganz  unab- 
hängig, indem  es  keiner  weitern  Angaben  als  die  über  Stellung 
der  projicirenden  Ebenen  und  der  Grösse  der  Momente  bedarf, 
um  die  Momente  zusammenzusetzen ;  das  gilt  daher  auch  für  die 
Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  denn 
die  Momente  in  Bezug  auf  q  sind  ja  nichts  anderes  als  die  unend- 
lich fernen  Seitenkräfte,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Kräfte  ^, 
nach  der  Richtung  einer  Parellelen  durch  q  und  einer  unendlich 
fernen  Kraft  zerlegt. 

Will  man  also  Kräfte  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  zusammensetzen,  so  gelangt  man  ganz  ein- 
fach zum  Strahl,  der  auf  der  Mittelkraft  senkrecht 
steht  und  dessen  Länge  dem  Moment  derselben 
gleich  ist,  indem  man  auf  den  Strahlen,  welche 
diesen  Kräften  entsprechen,  die  Momente  aufträgt 
und  wie  gewöhnliche  Kräfte  zusammensetzt. 

Hiermit  hätten  wir  gezeigt,  wie  unendlich  ferne  Kräfte  zu- 
sammengesetzt werden,  was  früher  auf  Nr.  54  S.  198  noch  nicht 
geschehen  konnte. 

61.  Die  projectivischen  Eigenschaften  eines  Krftftesystems. 

Hat  man,  so  wie  es  in  den  vorigen  Nrn.  gezeigt  wurde,  ein  räum- 
liches Kräftesystem  auf  zwei  Kräfte  R  und  5,  die  sich  nicht  schnei- 
den, reducirt  und  nimmt  man  den  Punkt  o*  auf  der  einen  derselben 
S  z.  B.  an,  so  wird  die  diesem  Punkt  entsprechende  Ebene  noth- 
wendiger  Weise  die  Projectionsebene  cR  sein  müssen ,  denn  zer- 
legt man  die  einzelnen  Kräfte  ^  in  ihren  Durchstosspunktta  mit 
einer  beliebigen  Ebene  9i  nach  der  Richtung  des  angenommenen 
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Punktes  a  und  der  Schnittlinie  von  er  mit  9?,  so  wird  in  dieser 
letztern  Ebene  die  Kraft  von  R  die  Mittelkraft  der  Seitenkrälte 
aller  übrigen  sein.  Sie  wird  also  aus  dem  Punkt  a  durch  <tR  oder 
%  projicirt,  während  auf  der  andern  Seite  alle  durch  den  Punkt  or 
gehenden  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  müssen. 

Und  umgekehrt,  legt  man  die  Ebene  9t  durch  R ,  so  wird  der 
dieser  Ebene  entsprechende  Punkt  q  ihr  Schnittpunkt  mit  S  sein. 
Denn  zerlegt  man  die  einzelnen  Kräfte  A  in  ihren  Projections- 
ebenen  aus  einem  beliebigen  Punkt  a  nach  der  Richtung  ihrer 
Schnitte  mit  9t  und  der  Verbindungslinie  ihrer  Durchstosspunkte 
mit  üy  so  muss  in  diesem  letztern  Punkt  die  Kraft  S  die  Mittelkraft 
aller  A  sein ,  diese  Mittelkraft  schneidet  daher  die  Ebene  9t  im 
DurchstoBspunkt  von  S.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  man  durch  An- 
nahme eines  Punktes  q  die  Ebene  91  bestimmt  hat ,  durch  welche 
die  nicht  durch  q  gehende  Kraft  R  projicirt  wird ,  dass  dann  auch 
umgekehrt  dieser  Ebene  der  Pufikt  q  entspricht,  denn  er  ist  der 
Punkt,  in  welchem  die  nicht  in  9t  liegende  Kraft  S  die  Ebene 
^A  s»  9t  schneidet. 

Hat  man  ebenso  durch  Annahme  einer  Ebene  % 
den  ihr  entsprechenden  Durchstosspunkt  <r  mit  der 
nicht  in  ihr  liegenden  Kraft  5  bestimmt,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  diesem  Punkt  er  die  Ebene  S,  denn 
da  R  in  ihr  liegt,  so  ist  sie  die  Projectionsebene 
der  nicht  durch  den  Punkt  er  gehenden  Kraft. 

Diesen  wichtigen  Satz  der  Reciprocität  wollen  wir  auch  noch 
direct  geometrisch  beweisen.  Wird  die  Ebene  9t  angenommen, 
so  ist  die  Erhebung  von  A  über  d  in  der  Ebene  ^  gemessen 

=  — -,  und  senkrecht  auf  9t  gemessen  =  , — -  .  -7^,  wenn  man 
(pa)  ^  (Qa)       C 

mit  e  die  in  der  Figur  nicht  angebbaren  gleich  langen  Perpendikel 
e  :=«  C|  »=>  Ca  vom  Endpunkte  der  Kräfte  C  auf  die  Ebene  9t  be- 
st 
zeichnet;  nun  ist  aber  C  = -^ ,    mithin  ist   die  Erhebung  der 

cd 
Kraft  A  über  der  Ebene  9t  =  z — ^ ;  da  aber  für  beide  Kräfte  A^ 

((>«) 

und  A^  das  Product  cd  constant  ist,  so  verhalten  sich  die  Ent- 
fernungen Qoci  in  Qo^  umgekehrt,  wie  die  Erhebungen  der  Kraft 
A  über  9t.  q  liegt  also  auf  der  Linie  d  gerade  so  wie  <r  auf  b. 
Wird  auf  der  andern  Seite  er  angenommen,  und  aus  demselben  Ai 
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und  ^3  projicirt,  wobei  sich  dieProjectionsebenen  in  b  schneiden, 
Yon  b  aus  dann  die  Momente  %ü\  und  9[(r2  von  A^  und  A^  in  Be« 
zug  auf  a  aufgetragen ,  so  ist  die  Erhebung  die3er  Momente  über 
der  Ebene  %  gleich  (ßA)  H^  da  aber  von  Constructionswegen  schon 
{cAx)Hx  ==  {cA^)H^  ist,  so  erheben  sich  die  Parallellinien,  auf 
denen  sich  die  Endpunkte  der  von  b  aus  aufgetragenen  Momente 
bewegen  müssen,  gleichviel  über  S;  S  ist  demnach  die  Ebene, 
welche  die  Mittelkraft  R  projicirt. 

Um  zu  diesen  Sätzen  zu  gelangen ,  hatten  wir  q  und  %  will- 
kürlich angenommen ,  da  aber  durch  o  %  bestimmt  ist ,  so  kann 
man  auch  q  und  c  willkürlich  wählen,  und  erhält  dann  R  als 
Schnitt  der  Ebenen  9i  und  % ,  welche  zwei  Punkten  q  und  a  auf 
S  entsprechen ;  ebenso  könnte  man  die  Ebenen  JR  und  %  willkürlich 
annehmen,  und  würde  dann  5  als  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte 
Q  und  c  erhalten,  welche  zwei  Ebenen  entsprechen, die  durch  A  gehen. 

Dreht  sich  also  eine*Ebene  um  eine  Linie  A, 
so  beschreibt  der  ihr  entsprechende  Punkt,  die  R 
entsprechende  Linie  S. 

Wir  werden  fortan  immer  von  zwei  solchen  Bichtungslinien,  in 
denen  mittelst  endlicher  Kräfte  einem  System  das  Gleichgewicht  ge- 
halten werden  kann,  sagen,  dass  sie  sich  entsprechen,  und  die  in  ent- 
sprechenden Richtungslinien  wirkenden  Kräfte  ein  Kräftepaar 
nennen. 

Der  Ebenenbttschel  R  und  das  Punktgebilde  S  sind  offenbar 
auch  projectivisch,  denn  sie  liegen  ja  perspectivisch. 

Besteht  das  Kräftesjstem  nur  aus  den  Kräften  Ax  und  A^^ 
Fig.  122,  wobei  Ax  und  A^  auch  Mittelkräfte  mehrerer  Kräfte  vor- 
stellen können,  so  folgt  aus  obigen  Beweisen,  dass  A^  A^  R  und  S 
auf  einem  Hyperboloid  liegen ,  von  dem  b  und  d  Leitlinien  sind ; 
denn  wo  auch  die  Punkte  q  und  a  auf  <S  angenommen  werden 
mögen,  die  Ebenen,  welche  die  3  andern  Kräfte  Ay  A^  und  R  pro- 
jiciren ,  müssen  sich  in  einer  einzigen  Geraden  schneiden ,  sonst 
könnten  ihre  Momente  nicht  im  Gleichgewicht  sein ;  ebenso  folgt, 
wie  auch  die  Ebenen  9i  und  %  durch  R  geführt  werden ,  dass  die 
Punkte,  in  welchen  sie  die  drei  andern  Kräfte  schneiden,  auf  einer 
geraden  Linie  liegen ,  sonst  könnten  ihre  Seitenkräfte  durch  diese 
Punkte  nicht  im  Gleichgewicht  sein. 

Wird  auf  dem  Hyperboloid  A^  A^R  S  eine  weitere  Erzen- 
gungslinie  P  angenommen,   so  muss  das  ihr  entsprechende  Q 
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auf  demselben  Hyperboloid  liegen.  Dreht  man  eine  Ebene  om 
eine  Leitlinie  & ,  welche  2  entsprechende  Linien  ^i^a,ffS,  oder 
PQ  schneidet,  so  beschreibt  der  ihr  entsprechende  Punkt  dieselbe 
Leitlinie  b^  denn  nach  obigem  entspricht:  dem  Punkt  <r  die  Ebene 
S,  dem  Punkt  ^i  b  die  Ebene  ^2  b  und  sofort.  Hieraus  folgt,  dass 
jede  Leitlinie,  d.  h.  jede  Linie,  welche  zwei  Punkte  entsprechender 
Kräfte  bestimmt,  sich  selbst  entspricht;  wir  werden  später  sehen, 
dass  in  solchen  Leitlinien  nur  mit  unendlich  grossen  Kräften  einem 
Kräftesystem  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  kann.  Das 
Moment  des  Kräftesystems  in  Bezug  auf  diese  Leitlinien  ist  gleich 
null,  denn  wenn  sie  eine  das  System  darstellende  Linie  schneidet, 
schneidet  sie  auch  die  andere;  das  Drehungsmoment  dieser  beiden 
Kräfte ,  also  auch  das  des  Systems,  ist  demnach  gleich  null  in  Be- 
zug auf  alle  Leitlinien. 

Da  der  um  die  Leitlinie  b  sich  drehende  Ebenenbttschel  %, 
dem  in  derselben  Leitlinie  fortschreitenden  Punktgebilde  a  pro- 
jectivisch  ist,  so  ist  ihm  auch  das  Punktgebilde  projectirisch, 
welches  die  von  S  projicirte  Kraft  R  auf  d  ausscheidet,  weil  aber 
bei  dieser  Bewegung  R  das  Hyperboloid  erzeugt,  von  dem  auch  b 
ein  Schnitt  ist,  so  folgt,  dass  auch  das  Punktgebilde  (6  R)  dem 
Punktgebilde  «r  projectivisch  sei.  Nun  entsprechen  sich  aber  die 
Kräfte  A  und  S  gegenseitig,  also  entsprechen  sich  diese  beiden 
Punktgebilde  involutorisch. 

Drei  beliebige  Leitlinien  des  Systems  be- 
stimmen ein  Hyperboloid,  das  yon  einer inyolnto- 
rischen  Schaar  entsprechender  Kräftepaare  er- 
füllt ist. 

Zur  Bestimmung  des  Systems  genügen  demnach  zwei  Paare 
entsprechender  Richtungslinien,  die  auf  einem  Hyperboloid  liegen 
müssen ;  in  der  That  bestimmen  diese  auch  laut  Kr.  40  S.  167  das 
Verhältniss  der  vier  in  ihnen  wirkenden  Kräfte.  Gewöhnlich  sind 
jedoch  nicht  vier  solcher  Richtungslinien,  sondern  zwei  derselben, 
mit  der  Grösse  der  darin  wirkenden  Kräfte  R  und  S  gegeben,  und 
die  Aufgabe  ist  dann  zu  einer  weitern  Kraft  P  die  entsprechende 
Q  zu  construiren. 

Man  lege  zwei  Ebenen  durch  P,  welche  A  und  5  schneiden,  und 
theile  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  umgekehrt  wie  die 
Erhebungen  von  R  und  S  über  den  Ebenen ,  so  erhält  man  zwei 
Punkte  von  Q;  oder,  man  setze  in  zwei  Punkten  von  P  die  Mo- 
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mente  {R  und  ®  zusammen ,  welche  in  den  projicirenden  Ebenen 
der  Kräfte  R  und  5  aus  den  angenommenen  Punkten  wirken,  so  er- 
hält man  zwei  Ebenen,  welehe  auch  Q  enthalten.  Schon  von 
Constructionswegen  liegen  die  vier  Riehtungslinien  von  PQB  und  S 
auf  einem  Hyperboloid.  Wie  diese  Operationen  nach  den  Regeln 
der  darstellenden  Geometrie  ausgeführt  werden  können  wird  am 
Schluss  dieses  Kapitels  gezeigt  werden. 

Wir  wollen  aueh  noch  die  Lage  Ton  (^  auf  dem  Hyperboloid 
zu  bestimmen  suchen*  Es  seien  A'  und  S'  die  zu  R  und  S  pa- 
rallelen  Leitlinien ,    welche 


Ton  allen  Erzeugungslinien 
geschnitten  werden;  wir  be- 
zeichnen die  Durchschnitts- 
punkte von  RPSQ  und  R*  mit 
cc  n  a  X  siebe  Fig.  123  und 
die  mitS'  mit  q'  n'  oo'  x'.  In 
dem  geschlossenen  Linienzug 
%n  n  %  laufen  alle  Strecken 
mit  den  BichtungHlinien  der 
vier  Kräfte  parallel,  da  es 
ein  räumlicher  Zug  ist,  so 
verhalten  sich  laut  Nr.  40 
S.  167  die  Kräfte  wie  diese 
Strecken  und  man  hat : 

Ä  P 


Fig.  123. 


XTT 


fTTT^ 


S 

ttV 


x'x 


Anderseits  sind  wegen  der  Projeetivität  der  Punktgebilde 
CO  Trorx  und  oo  Vp'Tr',  die  Gebilde  nax  und  xqn  ähnlich,  und  man 
bat  weiter : 


(TX 


%n 


71% 


R 

'S 


X^  QU 

Mittelst  dieser  Verhältnisse  lässt  sich  wohl  immer  am  leich- 
testen die  Lage  der  einen  Kraft  Q  e.  B.  auf  R  und  S'  durch  die 
EntfemniTgen  0  x  und  %  f  ihrer  Schnittpunkte  von  R  und  S  be- 
stimmen, wenn  die  Lage  der  übrigen  Schnittpunkte  gegeben  ist. 

Das  Obige  war  nichts  anderes  als  die  Lösung  der  geometri- 
schen Aufgabe :  auf  den  projectivischen  Punktreihen  00  tt  <r  und 
ij  n  00 ',  die  Punkte  x  und  %  so  2a  bestimmen,  dass  die  Längen  der 
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Strecken  x  it  und  n  %  sieh  wie  die  gegebenen  Linien^  nämlich  wie 
K  :  S'  verhalten. 

Auch  das  allgemeine  DoppelverhältnisB  der  4  Kräfte  BP&Q 
läsBt  sich  durch  die  Strecken  von  K  und  S'  zwischen  den  drei 
ersten  Kräften  allein  ausdrücken.    Zunächst  ist: 

(RPSQ)  =:  iconax)^(Qnoox)  =     —  =  4^. 
Die  Substitutionen  der  letzten  Proportionen  geben  weiter : 

^         ^  qn         R  ax  S 

Diese  Gleichungen  geben  das  Doppelverhältniss  der  vier  Kräfte 

auf  dem  Hyperboloid ,  wenn  das  Verhältniss  der  Kräfte  und  die 

Abschnitte  zwischen  den  drei  Richtungslinien  RPS  oder  SQR  auf 

It  oder  5'  gegeben  sind. 

Bezeichnet  man  mit  3  den  Cubikinhalt  des  Tetraeders  %nn%^ 

R    S 
so  ist  3. '  7-r- der  Cubikinhalt  desjenigen,  welches  durch 

Verbindung  der  Endpunkte  der  in  ihren  Richtungslinien  aufgetra- 
genen Kräfte  R  und  S  entsteht;  denn  die  Inhalte  von  Tetraedern, 
von  denen  2  Gegenkanten  in  die  gleiche  Richtungslinie  fallen, 
verhalten  sich  wie  die  Producte  dieser  Qegenkanten.  Ebenso  ist 
der  Inhalt  des  durch  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  gebildeten  Te- 

P '  0 

traeders  gleich  3 . 7^-^, — . 

nn  .  XX 

Nun  sind  aber  die  vier  Verhältnisse,  mit  denen  3  multiplicirt  er- 
scheint, gleich  gross,  also  auch  die  beiden  Tetraeder.  Da  P  und  Q 
willkürlich  gewählt  wurden,  folgt  der  Satz:  die  Inhalte  aller 
Tetraeder,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  in 
ihren  Richtungslinien  aufgetragenen  Kräfte,  die 
das  System  darstellen,  gebildet  werden,  sind  gleich 
gross.  Denken  wir  uns  eine  Leitlinie  als  Doppellinie  einer  in- 
volutorischen  Kräfteschaar,  welche  von  irgend  einer  andern  Leit- 
linie durch  R  S  harmonisch  getrennt  wird,  und  es  nähern  sieh  mehr 
und  mehr  die  Richtungslinien  jR  S  der  Doppellinie ,  so  wird  ihre 
senkrechte  Entfernung  k  und  der  Winkel  t  den  sie  mit  einander 
bilden,  immer  kleiner,  zuletzt  bei  dem  Zusammenfallen  mit  dem 
Leitstrahl  unendlich  klein  werden.  Der  Cubikinhalt  des  Tetraeders 
RS  ist  gleich  ^j^  R.S.h  sin  «^ ;  werden  hierin  A  und  t  unendlich 
klein,  so  müssen,  wenn  der  Inhalt  constant  bleiben  soll,  R  und  S 
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ttnendlich  gross  werden.  Jede  Leitlinie,  die  R  und  S  nicht  schneidet, 
kann  als  solche  Doppellinie  betrachtet  werden,  denn  sie  kann  mit 
AS  eine  Regelschaar  bilden.  Die  Leitlinien  des  Systems 
sind  also  Doppellinien,  in  welchen  zwei  das  Kraft e- 
system  darstellende  Kräfte  zusammenfallen  und 
unendlich  gross  werden. 

Doch  vei*treten  die  Doppellinien  nicht  ganz  zwei  gegebene 
Richtungen  eines  Kräftepaares  des  Systems.  Wohl  ist  das  System 
bestimmt  durch  die  Richtungslinien  zweier  Kräfte  R  und  S  und 
eine  sie  nicht  schneidende  Leitlinie  L;  denn  auf  dem  Hyper- 
boloid RS  .  L  ist  durch  das  Paar  RS  und  die  Doppellinie  L  die 
involutorische  Kräfteschaar  vollständig  bestimmt;  jedoch  noch 
unbestimmt  durch  zwei  sich  nicht  schneidende  Doppellinien  L  und 
M.  Es  mttssen  erst  noch  drei  L  und  M  schneidende  Leitlinien 
^9  c,  d  gegeben  sein ,  um  die  involutorische  Regelschaar  zu  be- 
stimmen, von  der  L  und  M  die  Ordnungsstrahlen  sind. 

Nimmt  man  die  erste  Kraft  R  willkürlich  als  Strahl  dieser 
Schaar  L  und  J#,  so  ist  S  der  Strahl ,  welcher  mit  R  die  Doppel- 
linien  L  und  M  harmonisch  trennt;  irgend  ein  anderes  Paar 
der  jetzt  vollständig  bestimmten  involutorischen  Kräfteschaar 
L  .  M  .  RS  .  kann  dazu  dienen,  das  Verhältniss  der  Kräfte  R  und 
S  zu  bestimmen. 

Sind  zwei  das  System  darstellende  Kräfte  R  und  S  vollständig 
gegeben,  und  nimmt  man  noch  eine  dritte  Kraft  P  an,  so  kann  man 
sofort  sehen,  ob  die  Involution  RS  .  PQ  Doppelstrahlen  besitzt 
oder  nicht.  Man  lege  durch  P  eine  beliebige  Ebene,  welche  R  und 
S  schneidet,  ist  dann  der  Mittelpunkt  der  Erhebungen  von  R  und 
5,  durch  den  j^  geht,  über  diese  Ebene  durch  die  Durchstosspunkte 
der  Kräfte  von  P  getrennt :  so  hat  die  Involution  PQ  .  RS  keinen 
Doppelstrahl;  oder,  man  projicire  aus  einem  Punkt  von  P  die 
Riohtungslinien  R  und  S,  dann  bestimme  man  die  Mittelebene 
der  Momente  A,  'S,  die  iß  enthält,  und  durch  den  Schnitt  der  Pro- 
jectionsebene  geht;  ist  diese  von  P  getrennt,  so  hat  die  Involution 
PQ  ,  RS  keinen  Doppelstrahl. 

Ist  ein  Kräftesystem  nicht  durch  zwei  Kräfte  Aund  S,  sondern 
durch  die  Richtungslinien  von  zwei  Paar  Kräften  RS  und  PQ  ge- 
geben ,  so  wird  sehr  leicht,  wie  folgt,  zu  einer  fünften  nicht  zur 
Schaar  RSPQ  gehörenden  Kraft  T  die  entsprechende  U  gefunden. 
Man  ftthre  durch  7'Ebenen,  welche  die  vier  Kräfte  schneiden,  dann 
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schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  BS  und 
PQ  auf  einen  Punkt  von  U;  oder  man  projicire  aus  Punkten  von  T 
die  vier  Kräfte,  dann  geht  die  Ebene,  welche  den  Schnitt  der  Pro- 
jectionsebene  RS  mit  dem  von  PQ  verbindet,  durch  U,  Zwei 
Punkte  oder  zwei  Ebenen  genttgen  zur  Bestimmung  von  U.  Dass 
aber  alle  so  bestimmten  Punkte  in  einer  Geraden  U  liegen  und 
alle  Ebenen  durch  ü  gehen ,  folgt  daraus ,  dass  laut  Gonstroction 
U  und  7  zugeordnete  Involutionsaxen  der  involutorischen  Begel- 
schaar  RS .  PQ  sind. 

Stillschweigend  ist  bisher  immer  vorausgesetzt  worden ,  dass 
die  angenommene  Kraft  P  keine  der  Kräfte  R  oder  S  schneide ;  ist 
dies  aber  nicht  der  Fall ,  d.  h.  schneidet  P  die  eine  der  Kräfte, 
z.  B.  /{ ,  so  verbinde  man  den  Schnittpunkt  PR  mit  dem  Durch- 
stosspunkt  der  Kraft  S  mit  der  Ebene  PR  durch  einen  Leit- 
strahl ,  dann  kann  man  R  nach  der  Bichtung  von  P  und  der 
des  Lichtstrahles  zerlegen,  wodurch  P  bestimmt  ist;  am  Ende 
des  Leitstrahles  setze  man  die  in  ihm  wirkende  Kraft  zu  Q  zu- 
sammen. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  von  zwei  Kräftepaaren  eines  Systems 
zwei  nicht  entsprechende  sich  schneiden,  auch  die  beiden  andern 
sich  schneiden  müssen.  Das  gilt  natürlich  auch  noch,  wenn  zwei 
Kräfte  R  und  S  zu  einem  Leitstrahl  zusammenfallen;  also  jeder 
Leitstrahl,  welcher  eine  Kraft  schneidet,  schneidetauch  die  andere. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande  uns  einigermaassen  die  Vertheilung 
der  Leitstrahlen  im  Baum  zu  denken.  Jede  Ebene  enthält  einen 
Büschel  Leitstrahlen  in  dem  ihr  entsprechenden  Punkt,  und  jeder 
Punkt  einen  Büschel  Leitstrahlen  in  der  ihm  entsprechenden 
Ebene.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Linie ,  so  rückt  der  Leit- 
strahlenbüschel in  ihr  perspectivisch  auf  der  ihr  entsprechenden 
Linie  vor,  und  erfüllt  so  den  ganzen  Baum.  Dreht  sieh  eine 
Ebene  um  einen  Leitstrahl  —  so  rückt  der  Mittelpunkt  des  Büschels 
auf  diesem  Leitstrahl  selbst  vor. 

Alle  Hyperboloide  auf  denen  irgend  zwei  Paare  entsprechender 
Kräfte  liegen ,  sind  von  Leitschaaren  erfüllte.  Sie  erfüllen  also 
den  ganzen  Baum  in  allen  Bichtungen ,  und  doch  sind  nicht  alle 
Linien  des  Baumes  Leitstrahlen. 
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OS.   Zusammenhang  des  KräftesystemB  mit  dem  Nnll- 
system nnd  den  Cnrven  dritter  Ordnung. 

Die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten ,  vom  MaasB  unab- 
hängigen projectivischen  Eigenschaften  des  Eräftesystems  sind 
auch  in  der  Geometrie  der  Lage  bekannt,  wo  das  Eräftesystem 
Nullsystem  genannt  wird.  Der  einer  Ebene  entsprechende 
Punkt  heisst  ihr  Nullpunkt,  und  die  einem  Punkt  entsprechende 
Ebene  seine  Nullebene. 

Sehr  ausfuhrlich  und  ganz  für  unsere  Zwecke  passend ,  ist  es 
in  Staudis  Beiträgen  S.  58  bis  62  behandelt;  wir  haben  in  der 
vorigen  Nummer  das  für  uns  wesentlichste  reproducirt,  immer  die 
Beziehungen  zu  den  Eräften  festhaltend ,  und  es  genügt  hier  auf 
die  Indentität  dieser  Systeme  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Da  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ein  Nullsystem 
bestimmt  ist,  so  kann  auch  jedes  Eräftesystem  durch  eine  solche 
Raumcurve  dargestellt  werden ,  die  dann  die  Ordnungscurve  des 
Systems  heisst.  Die  Beziehung  eines  Eräftesystems  auf  eine 
solche  Curve  leistet  in  der  Praxis  gerade  keine  besondern  Dienste, 
weil  die  benöthigten  Mittelkräfte  selbst,  ebenso  leicht  direct,  als 
mittelst  einer  solchen  Curve  construirt  werden  können ;  dagegen 
geben  sie  einen  ungemein  klaren  Begriff  von  dem  Zusammenhang 
entsprechender  Punkte ,  Ebenen  und  Linien ,  welcher  ganz  analog 
dem  der  entsprechenden  Pole  und  Polaren  in  ebenen  Polarsystemen 
ist;  wir  können  es  daher  nicht  unterlassen  denselben  hier  nochber- 
vorzabebeu. 

In  der  Ebene  kann  man  durch  jeden  Punkt  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Tangenten  an  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ziehen,  die 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  ist  die  Polare  des  Punktes. 
Ebenso  gehen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  Osculations- 
ebenen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung ,  von  denen  zwei  imaginär 
sein  können ,  und  die  Ebene  der  drei  Osculationspunkte  ist  die 
Nullebene  des  Punktes,  welche  immer  durch  ihn  geht.  Umgekehrt, 
jede  Ebene  sehneidet  diese  Raumcurve  in  drei  Punkten,  von  denen 
zwei  imaginär  sein  können.  Die  drei  Osculationsebenen  schneiden 
sieh  in  dem  Nullpunkt  der  Ebene.  {^Staudty  Beiträge  Seite  313.) 
Einer  Oseulationsebene  entspricht  ihr  Osculationspunkt  als  Null- 
punkt 
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Alle  Strahlen,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen  und  in  der 
entsprechenden  Nullebene  liegen,  sind  Leitstrahlen,  also  auch  alle 
Strahlen,  welche  durch  einen  Gurvenpunkt  gehen  und  in  der  Os- 
culationsebene  liegen.  Da  die  Osculationsebene  die  Gurre  drei- 
punktig  schneidet,  so  ist  die  in  ihr  liegende  Gurventangente  der 
einzige  Leitstrahl,  welcher  zwei  Gurvenpunkte  verbindet;  also 
unter  den  Verbindungslinien  zweier  Curvenpunkte  sind  nur  die 
Berührungslinien  Leitstrahlen. 

Der  Verbindungslinie  zweier  Gurvenpunkte  entspricht  die 
Schnittlinie  der  zwei  Osculationsebenen ,  welche  die  Gurve  nie 
schneidet^  denn  sonst  hätte  jede  der  beiden  Osculationsebenen 
ausser  dem  Osculationspunkt  noch  einen  Punkt  mit  der  Gurve  ge- 
mein. Einem,  zur  Gurve  dritter  Ordnung  perspectivisohen  Kegel 
zweiter  Ordnung  entspricht  ein  eben  solcher  Strahlenbttschel ,  der 
eine  Gurve  zweiter  Ordnung  umhüllt,  welche  in  einer  Osculations- 
ebene liegt. 

Einer  Linie,  die  durch  einen  Gurvenpunkt  geht  und  nicht  in 
der  Osculationsebene  liegt ,  entspricht  eine  andere,  die  in  der  Os- 
culationsebene des  Punktes  liegt,  aber  nicht  durch  ihn  geht  Liegt 
die  Linie  in  der  Osculationsebene,  so  ist  sie  ein  Leitstrahl  und  ent- 
spricht sich  selbst. 

Auf  verschiedene  Weisen  können  Regelflächen  construirt 
werden,  welche  die  Ordnungscurve  enthalten :  es  ist  eine  solche 
bestimmt  durch  eine  Linie,  die  durch  einen  Gurvenpunkt  geht, 
Staudfs  Beiträge  Nr.  472 ;  oder  durch  eine  Secante  (Linie,  welche 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Gurvenpunkte  verbindet)  und  einen  be- 
liebigen Punkt,  der  weder  in  der  Gurve  noch  in  der  Secante 
liegt,  und  durch  den  eine  zweite  Secante  bestimmt  ist,  Staudt 
Beitr.  Nr.  478;  also  auch  durch  zwei  Secanten.  Jeder  solcher 
Regelfläche  entspricht  eine  andere  Regelfläche,  in  welcher  der  der 
Ordnungscurve  sich  anschmiegende  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung 
(Inbegriff  aller  Osculationsebenen)  enthalten  ist  (welche  von  allen 
Osculationsebenen  berührt  wird).  Unter  den  Secanten  der  einen 
Regelfiäche  und  den  Schnittlinien  zweier  Ebenen  der  andern  be- 
finden sich  je  zwei,  welche  die  Gurve  berühren,  von  diesen  vier 
Linien  fallen  die  zwei  sich  selbst  entsprechende  Tangenten  zu 
zweien  zusammen.  Die  beiden  Regelflächen  haben  daher  zwei 
Leitstrahlen  gemein.  Da  diese  sich  nicht  schneiden,  so  schneiden 
sieh  die  Regelfiächen  in  noch  zwei  weitern  Linien ,  haben  also  im 
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Ganzen  nar  vier  gerade  Linien  gemein,  die  paarweise  imaginär 
Bein  können.  Demnach  können  diese  beiden  Regeischaaren  sich 
nicht  mehr  in  einer  Garve  dritter  Ordnang  schneiden,  woraus  folgt, 
dass  keine  der  das  System  bestimmenden  involutorischen  Regel- 
schaaren,  Nr.  61  S.  222 ,  perspectiyisch  mit  einer  Ordnungscurve 
des  Systems  liegen  kann.  Auf  jeder  Oberfläche  dieser  Regel- 
schaaren  könnten  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  con- 
struirt  werden ,  allein  keine  derselben  kann  Ordnungscurve  des 
Nullsystems  sein. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  wie  durch  eine  Baumcurve 
dritter  Ordnung  das  Nullsystem  bestimmt  wird,  d.  h.  wie  eine 
solche  Curve  Ordnungscurve  des  Kräfte-  oder  Nullsystems  sein 
kann,  haben  wir  noch  zu  zeigen,  wie  umgekehrt,  fbr  gegebene 
Kräfte  oder  Nnllsysteme ,  Ordnungscurven  construirt  werden  kön- 
nen. Es  sei  zunächst  das  System  wie  in  Nr.  54  durch  eine  invo- 
lutorische  Begelschaar  pp^  .  qq^  gegeben.  Dann  können  auf 
derselben  drei  beliebige  Leitstrahlen  abc  gewählt  werden,  welche 
von  der  Curve  bertthrt  werden  sollen,  wir  können  auch  auf  zweien 
derselben  a  6  z.  B.  noch  die  Berührungspunkte  willkürlich  wählen, 
es  seien  dies  die  Punkte  A  =  ap  und  B  =  bq.  Dann  sind  api 
und  bqi  die  Nullebenen  ^iB^  dieser  Punkte,  mithin  auch  die 
Osculationsebenen  der  Raumcurve  in  diesen  Punkten.  Laut 
Jß  Staudtiteit  Nr.  481  S.  311  werden  die  beiden  Berührungspunkte 
B  C  auf  b  und  c  harmonisch  von  den  Ebenen  ap  und  api  getrennt, 
wir  erhalten  also  den  Strahl  r,  auf  welchem  der  Berührungspunkt 
C  des  Leitstrahles  c  liegt,  indem  wir  den  vierten  harmonischen 
Strahl  in  pqp^r  suchen.  Aus  demselben  Orund  sind  die  Bertth- 
mngspunkte  ^  und  C  von  den  Ebenen  b  q  und  b  q^  harmonisch 
getrennt;  r  ist  also  auch  der  vierte  harmonische  Strahl  in  qpq^r^ 
mithin  ein  Doppelstrahl  der  Involution  pq  ^Pxq^  .  r.  Der  andere 
Doppelstrahl  r^  ist  von  r  durch  p  und  q  harmonisch  getrennt,  also 
der  vierte  Strahl  von  qrpr^j  da  es  auch  die  Berührungspunkte 
^£  durch  die  Ebene  er  und  cr^  sind,  so  ist  er^  die  Oscnlations- 
ebene  des  Punktes.  Dass  die  Strahlen  rr^  wirklich  der  In- 
volution ppx  .  q  jTi  angehören,  folgt  daraus,  dass  px  >  q^  und  r^  die 
vierten  harmonischen  Strahlen  in  rpqp\^  P9^V\  ^^d  qrpr^  sind. 

Jeder  der  drei  Kegel ,  welche 
ihre  Spitzen  haben  in :  ABC 

und  die  Ebenen  A)pibe    B)qica    Qr^ab 


230 


Die  ZttsammeiiaetaoBg  d«r  Kr&fte. 


berühren,   und  zwar  je  die  zwei 

letzten  in  A)BC      B)  CA      C)  AB 

projicirt  die  Ordnungsourve,   die   sich  also  als  Schnitt  irgend 
zweier  dieser  Kegel  ergiebt 


63.  Gonstrnction  der  Ordnungscorre  eines  Kräftesystems« 

In  Fig.  124  haben  wir  es  versucht,  die  eben  angedeuteten 
Operationen  auszuführen.  Willkflrlioh  wurden  die  drei  Leitlinien 
abc  und  die  auf  ihnen  liegenden  Punkte  ABC,  in  welchen  sie 

Big.  124. 


von  der  Raumcurve  berührt  werden  sollen»  angenommen;  will- 
kttrlich  können  auch  noch  zwei  z.  B.  die  durch  A  und  B  gehenden 
Strahlen  p  und  q  der  involutorisohen  Begelschaar  angenommen 
werden ,  dadurch  ist  der  Strahl  r  bestimmt ,  der  durch  C  geht  und 
den  Kegelschnitt,  die  Hyperbel  abcpq  berührt,  unter  der  die  Begel- 
schaar erscheint  Durch  dieselbe  Bedingung  und  dadurch ,  dass 
rpqpifpgrqi  und  qrpr^  harmonische  Würfe  sein  müssen,  sind 
auch  die  drei  letzten  Strahlen  ;ii  ^i  ri  gegeben.  Die  Zeichnung 
dieser  neun  Strahlen  derselben  Hyperbel  bedarf  keiner  weitern 
Erläuterung. 

Die  drei  Null-  oder  Osculationsebenen  der  Punkte  ^J9C,  oder 
die  Ebenen  A^  =  apxy  Bi  =^  bqi^  Ci  =  cri  wurden  durch  ihre 
Schnittlinien  angegeben ;  die  Linie  Ax  B^  geht  durch  die  Pvnktß 
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aqi  und  bpi,  denn  diese  Punkte  liegen  in  jeder  der  beiden 
Ebenen ,  ebenso  geht  B^  C^  durch  die  Punkte  b  rj  und  c  q^  und 
C\A\  durch  cp^  und  ar^.  Diese  drei  Linien  schneiden  sich  im 
Schnitt  S  der  drei  Ebenen,  dem  Nullpunkt  der  Ebene  ABC^  dem 
Centrum  der  Involution,  in  welcher  diese  Ebene  von ppi^ggt^rr^ 
geschnitten  wird. 

Zur  Bestimmung  der  beiden  Kegel ,  welche  aus  B  und  C  die 
Raumcurve  projiciren,  wurden  die  Schnitte  derselben  mit  der 
Ebene  A  =^  ap  construirt.  Der  Kegel  B  berührt  die  Ebene  B^ 
im  Strahl  b ;  die  Ebene  Bi  ^^  bq^  schneidet  A  =  ap  in  der  ge- 
strichten  Verbindungslinie  der  Punkte  a^i  (&/^),  (wir  klammern 
Elemente,  die  ausserhalb  des  Rahmens  der  Figur  liegen,  ein),  denn 
beide  Punkte  liegen  in  beiden  Ebenen ;  der  Strahl  b  schneidet  A 
in  ibp)\  mithin  wird  der  zu  construirende  Kegelschnitt  B^  in  (bp) 
bertthren.  Die  Ebene  B  a  schneidet  A  in  der  Linie  a  und  berührt 
den  Kegel  im  Strahl  B^^  der  Schnitt  des  Kegels  berührt  also  die 
Linie  a  in  A.  Die  Ebene  B  c ,  in  der  auch  der  Strahl  q  liegt,  weil 
er  die  Leitlinie  c  schneiden  muss,  schneidet  A  =  ap  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  cp^  aq  und  berührt  den  Kegel  im  Strahl 
BC;  der  gesuchte  Kegelschnitt  berührt  also  die  Linie  (cp,  aq)  in 
ihrem  Schnitt  {0)  mit  BC.  Diese  drei  Tangenten  mit  ihren  Be- 
rührungspunkten sind  mehr  als  genügend  um  den  gesuchten 
Kegelschnitt,  die  in  der  Figur  punktirte  Hyperbel  zu  construiren. 
Aus  selbstverständlichen  Gründen  ist  es  vortheilhaft,  für  diese 
Construction  den  Strahlenbüschel  Vy  wo  die  Verbindungslinie  der 
Kegelspitzen  B  und  C  die  Ebene  A  schneidet,  zu  benützen* 

Genau  die  gleichen  Schlüsse  geben  die  Constructionselemente 
des  Schnittes  des  Kegels  C  mit  A  ss=  ap;  er  berührt  den  in  der 
Figur  ebenfalls  punktirten  Schnitt  Ci  »=  ar| ,  cp  in  dem  Punkt  cp; 
den  Schnitt  {ar)  (bp)  der  Ebene  Cb  mit^,  in  seinem  Schnitt- 
punkt Cü)  mit  BC;  und  endlich  die  Linie  a  in  A.  Mittelst  dieser 
drei  Tangenten  und  ihrer  Berührungspunkte  kann  die  in  Fig.  124 
punktirte  Ellipse  gezeichnet  werden ,  wobei  es  zweckmässig  ist, 
die  Ellipsenpunkte  auf  denselben  Strahlen  von  U  zu  construiren, 
auf  welcher  schon  ein  Hyperbelpunkt  bestimmt  wurde. 

Linien,  welche  von  den  Kegelspitzen  B  und  C  aus  solche 
Corvenpunkte,  die  auf  einem  und  demselben  Strahl  von  U  liegen, 
projieiren,  sind  Erzeugungslinien  der  beiden  Kegel,  welche  in 
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einer  und  derselben  Ebene  liegen ,  und  geben  daher  durch  ihren 
Schnitt  einen  Punkt  der  zu  construirenden  Raumcurven. 

Der  Punkt  U  liegt  sowohl  in  der  Ebene  A  ^==  ap  als  auch  in 
der  Ebene  ABC^  demnach  ist  die  strichpunktirte  Linie  AU  die 
Schnittlinie  der  Ebene  ABC  mit  A  ^^  ap^  welche  letztere  Ebene 
das  Hyperboloid  in  A  berührt,  mithin  berührt  auch  AU  den 
Schnitt  der  Ebene  ABC  mit  dem  Hyperboloid.  Wenn  wir  uns 
daran  erinnern ,  dass  U  der  Schnittpunkt  der  Linien  (a  g ,  cp)  mit 
(arybp)y%o  folgt  durchVertauschung  der  Zeichen,  dass  der  Schnitt 
der  Linien  (br,  aq)  und  (bp,  cq)y  auf  der  Linie  AC  und  auf  der 
strichpunktirten Taugente i?,  endlich  der  Schnitt  {cq^  ar)  und  {qr^ 
b  r)  auf  AB  und  der  Tangente  C  liege.  Diese  drei  Schnittpunkte 
liegen  auf  einer  geraden  Linie,  der  Polaren  des  Punktes  S  be- 
züglich des  Schnittes  des  Hyperboloids  mit  ABC  Durch  jene 
drei  Punkte  ist  das  diesem  Schnitt  umschriebene  strichpunktirte 
Dreieck  bestimmt,  mit  dessen  Hülfe  jetzt  der  Schnitt  selbst,  eine 
stark  ausgezogene  Ellipse  in  Fig.  124  construirt  werden  kann. 

Bei  der  Darstellung  Fig.  124  haben  wir  alle  Erzeugungs- 
linien des  vordem  Mantels  oberhalb  der  Ellipse  stark  ausgezogen, 
den  vordem  Mantel  unter  der  Ellipse  dachten  wir  uns  ganz  weg 
und  nur  die  zur  Construction  nothwendigen  Schnittpunkte  von 
Leitlinien  und  Strahlen  wurden  durch  Kreuzchen  markirt.  Die 
Erzeugungslinien  des  hintern  Mantels  wurden  unter  dem  vordem 
punktirt. 

Die  Raum-  oder  Ordnungscurve  des  Nullsystems  schneidet 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  3  Punkten  und  besteht  daher  aus 
3  Aesten.  Sie  hat  mit  dem  Hyperboloid  die  Doppelpunkte  ABC^ 
also  im  Ganzen  6  Punkte  gemein ;  da  nun  eine  solche  Gurve  keine 
7  Punkte  mit  einem  Hyperboloid  gemein  haben  kann ,  ohne  ganz 
auf  demselben  zu  liegen,  da  sie  femer  in  den  das  Hyperboloid  bei 
ABC  schneidenden  Osculationsebenen  A^By  C^  die  Leitlinien  abc 
berührt  und  nicht  schneidet,  so  folgt  weiter  noch,  dass  die  Raum- 
curve  ganz  ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  des  Hyperboloids 
liegen  müsse ;  im  gegenwärtigen  Fall  liegt  sie  ausserhalb.  Sie 
geht  auch  noch  durch  den  Schnittpunkt  der  punktirten  Ellipse  und 
Hyperbel,  als  Schnittpunkt  der  Kegelflächen  B  und  C\  dieser 
Punkt  und  der  Doppelpunkt  A  sind  die  drei  Punkte ,  welche  sie 
mit  der  Ebene  A  =^  ap^  die  in  ^  von  ihr  geschsitten  wird,  ge- 
mein hat.    In  ihrer  Projection  Fig.  124  erscheint  sie  natürlich  als 
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ebene  Curve  3ter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  O;  da  sie  im  vor- 
liegenden Fall  drei  Asymptoten  hat,  so  hat  sie  nur  einen  reellen 
Infleetionspunkt ,  der  oberhalb  j4  liegt. 

Der  Figur  124  liegen  keine  Maasse  zu  Grund,  wären  be- 
stimmte Fälle  zu  behandeln,  so  mttssten  natttrlieh  zwei  Frojeotionen 
ausgeführt  werden.  Wählt  man  als  die  eine  Projectionsebene  die 
Ebene  ABC  und  als  die  andere  die  Ebene  A  ^^^^  ap^  so  werden 
die  beiden  Projectionen  zusammen  nicht  mehr  Htthe  verursachen 
als  die  einzige,  jedoch  übersichtlichere  von  Fig.  124. 

Zur  Bestätigung  des  im  Eingang  Gesagten  machen  wir  darauf 
aufmerksam,  dass  die  Ordnungscurve  des  Nullsystems  nie  als 
Gonstructionsmittel ,  sondern  als  Endresultat  von  Constructionen 
mittelst  der  involutorischen  Regelschaar  aufgetreten  ist.  Die 
Ordnungscurve  ist  demnach  nur  als  ein  Yorstellungsmittel  ent- 
sprechender Eichtuugslinien  eines  Kräftesystems  aufzufassen, 
während  die  involutorische  Regelschaar  das  Hauptdarstellungs- 
mittel des  Null-  und  Eräftesystems  ist. 

Die  Fig.  124  kann  auch  noch  dazu  dienen,  den  Inhalt  der 
Nr.  483  bis  487  von  Staudl*s  Beiträgen  zur  Anschauung  zu 
bringen. 

64.  Analytische  Zasammensetznng  der  Kräfte  im  Baam. 

Die  aoalytiflche  ZusammeoBetsnog  der  Kräfte  im  Raum  ergiebt  sich  als  eine 
eiDfache  Verallgeroeineraog  der  schon  in  Nr.  47  aufgestellten  Summen formeln ;  wir 
gelangen  zu  denselben ,  indem  wir  gerade  so  als  wie  es  Nr.  57  8.  210  angedeutet 
wurde,  vorgehen,  einen  beliebigen  Punkt 

(x'y'zl)   nnd    eine    beliebige    Ebene  Fig.  125. 

l^'n'C^)t  F>9-  135,  annehmen,  den 

Schnittpunkt  (x'y'z"  l")  der  Linie  /  V*  y^ 

mit  der  Ebene  nnd  die  Projectionsebene  Xj/V'Xl.  y^ 

(^l'Cv)  der  Linie  l  aus  dem  Punkt  \  y^     , 

bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  m  der  bei- 
den Punkte ,  und  die  Schnittlinie  n  der 
beiden  Ebenen ,  schneiden  /  in   einem 
Punkte  und  liegen  in  derselben  Ebene.      1    ^    j,      ^3^^ 
Wir  können  daher  die  in  /  wirkende     /   S7]*SV** 
Kraft  il  nach  den  Richtungen  von  m  und 


n,  in  die  beiden  Seitenkrifte  B  und  C  serlegen,  und  dann  in  tdy'itX  alle  B,  in 
i'n'lT^'*  alle  C nach  den  schon  bekannten  Regeln  summiren.  Diese  Ofieratlonen 
gestalten  sich  wie  folgt ; 
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Die  Coordinaten  des  Sehntttpunktes  x    .  .    und    der    Projecttonsebeae   |^ 
bestiimnen  sieh,  wie  In  Nr.  47  8.  178  aas  den  Gleiefaangen : 

Dureh  MaltipHeationen  mit  den  Werthen  f  und  x  bilden  wir  die  Olelehungen : 


Nun  sind 


"•« A  -  (*i-  **  -  H  *^)  «"»      «"<*     »,*   -  ^i  ^Ä  ~  h  ^g  » 


die  Liniencoordinaten  der  Linien  mn\   bezeichnet  man   ferner  noch  mit  h  die 
Constante : 


, «    '        . '/    *    .    .**   *       ^11    I         ^f,  f 


^^^ff^g-^^k^k  +  ^1  *i  +  ^A  ^A  =  f'*'  +  9"y'  +  f's'  +  I  , 

80  giebC  die  Addition  der  obigen  vier  Gleichungen : 

Es  ist  hier  zu  beachten,  dass  tnn  und  /  nicht  mehr  gleicher  Stufe  sind, 
sondern  dass  erstere  den  Factor  b  gewonnen  haben. 

Projidrt  man  die  drei  Linien  Imn  aus  irgend  einem  Punkt  x" y" z" i ,  und 
bildet  die  Oleichangen  fii'*n*' t"  der  drei  Pndectionsebenen  gerade  so  wie  wir 
Nr.  47  8. 179  die  Gleichung  l  mit  den  /,^  gebildet  haben  ,  so  enthalten  diese  die 

Werthe  m,^  n,.^  und  /,-^  bei  gleicher  Zusammensetsung  nur  im  eisten  Grad ,  es 

werden  daher  auch  diese  Gleichungen  in  der  Beziehung  stehen : 

to'"  +  n"  —  U". 

Laut  Nr.  47  B.  180  sind  die  drei  Kräfte  ABC,  weil  V'm'n'  In  einer  Ebene 
liegen,  durch  die  Gleichung : 

TK  C  A 

-7-ffl         +— Sfl  «     « 

e  «  e 

mit  einander  Torbunden,  worin  e  und  e"  gerade  so  aus  den  Coefflcienten  ni|,  rii,. 
gebildet  werden,  als  wie  e  aus  l^^  Nr.  47  8.  178. 

Diese  Gleichungen  können  aber  wegen  der  variabeln  Coordinaten  x- ',  welche 

die  Grössen  X*'  m'n"  enthalten,  nur  dann  gleichzeitig  bestehen,  wenn: 

^         0_         A_ 

Ist. 

Wir  bestimmen  Jetst  die  Mittelkraft  aller  dnreh  den  Punkt  (a;>' 2'  1)  gehenden 
Kräfte  h  naeh  Nr.  47  8.  179,  indem  wir  die  mit  dem  Normalfactor  moltipHcirten 
Olelphungen  der  Dnrehstosspunkte  der  Bichtungslinien  m  mit  der  Ebene  Ql'  ^*C\) 
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Bmamire«.  Die  Gleichung  der  Durebstoiepmikte  ist  Identiaeli  mit  der  der  /,  mid* 
tipUdrt  mit  6,  also  gleich  rh,  wenn  wir  wie  früher  Nr.  47  S.  178  die  Gleichung 

des  DorehBtoflspunktes  mit  X*  beseiehnen.   Der  Normalfaotor  ist  -r*  i  demnach  die 

Gleichung  a'  des  Durohstosspnnktes  der  Mittelkraft  mit  der  £bene  iS' n' i'  i) : 

Diese  Gleichung,  die  ▼olikommen  mit  der  anf  Nr.  47  S.  179  erhaltenen  fiber^ 
einstimmt,  ist  in  Folge  dessen,  dass  der  Factor  h  ausgefallen  ist,  gans  unabhängig 
von  den  Coordinaten  des  Punktes  (xy'z  i),  man  erhält  daher  fOr  dieselbe  Ebene 
ii'n'C  1)  auch  immer  denselben  Punkt  a  , 

Ein  ähnliches  Resultat  liefert  die  Zusammensetaung  der  in  n  wirkenden  Sei- 
tenkräfte C,  die  alle  in  der  Ebene  {t*  n"  ('  i)  Hegen.  Wir  projiciren  sie  aus  dem 
Punkte  (xy  z  1) ;  die  Gleichungen  der  Projectionsebenen  sind  gleich  den  der  /', 
multiplicirt,  wie  die  der  Richtungslinien  der  Kräfte  mit  dem  Factor  6,  den  die  n,-^ 

gewonnen  haben.  Die  Gleichung  der  Projectionsebene  der  Mittelkraft  ist  dann 
Nr.  47  S.  179  gleich 

e  e 

Auch  diese  Gleichungen  sind  unabhängig  von  den  Coordinaten  der  Ebene 
(f  v'C'i);  man  erhält  dahfr  Jederzeit  dieselbe  Projectionsebene,  in  welcher 
Ebene  auch  die  Zerlegung  der  Kräfte  vorgenommen  wurde. 

Die  Summen  a,-^ ,  Nr.  47  8. 180,  geniigen  der  Gleichung :  Oi  2  034  +  <ii  a  O43 
+  ai4as3a9t««>0.  Dies  ist  jetst  nioht  mehr  der  Fall,  well  die 
o,-^  «id  die  l^f^   nicht    mehr   dnreh  Verblnduig   der   Coordinaten    eines    und 

desselben  Punktes  oder  einer  und  derselben  Ebene  mit  denen  irgend  anderer 
Punkte  oder  Ebenen  gebildet  werden  können,  weil  eben  die  sämmtlichen  /,-^  weder 

in  einer  Ebene  liegend,  noch  durch  einen  Punkt  gehend  vorausgesetat  werden. 
Findet  aber  die  Gleichung  9t  »  0  dennoch  sufälliger  Weise  statt,  so  sind  die  a,-^ 

die  Coordinaten  einer  Linie,  durch  die  alle  Projectionsebenen  a. gehen,  In  der 
alle  Durchstosspunkte  a"  liegen ;  und  das  System  reducirt  sich  in  diesem  Fall  auf 
eine  einsige,  in  dieser  Linie  wirkende  Kraft. 

Wir  wiederholen  zum  Schluss  die  bis  Jetzt  bewiesenen  Sätze ,  welche  nun 
auch  für  den  Raum  allgemeine  Gültigkeit  haben,  und  in  denen  die  Nr.  47  S.  180 
ausgesprochenen  enthalten  sind. 

Mit  den  Coordinaten  /^-^  der  Linien,  in  welchen  die  Kräfte  A  wirken,  bilde 
man  die  Factoren : 

« — ±  YK^^  ^4«  4->48  +  2^41  '48«i  +  2/43  /41  wi  +  a^rr^T^'. 

vimn  fti  die  cos  der  Coordinatenaxwinkel  beneiohnen ,  und  wo  das  Zeichen  so  zu 

wählen  ist,  dass  (IaiS  ^  ht^  +  ^«sO  —  ^^^  Gleichung  des  unendlich  fernen 

0 

Punktes  sei,  gegen  den  hin  die  Kraft  Ä  wirkt;  und  mit  diesen  die  Summen; 
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dann    siod    die   Coordinalen    der   Ebene    (f  ^  v',„  ^^  v^) ,    welche   ans  den 

Punkt  (x'y'z'  \)  die  eine  der  beiden  Kräfte  projicirt,  auf  welche  das  Sjrstem  redu- 
cirt  werden  Icann,  wenn  die  andere  dieser  Kräfte  durch  den  Punkt  geht : 

l'm  "*  ^*l'  -—   —  «4,  af'  +  «1 4  «'  +  «3 1  » 

f »,  =»  ^f '—-  «=  aj4  «'  +  «41  y'  +  «1  j  , 

e 

ti'^  —  xti'  -—  —  a»t  x  +  Ol 3 y  +  a«i  «'  ; 

und  die  Gleiohung  der  projieirenden  Ebene  ist : 

Ferner  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  (x"  y'  z"  l"),  in  welchen  die  Ebene 
(I"  tj"  C  v')  von  der  einen  der  beiden  Kräfte  durchstossen  wird ,  wenn  die  andere 
in  der  Ebene  liegt : 

x'^  —  Sx"  —  —  +  Ol  1  V  +  «1  3  f^  +  ö|  I f  u.  8.  w. 

c 

Von  grosser  Bedeutung  ist  es,  wie  wir  in  den  nächsten  Nummern  sehen  wer- 
den, SU  seigen,  dass  die  Abhängigkeit  x '^  von  den  ^'  dieselbe  ist,  als  wie  die  der 

X  von  ^^ .     Um  diese  Identität  der  Beaiehongen  mehr  hervorsuheben ,  bringen 

wir  die  x^  in  die  folgende  Form : 

««"«  4-  «,,  I,"  H-  a,3  r  +  «14  «"  -  «t«",„  +^x"ii"  A  -0, 

« »\  + «..  r-  +  «„  r  +  «,4  •"  -  « y"„  +  z/'t."  A  „  0, 

«  +a..r  +  04»'j"  +  04»{"  =«         +JE«"     4--«- 

e 

Diese  Gleichungen  geben  für  die  a;"^  .  .  .  .,  wie  man  sich  leicht  fiberaeugt, 

die  Werthe  x'y'zl,  wenn  man  fftr  tnCv     die  obigen  Werthe  fnCv 
einsetst. 

Man  siebt  hieraus ,  dass  wenn  dieser  Zusammenhang  evident  sein  soll ,  die 
l^flCv  nicht  mehr  wUlkfirlich  gewählt  werden  dflrfen,  sondern  dass  sie  der  4.  Glei- 
chung SU  genfigen  haben,  damit  die  4.  Ordinate  u  »  i  werde. 

Wäre  eine  Ebene  gegeben  durch  die  Coordinaten  t'n* Cv\  welche  dieser 
Gleichung  nicht  genflgen,  so  mfissten  diese  Coordinaten  durch  Mnlttplioation  mit 
dem  Factor : 
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» 


traosformlrt  werden. 

Dit3  Gleichung  des  DnrchBteMpnokteB  ist: 

A 


a    BM  JTa 


^'«  ^  +  jr"-,  V  +  »'«  f  +  «. 


wenn  die  Kraft  unendlich  fern 


In  dieseo  Qleichangen  haben  die  {gnKv\  {x'y'z"  1),  V  nnd  X"  dieselbe  Bedeu- 
tung als  wie  in  Nr.  47  S.  179 ;  sie  sind  fibrigens  gerade  so  aus  der  l^^,  entstanden, 

wie  die  (r«  n„,  ^n.  v^\  (x"^  y"^  z" ^  1),  a'  «"  aus  den  a^^. 

Wird  die  Art  der  Zerlegung  nnd  dann  die  Rednction  des  Systems  anf  2  Kräfte 
vorausgesetzt,  so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  auch  wie  folgt  in  Worte 
kleiden : 

Werden  die  Coordinaten  der  Richtungslinien 
eines  Kräftesystems  mit  dem  jeweiligen  Normal- 

factor  —   oder  ^, 

und  unendlich  klein  ist,  multiplicirt  unddieGlei- 
chungen  der  Projectionsebenen  dieser  Richtungs- 
linien aus  einem  festen  Punkte  oder  ihrem  Durch- 
stosspunkte  mit  einer  festen  Ebene  gebildet,  so 
sind  die  Summen  dieser  Gleichungen  die  entspre- 
chenden Gleichungen  der  Projectionsebene  oder 
des  Durchs tossp an ktes  der  einen  der  beiden  Mittel- 
kräfte des  Systems. 

Dass  ffir  eine  unendlich  ferne  und  unendlich  kleine  Kraft  mit  dem  Momente 

9,  fOr  die  also  a, 4  as4  034  und  e  gleich  0  sind,  der  Normalfactor  gleich  -^ 
werde,  worin: 


1 

«8 

A», 

/» 

•1 

1 

»1 

hi 

«a 

»1 

1 

/s> 

U, 

/*. 

A, 

0 

ist,  wird  erst  spSter  in  Nr.  67  bewiesen  werden. 


65.  Das  Nnllsystem  und  eoojiigirte  Lüden. 


Da  die  Gleichungen ,  durch  welche  in  der  vorigen  Nummer  die  Abhftngigkelt 

der   C^  ffm  ^m  ^m  ^®"   ^®"   *  y  ^  ^    ^^    ^^   ^^  *  m  ^  w  *  «  ^  m  ^^^  ***" 
I"  ti'  C"  y"  ausgedrückt  wird ,  vom  ersten  Qrade  sind ,  so  stellt  jede  der  beiden 
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Serien  von  4  Gleichungen  ein  geometrisch  reoiprolceB  System  dar,  in  welchem 
nämlich  Jedem  Pnnkt  eine  Ebene  nnd  nmfeicehrt  entspricht.  Wir  haben  schon 
in  den  vorigen  Nnmmem  darauf  aufmerksam  gemacht ,  dass  die  beiden  Serien  von 
4  Gleichungen  eine  und  dieselbe  Abhängigkeit  ansdrueken. 

Die  Besiehnngen ,  welche  durch  diese  Gleichungen  dargestellt  werden ,  sind 
identisch  mit  denen,  weiche  die  sweite  Serie  von  Gleichungen  darstellt;  die  beiden 
Systeme  bilden  daher  nur  ein  einsiges,  aber  redprokes  System,  ein  Polar- 
system. 

MultipUeirt  man  die  Gleichungen  f  ^  n^  C^  *  m  ™*^  ^  y'  2'  1 1  ao  erhält 
man  wegen  a^j^  «-■  —  a^,- 

d.  h.  Jeder  Punkt  liegt  in  der  Ihm  entsprechenden  Ebene,  und  umgekehrt :  Das 
Polarsystem  ist  also  ein  Nullsystem. 

Besonders  wichtig  für  uns  sind  entsprechende  Linien,  in  welchen  zwei  Kräfte 
wirken,  durch  welche  das  Kräftesystem  dargestellt  werden  kann.  Wenn  wir  auf 
der  einen  sweier  entsprechenden  Kräfte  swei  Punkte  annehmen,  so  sind  die  diesen 
Punkten  entsprechenden  Ebenen  Projectionsebenen  der  andern  Kraft ;  diese  wird 
daher  durch  den  Schnitt  der  beiden  Ebenen  bestimmt. 

Der,   mit  einem  beliebigen  Factor  (i    multiplieirten    Ordinate  m,.^,    der 

Linie,  welche  die  beiden  Punkte  {x  y  z  V)  und  (x"  y"  z"  \")  mit  einander  ver- 
bindet, also: 


f*^ik 


\x  -x  1^ 


«ti  ^'  +  "1 «  ^'  +  "18  f  +  "t4 '''»  ^kJ'  +  «Äa  ^'  +  ^'as  f*  +  ^ki  ^' 

ö|l  ^+  «Ä  n"  +  «*«"+  O.«  «".  «Alf "+  "ttV"  +  «A-S^ '+  «A4«'" 


entspricht  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  {("  9'  C  v'>  und  (1"  9"  C'  ti' )»  setsen  wir 
die  Liniencoordinaten  dieses  Schnittes  gleich : 


«lA- 


worin  yhik  eine  Combination  derselben  Classe  der  vier  Zahlen  IS 34  ist,  nnd 
fGhren  die  Determinante  aus,  so  erhalten  wir: 


i"*»,*"" 


^4  +  !«ll«l3 

«Al^AS 


«•1«Ä 
«A1«A« 

Sind  in  den  Determinanten 


W4S+ 


«Il«l4 
«A1«A4 


«13  + 


«»a«.B 


«aA«A3 


Wu  + 


«Ä«i4 
«A««A4 


«91  + 


«AS«A4 


einer  oder  beide  Indexe  p  q  den  In- 


dexen  i;t  gleich,  so  redncirt  sie  sich  auf  a,.^  a^   ,  wo/?^  swei  beliebige  der  Zahlen 

123  4  sind.  Dies  ist  bei  5  der  Determinanten  der  Fall,  einmal  aber  sind  die  4  Zahlen 
ti:/'^  von  einander  vemchiedent  also  eine  Combinatien  von  1S34.    Nun  ist  aber 

«lA   ^pq   +    %   «Ap   +   «•>  «^A  —   »» 

demnach 


•P      »f 
«Aj»    «Af 


-  -  9e  +  a. 


A  °/»v» 
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nnd  wir  haben : 

Die  aas  a  und  n  symmetrisch  gebildete  Snmme  in  der  Klammer  wollen  wir  mit  dem 
Wort  Linienmoment  nnd  den  Buchstaben  S^  ^  bezeichnen ;  /u,  über  das  wir  frei 

verfügen  können,  setsen  wir  gleich  9t  und  erhalten  so  die  Bedingungsgleichnng 
zwischen  den  Coordinaten  zweier  entsprechenden  Linien : 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  der  möglichen  6  Combinationen  von  ik  mit  den 

ergänzenden  a  x,   wo  ghik  eine  Combination  derselben  Classe  der  4  Zahlen 
ff  * 

1 2  3  4  ist,  nnd  addirt  sie  alle,  so  erhSlt  man : 

S^^  ist  aber  gleich  2  9t ,  mithin  ist  S^^  »  5^^ ;  und  die  obige  Gleichung  zwischen 
denf»,-^.  nnd  n,.^  wird  ganz  symmetrisch,  n&mlich : 

Diese  Gleichung  bestStigt  die  charakteristisehe  Eigenschaft  des  Polarsjrstems,  dass 
in  demselben  alle  Linien  sich  gegenseitig  entsprechen . 

Hultiplicirt  man  diese  Gleichimg,  wie  oben  einmal  mit  den  tn  >^,  dann  mit 
den  n  ^  nnd  snmmirt  dieselben,  so  erh&lt  man : 

woraus  die  Gleichheiten  » 

folgen. 

S^^  o-  0  bivolvlrt  also  aaeh  5„„  »  0;  S^^  »  o  ist  die  Bedingung,  der 

die  m,.^  genfigen  mflseen,  nm  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  dannist<4len ;  die 
obige  allgemeine  Gleichung  giebt  also  fOr  die  n,-^  wirklich  die  Coordinaten  einer 
geraden  Linie,  wenn  fQr  die  m^.^  solche  angenommen  worden  sind.  Sind  aber 
^mm  ^''^  '^fira  S^^^^^  ^)  ^  ^^^  *°<^^  ^^  diesen  Gleichungen : 

jnn  an  iifi  am    an 

Sind  p^j^  und  9,-^  die  Coordinaten  zweier  anderen  entsprechenden  Linien,  und 
mnltiplicirt  man  die  obigen  Gleichungen  mit/>^,  und  die  Gleichungen 

mit  q  f^  nnd  snmmirt,  so  erh&lt  man 

worana  5^-  ^  ^nq  '®^** 

5..  »>  0  Ist  die  Bedingnng ,  der  die  Coordhiaten  der  Linien  m  nnd/>  in  ge- 
nfigen  haben,  wenn  sie  sieh  schneiden  sollen.    Ist  aber  S      "»0,  so  ist  anoh  S^ 
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gleich  0 ;  wenn  also  iwei  Linien  in  einem  NnllBystem  sich  schneiden,  so  schneiden 
sich  auch  die  swei  ihnen  entsprechenden. 

Leitlinien  des  Systems  sind  solche,  deren  Linienmoment  «■  0  ist, 
deren  Coordinaten  l^^  also  der  Bedingung  5^^-b  o  genügen.     Sind  T,-^  die  Coeffl- 

cienten  der  l  entsprechenden  Linie  t ,  so  folgt  aus  : 

dass  die  Biohtungslinie  von  T  mit  der  von  l  susammen fällt.     Leitlinien  des 
Systems  entsprechen  sich  also  selbst. 

Schreibt  man  in  der  oben  entwiclcelten  Gleichung  l  statt  p,  so  zeigt : 

dass  alle  Linien,  welche  Punkte  entsprechender  Linien  mit  einander  verbinden, 
Leitlinien  sind ,  denn  ist  S^ ^  und  <S^^  ■»  0 ,  so  ist  auch  S^f^O\  und  dass,  wenn 

eine  Leitlinie  von  einer  Linie  geschnitten  wird ,  sie  auch  von  der  entsprechenden 
geschnitten  wird,  denn  wenn  5^^  und  .S^^^  «s  o  ist,  so  ist  auch  S^j  «»0. 

Das  Moment  zweier,  das  System  darstellenden  und  eine  Leitlinie  schneiden- 
den Linien  ist  gleich  0  in  Bezug  auf  sie ;  demnach  ist  die  statische  Bedeutung  der 
Leitlinien  die :  dass  auch  das  Drehungsmoment  des  Kraftesystems  in  Bezug  auf  sie 
gleich  0  ist.  Sie  werden  daher  bisweilen  auch  die  Drehungsaxen  des  Systems 
genannt. 

Ferner  kann  man  schliessen ,  dass  Jede  Ebene  einen  Strahlenbuschel  von 
Leitstrahlen  enthält,  der  nämlich  ihren  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  hat,  und  umge- 
kehrt. Auch  folgt,  dass  je  zwei  Paare  entsprechender  Linien  auf  einem  Hyper- 
boloid liegen,  denn  Jede  Leitlinie  iles  Hyperboloids ,  die  drei  Jener  Linien  schnei- 
det, ist  auch  eine  Leitlinie  des  Systems  und  schneidet  daher  auch  die  vierte. 

Beschreibt  die  eine  zweier  entsprechenden  Linien  die  Kegelfläche ,  so  be- 
sehreibt die  andere  ein  projectivisches  Gebilde  auf  ihr ;  da  sich  Linien  aber  gegen- 
seitig entsprechen,  so  bildet  die  Gesammtheit  aller  entsprechenden  Linien  eine  in- 
volutorische  Begelschaar  auf  dem  Hyperboloid.  Des  spätem  Gebrauches  wegen 
wollen  wir  hier  den  analytischen  Ausdruck  für  diese  Involution  suchen. 

Es  seien  Fig.  126  a  und  b  die  Leitlinien  des  Hyperboloids  l  und  2  zwei  ent- 
sprechende Linien,  ebenso  auch  2  und  X, 

Fig.  126. 
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Wir  beieichnen  nun  mit  o,-  und  ß^  die  Gleichnngen  der  Schnittpanlcte  der 

Linie  t  mit  a  nnd  fr,  und  mit  a^  und  b^  die  ihnen  entspreelienden  Ebenen,  a^  s.  B. 

ist  die  Ebene  a  8 ,  weleiie  dem  Pankt  a  \  entspriclit,  und  so  für  alle  andern. 
Der  Verbindungslinie  der  beiden  Punlcte : 

02  »  «1  —  il 02  und  ßi==  ßi  —  ^h 

entspricht  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen : 

«2  ^"  flt  —  ^^2  ond  bi  ^=  bi  —  Xba. 

Um  das  X  entsprechende  Theilungsverhältniss  X'  dieser  Schnittlinien  sn  er- 
halten ,  haben  wir  die  Schnittpunkte  a^   und  ßx  der  Leitlinien  a  und  b  mit  den 

Ebenen  a^  und  b^  ra  suchen,  das  übrigens  för  beide  Punkte  das  gleiche  sein  mass. 

Die  Qleichung  des  ersten  dieser  Punkte  wird  sein : 

wenn  man  mit  a^^  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten  der  Ebene  b^  in 
die  Qleichung  des  Punktes  a,>  bezeichnet.     Es  ist  also  a^^  die  Constante 

Bezeichnet  man  in  gleicherweise  mit  a^jdie  Constante,  welche  durch  Substitution 
der  Coordinaten  des  Punktes  t  in  die  Qleichung  der  Ebene  k  entsteht,  so  folgt  ans 
dem  Anschreiben,  dass  a^x  "^^  ^Xk  ^^'  ^*  *^^^  ^^^  obige  Ausdruck  von  a/  ans 
den  mit  Constanten  multiplicirten  Gleichungen  der  Punkte  1  nnd  8  besteht,  so 
stellt  er  die  Gleichung  eines  Punktes  der  Verbindungslinie  derselben  dar.  —  Da 
femer  die  Substitution  der  Coordinaten  der  Ebene  5^  der  Gleichung  genügt,  weil 

«2  2  <vi  2  —  "n^ix'^  ^  i"^ »  '^  ^^  ^^  ^®'  Ausdruck  der  Dnrchstosspnnkte  der 
Linie  a  mit  der  Ebene  b^' 

Da  5^  •»  ^1  —  X  b%  ist,  so  wird  auch : 

und  ^1  2  ""*  ^1 1  """  ^  **i  2  ™*  *i  I 

sein,  weil  die  Ebenencoordinaten  nur  in  der  ersten  Potens  in  den  obigen  Aus- 
drücken vorkommen ;  ec^ ,  und  «i  2  &ber  sind  »i  0,  weil  die  Ebene  bi  durch  den 
Punkt  «2  und  die  Ebene  b^  durch  den  Paukt  a^  geht. 

Die  Gleichung  a/  >^^  ^'b<>  —  ^l^as  0^1  —  a, ,  «2  "=  0.     Vergleicht  man  sie 


mit  a/  *-  «1  —  X'tti  —  0,  so  folgt  aus  A'  »«  — 


4  1 


^«21 
^1 1  4-  attXX'  a-i  0,  oder  auch  a,  1  +  a^^XX'  «  0, 

und  dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  Ewischen  den  Theil Verhältnissen  X  und  X\ 
Aus  derselben  ersieht  man  sofort,  dass  sie  involutorische  Strahlen  be- 
zeichnet. 
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Wie  in  Nr.  68  S.  227  wollen  wir  hier  gans  kurz  den  Zosammenhang  der 
Raumcorre  dritter  Ordnung  mit  dem  Nnllsystem  zeigen.  —  Zuerst  werde  das  Null- 
System  aufgestellt,  das  durch  eine  Baumcurve  bestimmt  ist. 

Die  Raumcurre  dritter  Ordnung  sei  in  ihrer  einfachsten  Form  als  Schnitt  der 
3  Ebenen 

Ä?j  —  Aj?i  B=  0,  0:3  —  Aa?j  =s  0,  und  ^4  —  Aar«  =  0, 

bei  variabelm  X ,  gegeben. 

Wir  setzen  hier  voraus,  dass  Xi  x^  x^  x^  TessanUcoordinaten  seien ,  die  durch 
lineare  Substitutionen  aus  den  cartesischen  abgeleitet  werden  können.  Diese  Ab- 
leitungen geben  dann  sehr  complicirte  Ausdrucke ,  Determinanten  fünften  Grades, 
für  die  Constanten ,  denen  die  Kräfte  und  Momente  proportional  sind,  und  die  in 
der  nächsten  Nummer  entwickelt  werden  sollen.  Die  Bildung  dieser  Constanten 
für  Tessaralcoordinaten  hat  gar  keinen  praktischen  Zweck,  wir  werden  daher 
Tessaralcoordinaten  nur  dann  annehmen,  wenn  es  sich  um  die  Lage  der  geo- 
metrischen Elemente  handelt,  und  nicht  um  die  Grösse  der  auf  Pnnkta  wirkenden 
Kräfte  oder  in  Ebenen  wirkenden  Momente. 

IMe  Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  die  drei  Punkte  Ai  As  A3 
geht,  ist: 

^^^^1  —  (^^  +  ^^+^^)^2  +  (^1+^+^3)^3  —  ^4  =  0 
und  die  Coordinaten  dieser  Ebene  sind  durch  die  Verhältnisse : 

r, r, ^ r».___  Ji_, 

^  Aj  A3     Aj  A3  —  A3  A3  —  A3  A|     A|  -j—  A3  -^  A3     —  1 

bestimmt. 

Der  dieser  Ebene  {^i  ^t  f's  l^)  entsprechende  Punkt  ist  der  Schnittpunkt 
der  drei  Osculationsebenen  in  k^  A^  A3 ;  die  Gleichung  der  Osculationsebene  A,.  er- 

giebt  sich  ans  der  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte  Ai  As  A3  gehenden  Ebene 
dadurch,  dass  man  ^,  -a  Jl,  **  A3  «>  A,-  setzt ;  sie  ist : 

A\  «t  —  ^  A«,  «s  +  3  A,.  a^s  —  3^4  =  0. 

Suchen  wir  aus  den  drei  Gleichungen  t«»  1,  2,  3  die  Verhältnisse  der  Coordi« 
naten  des  Punktes  der  allen  drei  genügt,  d.  h.  in  den  drei  Ebenen  liegt,  so  sind 
sie  die  Coordinaten  x\  x\  x\  x\  des  gesuchten  Punktes.  Die  Auflösung  der  drei 
Gleichungen  giebt : 
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ß 


t 


%\  X%  X3  X 


3  (Ai  +  Ai  +  ^3)  Wi  ^  +  A,  A3  +  ^  A,)  3  1,  A,  A, 

Vergleicht  man  diese  Coordinateo  mit  den  des  entsprechenden  Panktes 
^i  Ts  l's  1 49  so  erhält  man  die  Abhängigkeitsgleichungen : 

a;'i  =  —  3  $'|, 

x«  —  +  8  I',  ; 

in  denen  die  Coefficienten  aller  nnansgefüllten  Stellen  gleich  0  sind. 

Vergleichen  wir  dieae  Coefficienten  mit  denen  des  Nnlleystems  Nr.  64  S.  236, 
so  sehen  wir  sofort,  dass  sie  selbst  ein  Nullsystem  darstellen,  denn  es  ist: 

flu  ""ßn""  — 012  =  0»™ 03,  =  082 -"Osi^»  — 042^033™ 034  = «43  =  O«*  =  0 

Ö14  =   —  a«  =  8    ,    0(3  <-a   032  »»    1. 

Ferner  81 «  —  3  , 

und  für  irgend  eine  Linie  m^: 

5»^^  «  —  8  m23  +  w,4. 
Die  den  Coefficienten  entsprechenden  Linien  sind  daher  durch  die  Gleichung : 

"•i*  +  "i*  ■*  (*'•«  —  V3»h«)  <»,A-  ™iPn  —  Vi«i4)  fl,t 

mit  einander  yerbnnden;  und  die  Leitlinien  haben  der  Bedingung:  /u  ""  ^ts»  >a 
genfigen. 

Mittelst  dieser  Bedingungsgleiohung  wollen  wir  aar  Probe  nachsehen ,  ob  der 
Verbindungslinie  aweier  Curvenpunkte  wirklich  der  Schnitt  der  Osculationsebene 
dieser  Punkte  entspreche. 

Setzen  wir  in  den  obigen  Gleichungen  der  Curvenpunkte  x\  x\  x\  x\y 
2i  »■  ^2  ""  ^31  80  erhalten  wir  die  Gleichung  eines  Curvenpunktes : 

f  I  f  t 

X  X  X  2  X  3  X  ^ 


l  Xi  A»,  At» 

Ebenso  sind  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  1  A2  A«'  X^^ ,  wir  erhalten 
daher  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  m^f, ,  durch  Znsammensctaiing  der  ent- 
sprechenden Colonnen  von : 

1  A,  A,«  A,» 
1  Aj  Aj>  A,» 

zu  einer  Determinante.  Nach  Streichung  des  gemeinschaftlichen  Factors  As  —  A| 
erhalten  wir  daher  die  Coordinanten  der  Verbindungslinie  m^^  der  Punkte  1  und  S 
gleich : 

«1,2  Wl3  W|4  m23  «124  WI34 


l  A,  -«.  A2       A,a  +  A,  A2  +  A2«       A,  A2        A,  A,  iXr-^Xi)         Ai*  Aj«' 

Auf  gleiche  Weise  bestimmen  wir  die  Coordinaten  der  Schnittlinie  der  beiden 
entsprechenden  Osciilationsebenen.    ]>i(*  Coordinaten  |'i  {'2  ^3  ^4  der  Oscuhitions- 
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ebene  des  Pnnktea  Xi    erhalten  wir  durch  Qleichsetsiing  der  TheilverhäUnisBe 
ilf  ilf  iU  in  den  Qleichiuigen  @,  sie  werden : 

fi  ^    i;    ^  r,       f^4 

Die  Liniencoordinaten  n,-^  der  Schnittlinie  derOscuIationsebene  Xi  X^  ergeben 
sich  daher  durch  Zosammensetinng  der  ik  ergaDsenden  Colonnen  ^A  in : 

^t»,   -  3  Ä,*,   3  Ä„   -  1 
Ät«,  —  3  V,   3  A,,   —  l 

lu  Determinanten.    Wir  lassen  den  gemeinschaftlichen  Factor  3  (^l,  —  As)  weg, 
und  erhalten : 

^11  ^8  «14  W,3  71,4  «3  4 


-1     —Aj-A,     -3A.A,     -V3(^'+^i^+ V) ,    -^iAs(A,+A,)     -Ä,*V* 

Wir  sehen  zunächst  dass  5^^  »■  5„„  >»  0  ist,  dass  also  m,y^  und  n,-^  wirk- 
lich die  Coordinaten  sweier  geraden  Linien  sind,  und  femer: 

ist.  Femer  sind  für  alle  ik,  für  welche  a,-^  »»  0  ist,  die  m,.^  und  n,-^  entgegenge- 
setzt gleich,  endlich  genügen  die  Coordinaten  von  m  und  n'fur  ik  gleich  1 4  und  2  3 
der  Gleichung: 

"^ik  +  ^ik  -  [^t  ^»  —  Vs  (A,»  +  A,  a,  +  V)]  a,-* . 

Die  m  und  n  oder  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  und  die  Schnittlinie 
der  Osculationsebenen  dieser  beiden  Punkte  sind  demnach  wirklich  entsprechende 
Linien  des  Nullsystems. 

Setzt  man  Af  ■»  il,  so  fallen  diese  beide  Linien  m  und  n  zu  einer  Tangente 
zusammen ,  in  der  That  geben  dann  sowohl  die  Gleichungen  der  m,.^  als  auch  die 

der  n,-^  als  Coordinaten  der  Tangente : 

A»  ^3  'l4  'iS  ^24  '34 


2  At  3  Ai>  Xi*  2  Xi 


3 


Diese  Tangente  ist  eine  Leitlinie  des  Systems ,  weil  sie  aus  dem  Znsammen- 
fallen zweier  entsprechender  Linien  entstanden  ist,  wirklich  ist:  2,«  -«  3  2d. 

Untersuchen  wir  noch  die  Lage  des  Punktes  der  Oscnlationsebene  und  der 
Tangente  der  Curve  |  für  die  besonderen  Werthe  Ai  «a  0  und  00  .  Für  Xi  «»  0, 
werden  die  Coordinaten  des  Curvenpunktes  »^  (x\  x.^  x\  x\)  gleich  (1  0  0  0); 
dem  Werth  Ai  «»  0  entspricht  also  als  Curvenpunkt  der  Eckpunkt  1  des  Coordi- 
natentetraeders.  Die  Coordinaten  der  Oscnlationsebene  ({'1  l's  I3  1^4)  werden 
gleich  (0001);  es  sind  dies  die  Coordinaten  der  Ebene  4,  welche  durch  die 
Ecken  12  3  des  Tetraeders  geht.  Die  Coordinaten  der  Tangente  werden  alle 
gleich  0  mit  Ausnahme  der  /js  »»  l ;  vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  Schema 
Nr.  478.177u.l79,  so  sieht  man,  dass  diese  einzige  Ordinate  die  Verbindungslinien 
der  beiden  Pnnkte  1  2  ,  oder  was  dasselbe  ist,  der  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen 
3  4  bezeichnet.    Wir  wiederholen :  durcli  ^i  «==  0  wird  als  Curvenpunkt  die  Ecke  1 
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des  Coordinatentetraeden ,  wo  die  Corve  die  Linien  1  2  berührt  und  die  Ebene 
1  S  3  oscnlirt.  Genau  in  (tleicber  Weise  findet  man ,  dass  il|  =.  qo  als  Cnrven- 
punkt ,  die  Tetraederecke  4  bezeichnet ,  wo  die  Curve  die  Linie  4  3  berfihrt ,  und 
die  Ebene  4  8  2  oseulirt.  Der  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte  1  4  entspricht 
der  Schnitt  der  beiden  Osculationsebenen  1  9  3  und  4  8  2  oder  die  Linie  2  3 ;  1  4 
und  2  3  sind  also  entsprechende  Richtungslinien  eines  Kraftepaares.  Die  beiden 
Tetraederkanten  1  3  und  2  4 ,  von  denen  bis  Jetzt  noch  nicht  die  Rede  war,  sind 
Leitlinien  des  Systems. 

Durch  ein  Nullsystem  und  eine  es  darstellende  Curve  dritter  Ordnung ,  ist 
das  Coordinatentetraeder  noch  nicht  bestimmt ,  sondern  es  können  deren  unendlich 
viele  angenommen  werden.  Umgekehrt,  durch  das  Tetraeder  ist  weder  das  Nnll- 
system  noch  eine  es  darstellende  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt ;  denn  statiseh 
kann  man  noch  das  Verhältniss  der  in  den  Kanten  13,24  wirkenden  Kräfte 
variiren  lassen ,  es  ist  also  noch  eine  einfach  unendliche  Zahl  Nullsysteme  bei  dem- 
selben Tetraeder  möglich ;  analytisch  ändern  sich  die  Nullsysteme  und  die  Cnrven 
dritter  Ordnung  durch  MultipHcation  der  Ebenen  (a?o  a^i  ^i  ^s)  mit  Constanten ;  und 
graphisch  ist  die  Curve  dritter  Ordnung  noch  nicht  bestimmt  durch  zwei  Punkte 
mit  den  Osculationsebenen  und  Tangenten  daselbst ,  sondern  es  kann  noch  ein  wei- 
terer Punkt  gewählt  werden  durch  den  die  Curve  gehen  soll. 

Zum  Schluss  haben  wir  noch  zu  zeigen ,  wie  mittelst  eines  Nnllsystems  ehie 
Curve  dritter  Ordnung  bestimmt  werden  kann.  Offenbar  erhalten  wir' eine  solche, 
indem  wir  das  Nullsystem  linear  so  transformiren ,  dass  von  der  Determinante  9t^ 
nur  die  aufsteigende  Diagonale  übrig  bleibt,  also  in  die  Form  von  S.  236  bringen. 
Es  seien : 

ßii  *'i  +  ßi2  'i  +  A3  ^'3  +  fiii  ^'4  =  ^ 

die  auf  die  Normal  form  gebrachten  Gleichungen  der  Ebenen  des  neuen  Coordinaten- 
tetraeders.     Wären  ß  beliebige  proportionale  Ebenencoordinaten ,  so  müssten  sie 

mit  -^-mnltiplicirt  werden ,  um  Coordinaten  der  Normalform  zu  bezeichnen ,  worin 
to  der  Sinus  des  körperlichen  Ecks  und  £>  «  —      l      ^9  ^2  flu     ist. 

«3  »      *^i  ßii 

«"S*"!     *     ßiS 
ßiX  ßi%  As  ® 

Da  wir  uns  aber  in  dieser  Nummer  nur  mit  der  Lage  cenjugirter  Elemente  be- 
schäftigen, so  dürfen  wir  diese  Coefflcienten  weglassen  und  setzen : 

^'1  =  ^1  *1  +  hi  ^i  +  *3i  *3  +  ^41  ^4  » 

und  die  1;  =  ß^ ,  f  1  +  ß^i  l^  +  /»3,  ^8  +  ßu  ^4  . 

wo  die  Substitutionselemente  ß^j^  und  6^-^  adjungirt  sind. 

Wir  substituiren  nun  diese  Werthe  in  die  eine  der  allgemeinen  Gleichungen 
des  Nullsystems : 

^'i  -  «,1  ^'1  +  «12  ^'«  +  «.3  ^3  +  «14  ^'4  • 
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Seilt  man :  c,^.  =  a.^  ß^^  +  a.g  /J^g  +  a, 3  /J^s  +  «.4  /»A4» 

so  ist  das  Resultat  der  Substitution : 

Multiplioirt  man  jetst  jede  dieser  Qleichungen  i  =»  i  bis  4  mit  ß^.^  und  addirt 
dieselben ,  so  erhält  man  mit  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  z^.^  der 
Substitutionsdeterminante :     B  =  ß^.^  b^.^  H-  ßff2^k2  +  ^As  *A3  +  ^A-4  ^A-4 

*A  ™  'jH  ^1   +  ^k2  ^2  +  'a3  ^8  +  'a-4  ^4  » 

worin : 

+  ^23  (/'a2  fiid  ~"  ^A3  i'ia)  +  ^24  ^^2  Pu  ""  /^A4  ßii^  +  ^34  O'as  PiA~ ^k^  ^ii), 

ist.     Aus  dieser  Form  sieht  man  sofort,  dass : 

Ui  =•  0  und  t,f^ /^,. 

ist ;  das  System  ist  daher  auch  nach  der  Coordinatenverwandlung  noch  ein  reci- 
prokes ,  denn  durch  diese  Verwandlung  konnte  ja  die  Natur  der  Reciprocität  nicht 
verändert  werden.  Ferner  sind  die  eingeklammerten  Unterdeterminanten  von  ß 
nichts  anderes  als  die  Liniencoordinaten  der  Schnittlinie  der  Ebenen  tib,  oder  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  gh. 

Die  Elemente  /,-^.  des  verwandelten  Nullsystems  sind,   mit 

Berücksichtigung  des  Sinnes,  die  Linienmomente  S^itak)  ^^^ 
Kante  ik  des  neuen  Coordinatentetraeders. 

Die  Determinante  7' der  Elemente  t  ist  gleich  RB^  oder: 


r= 


^1  2  ^13  ^14 

h\  ^23  ^2  4 

^3  I    ^3  a  ^3  4 

^4  1    ^4»  '4  3 


Ol  2  Ol  3    ßl  4 

Oai  ^23    ^4 
«31    «3  2  <*3  4 

«4  1    «4  2  Ö43 


ß\\    ß\%    As    ß\A 
ßt\    ß'2i   ßiZ    ßli 

ft I  A 2  A3  A4 
Ai  A2  A3  A* 


Das  letztere  geht  aus  der  Art  der  Substitution  hervor. 

Jetzt  können  wir  leicht  die  Bedingung  finden,  die  erfüllt  werden  muss,  damit 
t^f.  «>  ^a(aA)^^^  ^^^>  ^^^  ^^'  ^^  ^'  ^^^  muss  die  Kante  ^A  des  Coor- 
dinatentetraeders eine  Leitlinie  sein. 

Soll  demnach  die  Coordinatenverwandlung  derart  sein ,  dass  von  der  Deter- 
minante T  nur  die  aufsteigende  Reihe  '14  ^3  übrig  bleibe,  so  müssen  die  Tetraeder- 
kanten 12  13  2  4  3  4  Leitlinien  sein.  1  4  und  2  3  sind  dann  entsprechende  Linien, 
was  mit  dem  schon  auf  S.  245  gefundenen  Resultat  vollkommen  im  Einklang  steht. 
Man  gelangt  also  zur  einfachen  Form  des  Nullsystems ,  indem  man  je  zwei  Eck- 
punkte des  Coordinatentetraeders  auf  zwei  conjugirten  Linien  annimmt. 

Durch  Annahme  dieser  vier  Eckpunkte  ist  aber  das  Nullsystem  noch  nicht 
bestimmt.  Denn  man  kann  es  dadurch  ändern,  dass  man  die  Coordinaten  der 
Kanten  mit  beliebigen  Factoren  multiplicirt.  Damit  aber  das  verwandelte  System 
mit  dem  ursprünglichen  congruent  sei ,  müssen  die  Kantencoordinaten ,  durch  Ver- 
bindung der  a,-^,  mit  dem  auf  die  Normalform  reducirten  A  entstanden  sein. 
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Nachdem  wir  die  Lage  zweier  eonjugirter  Linien,  in  denen  Kräfte  wirken, 
und  durch  welche  das  Kräftesystem  dargestellt  werden  kann,  stodirt  haben ,  bleibt 
noch  die  Grösse  dieser  Kräfte  zu  bestimmen. 

£8  seien  die  in  den  eonjugirten  Linien  m  und  n  wirkenden  Kräfte  gleich 
M  und  N,    Die  Normalfactoren  m  und  n ,  welche  aus  den  m,-^  und  n,-^  gerade  so 

gebildet  werden,  wie  die  e  Nr.  64  S.  285  aus  den  /,  dann  ist,  weil  die  Summe  der 
beiden  Kräfte  gleich  der  des  ganzen  Systems  sein  soll,  für  Jedes  ik 


m 


M 


N 


ik 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  S.  ^9 

so  sieht  man ,  dass  bei  Veränderlichkeit  der  m,-^  und  n^^ ,  sie  nur  dann  bestehen 
können,  wenn 

M        N  fit  9t 


m 


n 


am  an 

ist.  Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  also  leicht ,  wenn  die  Coordinaten  der  Rich- 
tungslinie  einer  Kraft  gegeben  oder  angenommen  sind ,  die  Kraft  selbst  berechnet 
werden. 

Ffir  Leitlinien  ist  5^^  »  0,  daher  die  in  ihr  wirkende  Kraft  unendlich  gross. 

Noch  auf  einem  andern  Weg  können  wir  zu  demselben  Resultat  gelangen ,  indem 
wir  den  Cubikinbalt  CE  des  Tetraeders  bestimmen ,  das  durch  Verbindung  der  End- 
punkte der  in  irgend  einem  Maassstab  auf  ihren  Richtungslinien  aufgetragenen 
Kräfte  entsteht.    £s  seien  x^  y^  z^\  ^  t  =  l  2  3  4  die  Coordinaten  der  Eckpunkte 

dieses  Tetraeders ,  o)  der  Sinus  des  körperlichen  Coordinatenecksi  dann  ist 
der  sechsfache  Cobikinhalt  gleich : 


6(S« 


Xi  y,  z,  1 

Xi  ya  «2  1 
x^  y^  23  1 

«4  y%  «*  1 


Ol    = 


l 


(0  . 


xi  yi  2| 

Xa  — a;i,  y^  —  yn  22  —  Zi, 

X3  yz  «3  1 

X\  —  x%*  Va  —  ys»  *4  —  *a» 

Liegen  nun  die  Punkte  1  2  auf  der  Kraft  M  und  die  Punkte  3  4  auf  der  Kraft 
Ny  SO  muss 

Xi  —  xx         y^  —  yx  2t  —  2i         ^^ 


m 


und 


H 


»»4  2  »*4  3  m 

N 


n 


sein.     Substituirt  man  die  hieraus  abgeleiteten  Wert  he  der  Coordinatendifferenzen 
in  die  Inhaltsgleichung,  und  bemerkt,  dass  die  aus  den  Colonnen  ik  der  Elemente : 


U6 
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^3    Vi    ^      1 

»14    «14   «31 


Xi     ifi     Zi      1     und 
m,  4  111314  »1,4 
gebildeten  UnterdeterminaDten  gieich  m^j^  und  n,.^  sind,  so  folgt : 

M         iV 


M 

m 


iV 


fi 


ist  aber  gleich 


6S» 
9i» 


m 


n 


5        OJ 


s* 

^«1« 


'^«1 


und  5„„  laut  Nr.  65  S.  239  gleich  — ^-  '■ 


demnach  ist : 


6  (5  =  9e  Ol'. 

Die  Con staute  9t  desNullsystems  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
des  körperlichen  Ecks,  ist  dem  sechsfachen  Inhalt  des  durch 
dieEckpunkte  zweier  conjugirter  Kräfte  gebildeten  Tetraeders 
gleich. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  beiden  Kräfte  mit  einander  bilden,  mit 
i  und  ihre  senkrechte  Entfernung  mit  A,  so  ist  auch 

6  (S  — 9ia>'  — AA/iV^sind*. 

Bezeichnet  man  femer  mit  9{  das  Moment  der  Kraft  N  in  Bezug  auf  einen 
Endpunkt  von  Af,  und  mit  fi  den  Winkel,  den  M  mit  der  Ebene  dieses 
Momentes  bildet,  so  erhält  man  noch  den  weitem  Ausdruck  für  den  Inhalt  dieses 
Tetraeders : 

6  (S  «  M  92  «in  ^  =  9{  Ol'. 

Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  die  eine  der  beiden  Kräfte  eine  unendlich  ferne 
ist  und  zeigt,  dass  dann  an  die  Stelle  der  Tetraederbasis  einfach  die  halbe 
Momentenflache  tritt. 

Fallen  die  beiden  coi^ugirten  Kräfte  M  und  N  zu  einer  Leitlinie  zusammen, 
so  wird  sowohl  h  als  auch  d  gleich  0 ,  daher  müssen  beide  Kräfte  unendlich  gross 
werden,  damit  das  Product  noch  endlich  bleiben  könne;  also  ist  die  in  der  Leit- 
linie wirkende  Kraft  als  zwei  zusammenfallende  unendlich  grosse  Kräfte  aufzu- 
fassen. In  umgekehrtem  Sinne  kann  nur  h  unendlich  gross  werden ,  denn  es  ist 
immer  sin  (f  <C  1 ;  dennoch  kann  nur  eine  der  beiden  Kräfte  M  oder  N  unendlich 
klein  und  fern  angenommen  werden. 

Würden  beide  Kräfte  unendlich  klein  und  fern  angenommen  werden,  so 
würde  dt  gleich  0  werden ,  und  das  System  müsste  sich  auf  eine  einzige ,  unendlich 
ferne  Kraft  reduciren ,  zu  der  sich  die  beiden ,  in  der  unendlich  fernen  Ebene  wir- 
kenden Kräfte  zusammensetzen  lassen. 

Hier,  wo  wir  uns  mit  der  Intensität  der  Kräfte  beschäftigen,  wollen  wir  auch 
noch  die  aus  Nr.  60  S.  215  bekannte  Bedeutung  der  Hauptgleichungen  Nr.  65 
S.  236  nachweisen.  Vom  Dnrchstosspunkt  (x"  y"  z")  Fig.  125  S.  233  aus  denken 
wir  uns  die  Kraft  A  aufgetragen ,  die  Coordinaten  des  Endpunktes  werden  dann 

sein. 

Substituiren  wir  diese  in  die  Gleichung  der  Ebene  (|'  rf'  C  v)  die,  als 
durch  den  Funkt  {x"  y"  z")  gehend,  in  folgende  Form  gebracht  werden  kann : 
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I"  («  —  x")  4.  fl"  (y  —  y ')  4.  f"  (z  —  2")  B.  0, 
80  iHt  das  Besnltat  der  Sabstitotion : 


die  in  irgend  einer,  aber  für  alle  Kräfte  gleichen  Richtung,  gemessene  Erhebung 
der  Kraft  A  über  der  Ebene  (|"  17''  ("  v") ;  man^  müsste  diesen  Ausdruck  noch  mit 


0) 


dem  Normalfactor  -=7  mnltipliciren,  um  die  senkrechte  Erhebung  zu  erhalten. 
Das  aus  der  vierten  Gleichung  Nr.  65  S.  237  bestimmte 

A 

ist  daher  eine  Grösse,  die  der  Summe  der  so  gemessenen  Erhebungen  aller  Kräfte 
über  die  Ebene  (|"  >/"  (")  gleich  ist.     Aus  demselben  Grund  ist 

^  e 

das  statische  Moment  der  mit  diesen  Erhebungen  moltiplicirten  Durchstosspunkte, 
und  c^  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  derselben :  (x'^  yj,  2^  1 )  sind  demnach  die 

Coordinaten  dieses  Schwerpunktes. 

Das  eben  Bewiesene  gilt  natürlich  auch  dann,  wenn  nur  swei  Kräfte  vorban- 
den sind,  also  auch  von  den  swei  das  System  darstellenden  Kräften  Mund  N: 

Der  Nullpunkt  Jeder  Ebene  liegt  auf  der  Verbindungslinie 
der  Schnittpunkte  mit  m  und  n  so,  dass  seine  Entfernungen  von 
denselben  sich  umgekehrt  wie  die  Erhebungen  der  Kräfte  M 
und  N  über  der  Ebene  verhalten. 

Wir  gehen  sum  Reciproken,  zur  Zusammensetzung  der  Momente  über.  Be- 
zeichnen, wie  oben  S.  284  {'  bs  l.j^  Xj^  "^  ^uh  ^ x  ^  ^hi  ^ k  ^^^  ^^^  ^^^^^  Linie 
zur  andern  variabeln  Coordinaten  der  Ebene,  welche  aus  dem  festen  Punkt 
{x  y  z   1)    die    Linie    /   projicirt,    oii  a>s  m^    die    Cosinus    der    Axen     und 

£s  ».  _      1    flia  oia  r 

Vti     1     Oll    fl 

«s  «H    1    C' 

einen  Factor,  den  wir  den  Normalfactor  für  die  Momente  nennen  wollen ,  siehe 

E 

Nr.  64   S.  237,   so  ist:  —  der  Perpendikel    vom    Punkt  {x  y  z  1)  auf  die 

Linie  / ,  und : 

«-— ^ 

e 

das  Moment  der  Kraft  yl  in  Bezug  auf  den  Punkt  {x  y  z  1).     Substituiren  wir 

A  A 

nun  in  die  Gleichungen  f'    •  —  Zf'..  —  von  Nr.  64  S.  236  für  —  den  gleichen 

Werth  -^r»  «0  erhalten  wir  als  Coordinaten  der  die  Mittelkraft  projicirenden 
Ebene  auch : 
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Diese  GleichuDgen  sind  von  der  Grösse  der  Kraft  und  den  Coordinaten  ihrer  Rieh- 
tangslinie  ganz  unabhängig,  and  enthalten  nur  das  Moment  der  einzelnen  Kräfte 
und  die  Coordinate  der  Ebene,  in  der  es  wirkt. 

Denken  wir  uns  die  Kräfte  reducirt  auf  eine  Kraft  N,  die  durch  den  Punkt 
3c'  y'  z  1  geht,  und  auf  eine  andere  beliebige  3/,  so  reducirt  sich  die  Summe  der 
Momente  auf  das  dieser  letzteren,  und  man  hat  auch: 

*  m 

Also:  multiplicirt  man  die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche 
die  Kräfte  aus  einem  Punkt  projiciren,  mit  den  durch  ihren 
Normalfactor  dividirten  Momenten,  so  sind  die  Summen  die 
Coordinaten  der  Ebene,  welche  aus  dem  angenommenen  Punkt 
die  nicht  durch  ihn  gehende  Mittelkraft  projiciren.  Ihr  Mo- 
ment ist  der  mit  diesen  Coordinaten  gebildete  Normalfactor. 

Bei  der  Bestimmung  dieses  ^  ist  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Coordinaten 
t  n  (^  V  \ü  E  der  Bedingungsgleichnng 

von  Nr.  67  S.  236  genfigen ;  findet  dies  nicht  statt,  so  hat  man  dem  dort  Gesagten 
entsprechend,  Jedes  | ,  also  auch  E  mit  dem  Factor  —  9t :  (04 1 1'  +  ^«a?  +  O43 O 
zu  multipliciren.  Bezeichnen  also  ^  v{  ^  v  beliebige  Coordinaten  einer  Ebene,  so 
ist  das  Quadrat  des  in  ihr  wirkenden  Momentes  in  Bezug  auf  ihren  Null- 
punkt gleich : 


a««« 


l      IÜ3  CÜ2  I' 

W3    l  a>i  ff 

(02  (Ol  \  C" 

r  >i  c  0 


\  04  1  I'    +    04  2'?'   +   «13  C  /    * 


Die  Erhebung  der  andern  Kraft  N  fiber  diese  Ebene  oder  N  sin  y  ergiebt 
sich  jetzt  aus  der  Gleichung  Seite  248 : 


(O 


Nsin  y  =  (041!'  +  a^a^/  +  0430  ^^^  =  ^a  »*"  ^4i^ > 

wenn  wir  mit  y  und  a^  ^  ^  die  Winkel  bezeichnen ,  den  die  Linie  n  und  eine  nach 

dem  unendlich  fernen  Punkt  a^i  049  0^3  0  gerichtete  Linie  mit  der  Ebene  ? »{  C  ^* 
bildet. 

In  Nr.  64  haben  wir  entsprechende  Punkte  und  Ebenen  bestimmt ,  allein  die 
Grösse  der  durch  den  Punkt  gehenden  und  in  der  Ebene  wirkenden  Kraft  un- 
bestimmt gelassen.  Jetzt  sind  wir  im  Stande,  leichter  als  es  dort  hätte  geschehen 
können,  auch  diese  Grössen  zu  bestimmen. 

Es  wird  bei  der  dort  Fig.  125  S.  233  angenommenen  Bezeichnung  voraus- 
gesetzt ,  dass  die  Coordinaten  f ' . . .  der  angenommenen  Ebene  der  Bedingungs- 
gleichung 8.  236:  Ä  +  O41I  -h  «12'?  +  «43^  =  0  entspricht,  und  dass  dann 
die  1" . . .  und  die  x" , . .  aus  Jenen  Gleichungen  bestimmt  worden  seien. 

Substituirt  man  diedc  Werthe  in : 
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^ik  = 


XX' 

I       I 

'k  ^  k 


9t    und  n,^  — 


^  9  ^  a 


80  erhält  man : 

Vergleicht  man  diese  Summe  mit:  (r/i,-^.  +  «,it)^  «■  ^ik^am*  ^  '^^^K': 


»I 


f) 


b. 


m««  — 


■i^» 


9t  » 

Zur  Besümmnog  von  M  und  N  fehlen  jetzt  nur  noch  die  beiden  Normal- 
factoren  m  und  n.     Setzt  man  im  Ausdruck  für  m.^  i'  »  4 ,  so  wird : 

^ik  "-  "».4  —  (*'.  -  « ".)  *  ="  **','  +  ö.i  ^ '  +  fl|2  «? "  +  öis  ^ '  +  «14  «» "; 
und  der  Normalfactor  m  kann  in  die  folgende  Form  gebracht  werden. 

1|  I     «1  J    «I  3  I    31  X '+  a,  2  I"  +  0|  3  ^      +  Ol  4  w 
«41     «3a     i33»    Ä  2'    +  Og,  {"  +  asi  ^"  +  0,4  V 

Uli  4  ms  4  m,  4     0 

worin  1^,-,  ai,y^  die  Coefflcienten  der  an  der  durch  die  Indexe  bezeichneten  Stelle 
btehenden  Blemente  des  Sinus  des  körperlichen  Eckes  sind,    n  erhält  man  aus : 

«*  ■»       I    wa  »j  ^'f  «34  y'  +  O41 «'  +  fla3    • 

01^    l    Oll  9i" ,  04,  x'  +  Ol  4  z  4-  03 1  , 

«a  wi    1   C",  af««'+«4iy'  +012 

I     17     i      0  ,    0 

I    j?    C    0,  0  I 

In  beiden  Ausdrücken  ist  die  letzte  Zeile  gleich  der  letzten  Colonne. 

Wie  in  Nr.  60  S.  218  tragen  wir  nun  von  irgend  einem  Punkt,  z.  B.  vom 
Ursprung  der  Goordinaten  Kräfte  auf,  die  den  Momenten  %  proportional  sind  und 
die  senkrecht  auf  der  Ebene  ({'  9'  C'  v)  stehen.  Dann  sind  die  Goordinaten  eines 
Punktes  ihrer  Richtungslinie  gleich : 

o—  lll  ^'  +  «it»?'  +  »IjC, 
>  — «ai  I'  +    ^iiV  +  Waaf, 
c  «>  o>3i  ^'  +  0122  «7'  +   I33  ff 
worin  o»^-^  die  Unterdeterminanten  im  Sinus  des  körperlichen  Eckes  (o\  also  in : 

fti's  =       1    ufj  (Uj 

(»3     1     lOi 
lllt   <tf  1      1 

sind,  und  der  Normalfactor  der  abct  ist  gleich : 


e=>  Y^a^  4.  6^  4.  c>  -f  26CC111  +  ScaoAj  4-  2a6o»j 


10  . 


JSX'^ 

1 

Ol 

X. 

2  y  — 

Ol 

y. 

f 

0) 

JSZ^ 

0) 

z. 
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Zur  Bestiromunsr  der  8eitenkräfte  des  Momentes  9  nach  der  Richtung  der  drei 
Coordinatenazen  haben  wir : 

a  b  c  e  E(a  ' 

Summiren  wir  schliesslich  alle  einselnen  Kräfte ,  so  erhalten  wir  nach  Sub- 
stitution der  obigen  Werthe  von  ahci 

■  '•'«»  ^m  ■*"   ^>«  *?/«  "^  •'aa  ^m  » 
•  0*3  1  ?,n  "^  •»>  ^/«  "^     *3  3  ^»«  • 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  wenn,  die  so  auf  Sonic- 
rechten  su  den  projicirenden  Ebenen  aufgetragenen  Kräfte 
Bumniirt,  d.  h.  wie  Kräfte  im  Strahlenbundel  zusammengesetzt 
werden,  dann  auch  dieHittellcraft  S  auf  der  Ebene  (|^  tj^  (^^  v„) 

senkrecht  stehn.     Als  Grosse  der  Mittellcraft  erhält  man : 

ü>'  5  =  cü'  yx*  +  l*»  +  Z«  +  gyZoi,  -f  2ZXtOi  +  2Xyai3  —  mE^  , 

also:  5«£,„=-iW, 

und  die  Mittelkraft  ist  gleich  dem  Moment  der  nicht  durch 
ix' y  z  1)  gehenden  Kraft  M, 

Hinsichtlich  der  Richtung  der  Kraft  S  in  ihrem  Perpendikel,  und  des  damit 

I 
zusammenhängenden  Zeichens  der  -77 ,  von  dem  wir  noch  nicht  gesprochen  haben, 

ist  zu  bemerken,  dass  die  5 auf  der  Seite  der  entsprechenden  Ebene  stehen  mfissen, 
anf  welcher  das  Moment  9[  in  einem  bestimmten  constanten  Sinn  um  sie  dreht. 
Verrückt  man  dann  die  Ebene  des  Momentes  parallel  mit  sich  selbst  nach  der  Rich- 
tung von  5,  so  zeigt  der  Sinn  dieser  Bewegung  auf  Jeder  der  Coordinatenazen  das 

Zeichen  von  -=->  -4r  und  -=-  an. 

Hier  am  Schlnss  der  allgemeinen  Entwickelangen  erlauben  wir  ane  noch 
einige  Bemerkungen  über  das  gewählte  Coordinatensystem.  Die  Wahl  schief- 
winkeliger  Azen  hat  sich  durch  das  Vorangehende  sicher  gerechtfertigt;  keine 
Formel  ist  dadurch  complicirter  geworden ,  indem  die  Functionen  der  Azenwinkel 
nie  aus  den  Rahmen  der  Normalfactoren ,  zu  denen  wir  auch  noch  den  Sinus  des 
körperlichen  Ecks  rechnen,  herausgetreten  sind.  Stellt  man  sich  aber  die  Frage, 
ob  dies  für  Tessaralcoordinaten  ebenfalls  noch  der  Fall  wäre,  so  muss  diese  Frage 
unbedingt  bejaht  werden.  Allein  wie  wir  schon  am  Anfang  der  vorigen  Nummer 
bemerkt  haben ,  werden  alle  Normal factoren  viel  complicirter.  Die  Addition  der 
Kräfte  beruht  darauf,  dass  durch  den  Endpunkt  eines  Kräftezugs  eine  Parallele 
zu  einer  gegebenen  Kraft  geführt  wurde ;  um  dies  auch  mit  Tessaralcoordinaten 
aaszuführen,  müssten  in  alle  Formeln  die  Coordinaten  der  Jeweiligen  unendlich 
fernen  Ebene ,  welche  Jetzt  nicht  mehr  0  0  01  sind,  eingeführt  werden ,  und  alle 
Normalfactoren  würden  viel  mehr  Glieder  enthalten,  und  wir  glauben  uns  hier  der 
Entwickelung  derselben  enthalten  zu  dürfen.  In  der  vorigen  Nummer  haben  wir 
aber  gezeigt,  dass  in  allen  Fallen ,  wo  es  sich  nur  um  die  Lage  conjugirter  Kräfte 
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und  Elemente  handelte ,  mns  dem  einen  System  ohne  Weiteres  in  das  andere  über- 
gegangen werden  kann.  Die  allgemeinen  fiblichen  Rednctlonen  eines  Systems  auf 
eine  Kraft  und  auf  ein  Moment  ergeben  sieb  als  Vereinfachungen  dadurch ,  dass 
man  auch  mit  der  Ebene  (|"  fi"  ('  I)  in  das  Unendliche  rückt.  Dieser  Fall  soll  in 
der  nächsten  Nnmmer  behandelt  werden. 


68.  Zusammensetzang  der  Kräfte  im  ßanm  mit  Hfllfe  der 

nnendlich  fernen  Ebene. 

Wählt  man  zur  Zerlegung  der  einzelnen  Kräfte ,  wie  in  den 
vorigen  Nummern ,  einen  Punkt  in  der  Endlichkeit ,  dagegen  als 
Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene ,  bo  erhält  man  als  Seitenkräfte 
irgend  einer  zu  zerlegenden  Kraft,  laut  Nr.  52  S.  191,  die  parallel 
mit  sich  selbst  nach  dem  Punkt  verschobene  Kraft  in  ihrer  ganzen 
Grösse  und  ein  Moment,  das  gleich  ist  dem  Moment  der  Kraft  in 
Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt.  Die  Bestimmung  der  Mittel- 
kraft, die  durch  den  Punkt  geht,  ist  nun  nichts  anderes  als  die 
Zusammensetzung  der  vorhandenen  Kräfte,  so,  als  ob  sie  auf  einen 
Punkt  wirkten.  Diese  Mittelkraft  sei  Jf ,  sie  kann  sich  in  ihrer 
Richtung  und  Grösse  nicht  ändern,  wo  auch  der  Punkt  in  der  End- 
lichkeit angenommen  werden  mag,  sie  geht  also  dem  Nr.  60  S.  216 
Bewiesenen  entsprechend  immer  durch  denselben  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Ebene,  und  dem  Satz,  dass  die  Erhebung  der  Kraft, 
die  durch  den  Punkt  geht ,  über  die  gewählte  Ebene  unabhängig 
von  der  Wahl  des  Punktes  sei,  entspricht  die  Un Veränderlichkeit 
der  Intensität  von  Jf,  weil  angenommen  werden  darf,  die  oo  ferne 
Ebene  senkrecht  stehe  auf  allen  Strahlen  eines  Bündels. 

An  der  Bestimmung  der  dem  gewählten  Punkt  entsprechen- 
den Ebene,  in  deren  Schnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  die 
unendlich  ferne  Kraft  wirkt,  ändert  sich  nichts.  Wie  in  Nr.  60 
S.  219  werden  die  Momente  zusammengesetzt,  und  das  erhaltene 
Mittelmoment  92  ist  das  Maass  der  oo  fernen  Kraft. 

Vergleicht  man  die  hier  angedeuteten  Operationen  mit  denen, 
weiche  die  allgemeine  Zerlegung  von  Nr.  60  S.  215  erfordert,  so 
sieht  man,  dass  gerade  die  Zerlegung  der  Kraft  y^,  Fig.  122  S.  217, 
in  die  zwei  Seitenkräfte  B  und  C  erspart  wird ;  denn  die  Seiten- 
kraft jS,  die  durch  den  gewählten  Punkt  geht,  ist  gleich  A  und  zur 
Bestimmung  der  Ebene  R  sind  Überdies  die  Momente  unentbehr- 
lich. —  Da  nun  auch  entsprechende  Linien ,  Punkte  und  Ebenen 
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leichter  zu  bestimmen  sind,  wenn  eine  endliehe  Kraft  M  und  eine 
unendlich  ferne  Kraft  SSI  gegeben  ist,  als  wenn  zwei  endliche 
Kräfte  M  und  N  gegeben  wären,  so  werden  die  Kräfte  im  Raum 
ausschliesslich  mittelst  der .  unendlich  fernen  Ebene  zusammen- 
gesetzt. Wie  das  praktisch  auszuftlhren  sei ,  soll  in  einer  der  fol- 
genden Nummern  gezeigt  werden;  vorerst  wollen  wir  aber  hier 
noch  untersußhen ,  wie  sich  die  projectivischen  Eigenschaften  in 
diesem  Fall  gestalten. 

Es  sei  durch  Zerlegung  der  Kräfte  nach  Richtungen,  die  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  andere,  die  in  einer  unendlich  fernen 
Ebene  liegen,  dann  durch  Wiederzusammensetzung  derselben  das 
System  auf  die  endliche  Kraft  Jf ,  Fig.  127,  und  die  unendlich 

Fig.  127. 


ferne  Kraft  91  reducirt,  dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung 
der  dem  Punkt  x  entsprechenden  Ebene. 

Es  sei  die  Ebene  91  des  punktirten  Kreises  die  Projections- 
ebene  der  unendlich  fernen  Kraft  91 ,  dann  ist  die  Verbindungs- 
linie /  des  Punktes  k  mit  dem  Durchstosspunkt  der  Kraft  U  eine 
Leitlinie  des  Systems ,  die  demnach  ganz  in  der  gesuchten  Ebene 
liegt;  um  diese  zu  erhalten,  haben  wir  nichts  mehr  weiter  zu  thun, 
als  wie  die  beiden  Momente  SSi  und  xi#,  von  ihrer  Schnittlinie  / 
ausgehend,  zusammenzusetzen.  Wir  reduciren  beide  Momente  auf 
die  als  Basis  angenommene  Entfernung  /|  des  Punktes  x  vom 
Durchstosspunkt  AI  91;  tragen  wir  von  diesem  Punkt  aus  J#auf 
seine  Richtungslinie  auf,  so  ist  (siebe  die  Figur)  der  Perpendikel 
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H  vom  Endpunkt  M  auf  /i  die  dieses  Moment  darstellende  Linie. 
Auf  ir^nd  eine  den  Angaben  von  91  entsprechende  Weise  redu- 
dren  wir  auch  dieses  Moment  auf  die  Basis  /i »  so  dass  man '  hat : 
A  Af  »»  %  dann  stellt  R^  das  Moment  SSI  dar.  Wir  setzen  es  mit 
H  zusammen ,  indem  wir  es  vom  Endpunkt  von  H  und  M  aus  in 
der  Parallelebene  91'  zu  92  senkrecht  auf  /|  auftragen ;  die  gesuchte 
Ebene  QQ  geht  dann  durch  den  Endpunkt  R^.  Bestimmt  man 
den  Schnitt  dieser  Ebene  iß  iß'  mit  SS(y  so  wird  dieser  mit  4  parallel 
laufen,  weil  SU  und  91'  parallele  Ebenen  sind ,  auch  senkrecht  auf 
Rx  stehen,  und  daher  den  Kreis  92',  der  den  Punkt  M  92'  zum  Mittel- 
punkt und  jff|  zum  Halbmesser  bat,  berühren.  Die  Ebene  Q  Q'  be- 
rtthrt  daher  aueh  den  Kegel,  der  den  Endpunkt  von  M  zur  Spitze 
und  den  oben  bestimmten  Kreis  92'  zur  Basis  hat. 

Die  Gleichung  /,  ü^  «»  92  enthält  keine  auf  die  Sichtung  der 
Linie  /i  und  R^  in  der  Ebene  92  und  92'  bezügliche  Elemente,  und 
der  jetzt  bestimmte  Kegel  wird  daher  für  alle  Punkte  K  des 
Kreises  92  gelten.    Man  kann  also  allgemein  sagen : 

Führt  man  durch  die  Endpunkte  irgend  eines 
in  seiner  Richtungslinie  aufgetragenen  M  und 
durch  die  unendlich  ferne  Kraft  zwei  Ebenen  92 
und  92',  beschreibt  von  den  Punkten  als  Centren  in 
den  Ebenen  zweiKreise  mit  Radien /f  undf^i,  deren 
Product,  wenn  der  eine  derselben  aufdem  Maassstab 
der  Linien  der  andern  auf  dem  der  Kräfte  abge- 
griffen wird,  gleich  dem  Moment  92  der  unendlich 
fernen  Kraft  ist;  betrachtet  man  ferner  den  einen, 
einerlei  welchen,  dieser  beiden  Kreise  als  Basis 
eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkt  des 
andern  frei  bleibenden  Kreises  liegt,  soentspricht 
jedem  Punkt  des  freien  Kreises  die  durch  ihn 
gehende  Berfthrungsebene  des  Kegels,  und  umge- 
kehrt. Die  Wahl  zwischen  den  zwei  möglichen 
Kreispunkten  und  Berührungsebenen  wird  da- 
durch bestimmt,  dass  der  Winkel /Zi/f  im  Drehungs- 
sinn von  92  eingetragen  sein  muss,  wie  es  in  der 
Figur  angedeutet  ist. 

Durch  die  eben  aufgestellten  reciproken  Beziehungen  ge- 
winnt man  die  deutlichste  Anschauung  entsprechender  Punkte  und 
Ebenen.     Halten  wir  die  Leitlinie  /  für  Punkt  und  Ebene  vorerst 
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fest  f  80  entspricht  dem  Endpunkt  von  M  in  l,  wie  es  sieh  von 
selbst  versteht,  die  Ebene  9Z$  entfernt  sich  nun  der  Punkt  x  in  /, 
so  vermindert  sich  die  Neigung  der  Ebene  Q  Q'  gegen  M ;  dem 
unendlich  fernen  Punkt  von  /  endlich  entspricht  die  Ebene  IM. 
Da  der  Punkt  x  und  die  entsprechende  Ebene  Q  Q'  projectivische 
Gebilde  sind ,  so  sind  auch  alle  Punktgebilde ,  die  Q  auf  irgend 
welcher  geraden  Linie  ausschneidet»  x  projectivisch ;  fllr  alle  ge- 
raden Linien ,  die  in  31'  liegen  und  durch  den  Fusspunkt  von  M 
gehen ,  sind  die  Endpunkte  vom  M  Gegenpunkte  (den  unendlich 
fernen  Elementen  entsprechende)  und  die  Producte  entsprechender 
Entfernungen  von  denselben  wird  constant  sein«  Ist  also  n,  siehe 
Fig.  127,  ein  anderer  Punkt  der  Leitlinie  /,  und  t^y  l^  die  Ent- 
fernungen der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Ebene  n  P  und 
Q  X  mit  irgend  einer  Leitlinie  in  92'  vom  Schnittpunkt  M ,  so  hat 
man:  l^  l\  ^^  1^  l\.  Ist  l  der  Winkel,  den  die  beiden  Linien 
/  und  t  mit  einander  bilden,  so  ist,  siehe  Fig.  127,  Af  =  l\  sin  A, 
und  weil  Rtli  «»  91 ,  ist : 

/i  /'s  sin  A  =  i^  i\  sin  A  =  9{ ; 
wobei  aber  zu  beachten  ist,  dass  eines  der  beiden,  Product  bilden- 
den /  auf  dem  Maassstab  der  Linien,  das  andere  auf  dem  Maass- 
stab der  Kräfte  abzugreifen  ist,  um  ein  Moment  "il  zu  erhalten. 

Die  Endpunkte  irgend  zweier  Leitlinien  /  und  l\  deren  Seg- 
mente zu  beiden  Seiten  von  M  der  obigen  Gleichung  entsprechen, 
werden  durch  entsprechende  Linien  P  und  Q  mit  einander  ver- 
bunden. Denn  wenn  dem  Punkt  x  die  Ebene  xQ  entspricht, 
welche  auf  /'  die  Strecke  l\  abschneidet,  so  entspricht  in  gleicher 
Weise  x'  die  Ebene  x' iß,  welche  auf/  die  Strecke  l^  abschneidet 
Hat  man  also  für  einen  Punkt  x  einer  Linie  P  die  entsprechende 
Ebene  QQ^f  d.  h.  ihren  Schnitt  x"7r'  mit  3t'  construirt,  so  erhält 
man  einen  Punkt  n  von  Q ,  wenn  man  durch  den  Schnittpunkt 
P3l'  a.  x'  die  Leitlinie  x'tt'  in  3V  durch  den  Endpunkt  von  M 
ueht,  sie  schneidet  die  Ebene  Q  Q'  in  einem  Punkt  n  von  Q.  Den 
Punkt  ft  erhält  man  dann  dadurch ,  dass  man  die  Segmente  von  / 
und  l'  proportional  macht. 

Wenn  nicht  in  Nr.  61  S.  222  schon  ganz  allgemein  bewiesen 
worden  wäre,  dass  je  zwei  Paar  conjugirte  Richtungslinien  auf 
einem  Hyperboloid  liegen,  das  ein  Paraboloid  werden  muss,  wenn 
eine  der  Richtungslinien  in's  Unendliche  rttckt,  so  wUrde  dies  aus 
dem   eben  Ausgeführten   hervorgehen:   die   beiden  proportional 
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getheilten  Leitlinien  erzeugen  ein  Paraboloid ;  und  jeder  Erzeu- 
gangslinie  desselben  entspricht  wieder  eine  Erzeugungslinie. 
Leicht  leitet  man  auch  ans  obiger  Gleichung  die  gegenseitige  Lage 
dieser  coiy  ugirten  Erzeugungslinien  ab ;  es  folgt  aus  derselben : 


I     sin  A        I2     sin  A, 

Fflr  ein  und  dasselbe  Paraboloid  sind  aber  die  Verhältnisse 
/i :  l\  und  i^  :  t\  constant ,  demnach  sind  es  auch  die  Producte 
lil^;  conjngirte  Erzeugungslinien  schneiden  also  auf  den  Leit^ 
linien  des  Paraboloids  eine  Inyolution  aus,  deren  Mittellinie 
Mist 

Da  die  drei  Linien  MPQ  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einer 
Erzeugungs-y  also  einer  geraden  Linie  schneiden ,  so  liegen  Pa^ 
rallele  zu  ihnen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  auch  in  einer 
Ebene,  und  es  kann  daher  in  diesem  Punkt  M  direct  nach  diesen 
Richtungen  zerlegt  werden.  Fig.  127  geschah  dies  im  Punkt  x, 
wo  M'  direct  nach  den  Richtungen  P  und  Q'  zerlegt,  und  Q'  mit** 
telst  einer  Parallelen  zu  /  an  seinen  Ort  nach  Q  gebracht  wurde. 

Um  den  Cubikinhalt  d  des  yon  den  Endpunkten  von  P  und  Q 
gebildeten  Tetraeders  zu  erhalten,  haben  wir  den  Inhalt  [//']  des 
durch  die  Endpunkte  xx'  tttt'  der  Linien  //'  gebildeten  Tetraeders 

P  0 

mit  den  Verhältnissen  — r  und  -^  zu  multipliciren.  Bezeichnet 

XX  nn 

man  den  Winkel,  den  die  Mittelkraft  M  mit  dem  Moment  92  bildet, 

mit  ju,  so  ist : 

[6//']  ^  (/i  +  4)  (/',  +  l\)  sin  i.i/  sin  n, 
und: 

xx  l\  +  l\ '     nn'         X  X '         l\  +  /'^  /i  +  /g  * 

demnach : 

6  S  «=>  /i  Tj  sin  A  .  Af  sin  ju  •  s=  Mm  sin  /t. 

Bei  unendlich  fernen  Kräften  verwandelt  sich  also  der  Inhalt 
des  Tetraeders  in  eine  Pyramide,  die  zur  Basis  die  halbe  Momen- 
tenfläche  der  unendlich  fernen  Kraft,  und  zur  Höhe  die  in  ihrer 
Biehtuog  aufgetragene  endliche  Kraft  hat. 


17 
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69«  Die  Gentralaxe  eines  Kräftesystems. 

Nr.  61  S.  224  ist  bewiesen  worden,  dass  für  ein  und  dasselbe 
Eräftesystem  dieser  Gubikinhalt  constant  sei ;  ebenso  ist  M  eon- 
stanty  wo  auch  der  feste  Punkt  gewählt  werden  mag,  wenn  nur  als 
Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene  bleibt;  für  diesen  Fall  ist  also 
92  sin  /u  constant.  Die  unendlich  ferne  Kraft  wird  demnach  ein 
Minimum  fttr  sin  ju  »*  1 ,  also  ^  »a  90  o.  Diesem  besondern  Ver- 
hältniss  entspricht  nur  eine  einzige  Lage  der  Richtungslinie  C  von 
Mj  welche  die  Gentralaxe  genannt  wird.  Sie  kann  nach  Obigem 
leicht  construirt  werden ,  man  braucht  nur  den  Punkt  zu  suchen, 
welcher  der  auf  M  senkrecht  stehenden  Ebene  entspricht  Wir 
führen  die  senkrechte  Ebene  durch  den  oberen  Endpunkt  von  Jl#, 
dann  liegt  der  gesuchte  Punkt  im  Schnitt  m  derselben  mit  der  Mo- 
mentenebene %  siehe  Fig.  127  S.  254;  bezeichnet  man  die  Ent- 
fernung des  Punktes  von  M  in  dieser  Linie  gemessen  mit  m^ ,  so 
hat  man : 

»»i  .  -. —  =  9c, 
sin  fi 

weil  - —  der  Radius  des  Kegels  91  ist,  den  die  Ebene  berührt; 
sin  ju 

und  hieraus  folgt : 

91  sin  ß 


JW| 


M 


Ueber  die  Seite,  nach  welcher  m^  aufzutragen  ist,  kann  kein 
Zweifel  walten,  wenn  man  streng  verfährt,  wie  oben  angedeutet 
worden  ist.  Uebrigens  sieht  man  auch  sofort  aus  der  Figur,  dass 
mi  nach  oben  aufgetragen  werden  muss;  beschränkt  man  sich 
nämlich  auf  Drehungen ,  die  kleiner  als  90  ^  sind ,  so  muss  die 
Ebene  91  in  entgegengesetztem  Sinne  gedreht  werden ,  um  senk- 
recht zu  werden,  als  sie  gedreht  wurde,  um  nach  Q  ff  zu  kommen, 
-demnach  muss  auch  mi  in  entgegengesetztem  Sinn  als  wie  If  auf- 
getragen werden.  Am  Endpunkt  von  mi  wurde  die  Lage  der 
Gentralaxe  C  angegeben. 

Die  Gentralaxe  wird  von  allen  Linien  kürzester 
Entfernung  zweier  conjugirter  Kräfte  eines  Paares 
geschnitten.    Denn  denkt  mau  sich  die  Gentralaxe  C  schon 
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eonstniirt,  so  wird  die  Unie  der  kürzesten  Entfemang  einer  Kraft 
P  und  C  eine  Leitlinie  sein,  sie  schneidet  C  und  liegt  in  der  auf  C 
senkrecht  stehenden  Momentenebene ;  mithin  sehneidet  sie  auch 
die  P  conjugirte  Kraft  Q^  und  steht  auch  senkrecht  auf  einer  Pa- 
raUelebene  zu  P  und  Q,  weil  auch  C  mit  derselben  Ebene  parallel 
Uofk.  Die  kürzeste  Entfemungslinie  zwischen  den  Linien  PC  ist 
daher  auch  die  zwischen  P  und  Q ;  da  aber  zwei  Linien  nur  eine 
einzige  kürzeste  Entfemungslinie  haben ,  so  schneiden  alle  kür*» 
zeste  Entfemungslinien  die  Centralaxe  C. 

Leicht  lässt  sich  daher  auch  die  Centralaxe  mittelst  eines  be« 
liebigen  Kräftepaares  bestimmen.  Theilt  man  die  kürzeste  Ent^ 
fernung  der  beiden  Richtungslinien  umgekehrt^  wie  die  Erhebun<* 
gen  der  Kräfte  über  eine  Ebene,  die  senkrecht  auf  der  Centralaxe 
steht,  so  erhält  man  einen  Punkt  derselben. 

Früher  haben  wir  schon  gesehen ,  dass  Kräftepaare  parallel 
zar  Centralaxe  im  Raum  verschoben  werden  kOnnen  und  dabei 
immer  conjugirt  bleiben.  Denken  wir  uns  also  alle  überhaupt 
möglichen  Kräftepaare  so  y erschoben ,  dass  die  Linien  ihrer  kUr^^ 
zesten  Entfernungen  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen»  so  folgt, 
dass  wir  alle  mögliche  Lagen  conjugirter  Elemente  studiren  kön- 
nen, wenn  wir  in  Fig.  127  S.  254  voraussetzen,  if  stehe  senkrecht 
auf  %  und  eine  Parallelebene  zu  PMQ,  z.  B.  PM*  Q  senkrecht  auf 
l\.  Wird  femer  H^^^Mf  so  ist,  wenn  der  Winkel,  den  die 
Ebene  QQ"  mit  AI  bildet,  mit  x^  bezeichnet  wird,  Jf  tg  X|  »«  Ai ; 
setzt  man  noch  ^  =^  Mc,  wo  c  eine  constante  Länge  bezeichnet, 
die  bisweilen  die  Einheit  des  Systems  genannt  wurde ,  so  erhält 
man  als  einfache  Beziehung  zwischen  Punkten  x,  deren  senk- 
rechte Entfernung  von  der  Äxe  gleich  ti  ist,  und  der  entsprechen- 
den Ebene,  welche  der  Winkel  x,  mit  der  Axe  bildet : 

'i  tg  «i  —  c- 
Pflr  /,  —  0  wird  x^  —  90« ,  für  Punkte  der  Centralaxe  geht  die 

entsprechende  Ebene  durch  die  unendlich  ferne  Kraft ;  für  /i »«  oo 
wird  X|  »B  0;  für  Punkte  der  unendlich  fernen  Kraft  geht  die  ent- 
sprechende Ebene  durch  die  Centralaxe;  und  für  /i  =  c  wird 
y-i  ^  45  ^,  d.  h.  Punkten ,  deren  senkrechte  Entfernung  von  der 
Axe  gleich  c  ist,  entspricht  eine  Ebene,  die  mit  ihr  einen  Winkel 
von  45  ^  bildet.  Die  gegenseitige  Lage  entsprechender  Elemente 
ist  vollständig  bestimmt,  weil  sie  ineinander  liegen,  und  die  Ebene 
durch  Perpendikel  des  Punktes  auf  die  Axe  geht,  während  der 
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Pankt  im  Perpendikel  des  SchnittpunkteB  der  Ebene  mit  der 
Axe  liegt. 

Da  wir  voraussetzen  durften »  es  seien  die  Linien  /  die  kür- 
zesten Entfernungen  der  Axe  von  conjugirten  Richtungslinien ,  so 
sind  durch  zwei  in  derselben  Linie  /  liegende  4  und  4  und  durch 
zwei  Winkel  x^  und  x^  auch  die  Lagen  dieser  Richtungslinien  be- 
stimmt, denn  in  diesem  Fall  bezeichnet  X|  den  Winkel,  den  die 
oonjttgirte  Linie  mit  der  Axe  bildet.    In  den  Gleichungen : 

bezeichnen  also  auch  /(  /^  die  in  die  gleiche  Richtung  fallenden 
kürzesten  Entfernungen  zweier  conjugirter  Linien  und  x,  X|  die 
Winkel,  die  sie  mit  der  Axe  bilden,  x,  und  x,  haben  wir  in 
Flg.  127  S.  254  angedeutet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  in 
dieser  Figur  alles  senkrecht  und  nicht  schief  stehe ,  wie  es  ge- 
zeichnet ist.  Gonjugirte  Linien  bleiben  conjugirt,  wenn  sie  um 
die  Axe  herumgedreht  werden ,  wobei  sie  zwei  windschiefe  Rota- 
tionshyperboloide beschreiben;  je  zwei  solcher  conjugirter  Hyper- 
boloide schneiden  sich  in  zwei  reellen  Kreisen  von  gleichem  Radius, 
denn  betrachten  wir  einen  Schnitt  durch  die  Gentralaxe,  so  hat  die 
Hyperbel  mit  der  kleinen  Scheitelaxe  die  steilern  Asymptoten, 
wegen  der  Reciprocität  von  /f  und  tg  x„  und  schneidet  daher  noth- 
wendiger  Weise  die  andere  Hyperbel;  jede  Leitlinie  des  einen 
Hyperboloids  schneidet  nun  in  einem  dieser  Kreise  eine  Erzeu- 
gnngslinie  des  andern,  und  alle  Erzeugungslinien  des  eigenen 
Hyperboloids,  mithin  auch  die  conjugirte  jener  Erzeugungslinie, 
sie  ist  daher  ein  Leitstrahl  des  Systems.  Jedes  Rotations- 
hyperboloid um  die  Gentralaxe  enthält  eine  Schaar 
Leitstrahlen  des  Systems. 

Macht  man  /|  =  4 »  ^^  ^^^^  ^u^h  ^i  "=  ^  und  die  beiden 
Rotationshyperboloide  fallen  zusammen;  da  jetzt  je  zwei  conju- 
girte Richtungslinien  auf  diesem  Hyperboloid  liegen,  so  ist  es 
eines  jener  Hyperboloide,  von  denen  Nr.  61  S.  222  die  Rede  war; 
conjugirte  Richtungslinien  schneiden  auf  dem  kleinsten  Rotations- 
kreis eine  Involution  aus,  deren  Gentrum  der  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids  ist. 

Für  li  =  /j  =  e  wird  Xj  =  xj  =  45®,  die  Rotations-Hyper- 
bel  des  Hyperboloids  ist  eine  gleichseitige. 
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70.  Analytische  Beziehnngen  zwischen  der  nnendlich 
fernen  nnd  der  endlichen  Kraft  eines  Paares. 

Damit  die  eine  Kraft  eines  Paares  im  Unendliclien  liege ,  moss  die  andere 
durch  den  Nullpunkt  a^i  04^  04 3  0  der  unendlicli  fernen  Ebene  gehen ;  die  Coor- 
dinaten  dieser  Kraft  werden  daher  sein :  On  04  s  04  3  mi  ^  m^s  ^33 ,  die  m  müssen, 
damit  sie  eine  gerade  Linie  darstellen  der  Gleichung : 

genügen ,  können  sonst  aber  willkürlich  gewählt  werden ;  hieraus  ergeben  sich, 
siehe  Nr.  65  S.  239  die  Werthe  yon : 

und  man  hat  allgemein : 

^ik  +  ^\k  =  ^ik- 
Die  Coordinaten  der  m  conjugirten  Linie  n  sind  demnach : 

Hj  3  =  ai  2  —  f»i  3,  «1  3  *=*  öl  3  —  m,  3,  yi2  3  ""  0-2  3  —  w*2  31 

und  «14  =  ^34  =  »34  — ■  0. 

Zur  Bestimmung  der  Kräfte  M  und  iV  ist  (S.  251)  m  »  e^  ,  n  =  0  und : 

M         N 


e^ 


1. 


woraus  sich  M  *«>  e^  ,  und  N  ^^  0  ergiebt,  wie  es  sein  soll. 

Für  alle  Ebenen ,  welche  durch  die  unendlich  ferne  Linie  n  gehen  ist  laut 
Nr.  47  S.  177: 

Substltoirt  man  diese  Werthe  in  Nr.  67  8.  249  so  erhält  man : 

9i 


u 


demnach 
und: 


s=  I 


u 


9t»  —  - 


I  a>3  AI]  «2  3 
0*3  1  «1  «3  1 
CÜ2     O»!      1         «12' 

I 

I 

Endlich  ergiebt  sich  die  Erhebung  der  Kraft  M  über  der  Ebene  91,  gleich : 


M  Bin  /u  = 


^ 


M  aber  ist  gleich  e  ,  demnach : 


«Ol' 
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Oenao  ra  demselben  Resaltat  gelangt  man  aaoh,  wenn  man  rein  geometrisch 
vorgehend  den  Sinns  des  Winkels  bildet,  den  die  Linie  a  mit  der  Ebene  n  ein- 
schliesst.    Um  die  Coordinaten  der  Centralaxe  zn  erhalten,  setsen  wir 

CM 

»»as  — -,-  («41         +  flu  «3  +  flu  «s)i 

fit  S  —  —         ,—    («4  I   W,   +   O4  1  öl,    4-   «43         ). 

Damit  die  n  die  Coordinaten  beaeichnen ,  welche  auf  der  Axe  die  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  041  041  043  0  geht,  senkrecht  stehe,  genfigt  es,  dass  die 
Ebenencoordinaten  den  eingeklammerten  Werthen  proportional  seien;  der 
Faktor  9^ :  e*^  muss  beigeffigt  werden  damit : 

'S'an  "*  <*M  »3  3  +  flf4»3i  +  034  »18«— «sei. 
Aus  diesen  Werthen  ergeben  sich  Jetzt  einfach  die  Coordinaten  der  Centralaxe : 

7/1,  4,  ?»a4,  Wj4  ^  a,  4,  «2  4,  034, 

und 

/»«3   =  «83    +         j        («41  +   04«  «3    +   043  Wi)l 

9} 

W3  ,    =  Ca  ,    +         -         (04  ,   <Ü3   +   04  2  +«4  3  Ö>l)f 

*  a 

Ol 
»»12  =  Ö,  2   +    -     «        (Otl    «4    -f  ««5  W,    +   «43         )■ 

*  a 

Substituirt  man  die  obigen  Werthe  von  n  in  91^,  so  wird  : 

"i*  ■■     «  -  w  *,  oder  5W  -=  ; 

a  a 

woraus  sich  sin  /<  i»  l  ergiebt,  zur  Bestätigung,  dass  die  Centralaxe  senkrecht 
auf  der  ihr  entsprechenden  Ebene  9^  stehe. 

Die  fibrigen  in  den  beiden  vorigen  Nummern  geometrisch  bewiesenen  Eigen« 
Schäften  leiten  sich  analytisch  am  leichtesten  mittelst  Coordinatentransforroation 
ab.  Wir  legen  die  neuen  Axen  der  x'  y  z  durch  den  Punkt  x,  yi  z,  u, ,  und  die 
unendlich  fernen  Punkte  &41  64 1  ^43  0,  C41  C48  «^43  0,  041  043  043  0,  d.  h.  wir 
ffihren  die  Axe  der  z  durch  den  Nullpunkt  a«,  a«,  043  0  der  unendlich  fernen 
Ebenen,  machen  also  die  bisher  mit  m  bezeichnete  Linie  zur  z'  Axe. 

Dann  haben  wir  au  setzen : 

'*  ««  «a 

^4  8         '     .        ^4  2         '     ,        ^4  8         '     , 

y  «  -^-?    X  +  -*—  y  +  -J?-  2  +  y, , 

*6  *c  *a 

öl  3  '     ,        ^13         '1        ^4  3  '     i 

2«-    -Ä+       --y  + z  +  si , 

^'^  «c  «« 

1  =  1; 
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*a  ^e  ^a  ^b  ^b  ^e 

«««c  ^a«*  «Ä«c  «««6«c 

Hierin  bezeichnen  die  e,  wie  oben,  die  Normalcoeffloienten  der  Coordinaten, 
welche  dnreh  ihre  Zeichen  ängedentet  werden,  und  in  den  beiden  adjungirten  Sob- 
stitutionsdeterminanten : 

^4  1    *4J    *4  3  i"    —      j    A     A     A    /^4     I     ™    <^4 

c«i  c^t  C43-      ;  I  yi  yj  ys  y^ 

I  ' 

a«l    a.ts    04  3  j  ,     «1     «S    «3    '«4     I 

ar,    yi     2,    l   '  tfi  I 

betrachten  wir  die  Elemente  der  zweiten  als  die  CoeCflcienten  der  Elemente  der 
erstem  in  diesen. 

Nach  der  Snbstitntion  können  wir  fiber  ein  u  and  ein  v  verffigen ;  im  gegen- 
wärtigen Fall  aber  nicht  mehr  willkfirlich,  sondern  so,  dass  das  Prodoct9?ft»'  Nr.  67 
entsprechend  aas  den  neaen  Coordinatencoeffleienten  gebildeten  Prodnet  gleich  sei ; 
denn  dieses  Prodact  mnss  als  sechsfaches  Tetraedervolamen  eines  Krftftepaares 
oonstant  sein>  es  ist  eine  Invariante. 

Bezeichnen  wir  die  aas  einem  Coefflcienten  mit  den  o,.^  and  den  Elementen 

der  Determinante  Unks  mit  Aosschloss  der  «  gebildeten  neuen  Coefllclenten  wie  in 
Nr.  66  S.  246  mit  <,-^,  so  erhält  man  ganz  wie  dort  vorgehend : 

'l  4  «^  't  4  ■•  0  ,   ^  4  :v  1^4  . 

<it  und  t^4  sind  »-  o  geworden,  well  wir  die  Axe  der  z  durch  den  Nullpunlit 
04,  04  i  043  0  der  unendlich  fernen  Ebene  gef&hrt,  und  dadurch  die  unendlich 
fernen  Linien  a  b  und  (  c  zu  Leitstrahlen  gemacht  haben. 

Nehmen  wir  weiter  noch  die  Axen  x  y  oder  die  Punkte  (64 ,  643  643  0)  und 
(C41  C49  C43  0)  in  der  (Xi  y,  ^  1)  conjugirten  Ebene  n  an,  so  dass  sie  also  den 
Gleichungen : 

&4  I   W,3   +   64  ,  «3  ,    +   A4  3  fli  j  -»  0, 

und 

genfigen,  so  werden  auch  die  Axen  den  x  und  y  zu  Leitstrahlen  und  demnach  auch 
Die  Gleiclmiigeii  des  neneo  Nollsysteini  Bind  Jetst : 
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««««*«c 

+ 

91 

«»\ 

i* 

•^4 

f? 

««««»«» 

y 

— 

r- 

«A 

«e,«4«. 

90 

z 

+ 

* 

«e««*«c 

p. 

ly'  — —  e^x' 


e„    ,f- 


'a 


»g/»^^ 

^A 


r/  /  o    c 


Die  Wurzel  aus  den  neuen  Determinanten  dieser  Coefflcienten  ^'  und  der 
Sinus  des  neuen  körperlichen  Eekes  o  sind  gleich : 

W      «SB     _ ^     0 


darnach  ist  wie  es  sein  soll  9{'  o'  >»  9{  o»'.    Auch  folgt ,  dass  die  Coefflcienten  von 

vi"  i'i  und  z'  in  diesen  Gleichungen  einfach  gleich  -—  sind,     e   aber  ist,   wie 

wir  auf  8.  261  gesehen  haben,  die  in  der  Axe  der  z  wirkende  Mittelkraft ,  die  wir 
von  jetzt  an  mit  R  (statt  M)  bezeichnen  wollen ;  dann  gestalten  sich  die  Gleichun- 
gen wie  folgt : 

redndren. 

Die  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt : 

-C«'+  1=0? 

d.  h.  die  einem  Punkt  Xy  y^  z^  1  entsprechende  Ebene  schneidet  die  z  Aze  in  einem 
Punkt,  dessen  Ordinate  gleich  z  ist.  Die  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen 
giebt: 

d.  h.  die  Verbindungslinie  des  gegebenen  Punktes  und  der  Durchstosspunkte  der 
z  Aze  mit  der  entsprechenden  Ebene  läuft  parallel  mit  ihrer  Spur  in  der  xy  Ebene. 

Setzt  man  nun  der  Fig.  127  8.  254  entsprechend,  z  »« y^  Rj  w  wird 

der  Perpendikel  R\  vom  Ursprung  auf  den  Schnitt: 

gleich : 

V  0» 8t  03 

^'  ^  /r»  +  '/*  -  2fY^  "  Ryi'^  +  y'»  +  2x'y  0,    • 

wenn  mit  03  und  03  der  sin  und  cos  des  Axenwinkels  xy  bezeichnet  wird.  Nun  ist 
aber  die  parallel  zur  xy  Aze  gemessene  Entfernung  des  gegebenen  Punktes  von 
der  z  Aze  gleich : 

« 

h  =  y^-i- y*  +  2  X  y  o^t 
mithin  hat  man  wie  oben  Nr,  70  S.  2ei 
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den  in  der  Ebene  xy  wirkenden  Moment,  wie  oben  Nr.  67  S.  255. 

Analog  Nr.  65  S.  239  bat  man  lor  Bestimmong  von  Coordinaten  conjogirter 
Kräfte,  wenn  man 

*  p 

und  fQr  alle  andern  Indexe  o,-^  »■  0  setst, 

^am         ^^18        _^34^ 

^e'  "  31'  "♦•   Ä   ' 

woraus  sieb  weiter  die  einfacbe  Beäebnng : 

-R*  "i  2  ■—  91'  »»3  4  oder :  R^  fnx%^  9t  n^^, 

und  f&r  alle  fibrigen  m,-^  o«  —  »^.^  ergiebt. 

Die  Biebtongslinien  eonjogirter  Kräfte  baben  also,  wenn  von  den  Zeichen  ab- 
gesehen wird,  nnr  zwei  von  einander  verschiedene  Coordioaten.  Wenn  2  Coordi- 
naten einer  Linie ,  deren  Indexe  die  vier  Zahlen  12  8  4  enthalten,  allein  geändert 
werden,  so  mnss  ihrProduct  constant  bleiben;  denn  die  Coordinaten  haben  derBe* 
dingnng :  m, «  m,  4  +  m, ,  mt  s  -f  mi  4  ms  i »  0,  zn  genügen.  Diese  Bedingung  erfüllen 
die  n,  denn  es  bleibt  n|,n34aamism3  4.  Die  Projection  17114  a?  +  ^4 1  ^  4-  ''h  1  ^^  0, 
ans  dem  Punkt  3  des  Coordinatentetraeders,  dem  nnendlich  fernen  Punkt  der  zAxe, 
enthält  nur  eine  der  variabeln  Coordinaten  mi  3  als  Constante ;  bei  dieser  Aende- 
rung  bewegt  sieh  also  die  Projection  der  Linie  auf  der  Ebene  xy  parallel  mit  sich 
selbst,  und  die  Entfernung  der  Projection  vom  Ursprung  ist  diesen  Constanten  nii  a 
proportional.  Substituirt  man  femer  in  die  Gleichungen  Nr.  64  S.  234  der  Schnitt- 
punkte der  Linie  mit  einer  Ebene  die  constanten  Werthe :  0  0  C 1; ,  so  erhält  man 
den  Schnitt  der  Linie  mit  einer  Parallelebene  zur  xy.Axe,  nämlich 

u  x'  sa  mi  s  C  +  ^1 4  V,    m'  »'  ■—  »134  v, 
ti'  y'  «  mj3  C  4-  Wh  I  «>    «*'      —  «4 3  f. 

y 

u  v  nnd  u  y  enthalten  keinen  der  variabeln  Coeffloienten ;  ihr  Verbältniss  -^ 
bleibt  daher  bei  der  Aenderung  constant,  und  alle  Schnittpunkte  der  Linie  liegen 
auf  einem  Strahl  durch  den  Punkt y  der  z  Ailb  d.  h. :  bei  dieser  Aende- 
rung beschreibt  die  Linie  m  ein  Paraboloid,  dem  dies  Axe  und 
auch  die  nnendlich  ferneLinie  der  a;y  Ebene  angehört.  Es  ist  das 
das  Paraboloid  von  Nr.  68  S.  256,  weil  ihm  auch  die  Linie  n  angehört. 
Bezeichnen  wir  mit  m^  die  WnrzelgrÖese : 


OT,  »  y  m>3i  -♦-  m«a»  +  im^i  1113,  0,, 


80  ist  die  Entfernung  d^r  Spur  xy  der  Linie  vom  Ursprung  gleich  /i  >»  — — ,  die 

W»3  4 

Entfernung  der  Spur  der  entsprechenden  Linie  n  ist  i^  «■ .    Da  nun  m^'=s.n^ 

und  mi  s  »13  4  constant  Ist,  so  hat  man ; 
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A  i  — ^—  =-  öi ^—  —  Const. 

Entspreeb ende  Linien  sehneiden  auf  einer  Eriengangsllnle 
des  Parabololds  eine  Involntlon  ans,  deren  Mittelstrahl  die 
2  Axe  ist.    Nr.  68  8.  257. 

Die  GrOsse  der  in  ooiv)agirten  Linien  wirkenden  Kräfte  ergiebt  sich  lant 

S.  947. 

m  n  jß' Uli )  +  9i  »I34 

worin  m  und  n  die  8.  847  angegebene  Bedeutnng  haben. 

Zar  Bestimmong  der  Centralaxe  in  diesem  System  hat  man  laot  8.  262 

Iltis  —  m, 4  a—  "»14  "■  0,  mjj  =- p-  o„  m,,  ■— ^  0,,  TOj4  =  ic  . 

Die  drei  ersten  Goordinaten  irgend  einer  senkrecht  anf  ihr  stehenden  Ebene, 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Liniencoordinaten  n«  3  ns  t  »i  s  einer  oonjogirten  Linie  sind : 

a>'  Q»'  ^' 

f4n  =  nj4  ««34  =  0,  1«»,,=  -^    0„  r/  —  »31   =    -j^   Oll  C=-  »12-=    -j^-  • 

Endlich  erhSIt  man  dorch  Snbstitation  dieser  Werthe  in  9^*  8.  261  das 
Moment  (E  in  Bezog  aof  die  Centralaxe,  wie  8.  262. 

^  R     ' 

Die  denNnmmem  67  nnd  68  entsprechenden  Formeln  sind  hiermit  entwickelt 
worden,  und  aileS&tse,  deren  Beweise  sich  nicht  von  selbst  hierbei  ergeben  haben, 
lassen  sich  leicht  beweisen ,  so  dass  wir  aas  nicht  mehr  länger  damit  aafaahalten 
braochen.  Dagegen  haben  wir  noch  za  zeigen,  wie  praktisch  nach  den  Begeln  der 
darstellenden  Geometrie ,  die  Zosammensetsongen  der  Kräfte  aosge/Ührt  werden 
können. 


71.  Graphische  Znsammensetzung  der  Kiftfte  im  Banm« 

« 

In  Nr.  61  und  Nr.  68  haben  wir  gesehen ,  dass  das  zweck- 
mässigste  Mittel  die  Nullebene  eines  gegebenen  Punktes  zu  be- 
stimmen darin  bestehe,  die  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  zusammenzusetzen.  Das  ist  aber  nicht«  anderes  als  ausser 
dem  gegebenen  Punkt  noch  die  unendlich  ferne  Ebene  anzunehmen 
um  die  einzelnen  Kräfte  in  eine  parallele  gleich  grosse  Kraft  durch 
den  Punkt,  und  in  ein  unendlich  fernes  Moment  zu  zerlegen.  Setzt 
man  dann  alle  durch  den  Punkt  gehenden  Kräfte  zu  einer  end- 
lichen, und  alle  unendlich  fernen  Kräfte  zu  einer  eben  solchen  zu- 
sammen, so  gelangt  man  unmittelbar  zum  Kräftesystem  von  Nr.  68 
Fig.  127  S,  254,  mittelst  dessen  co^jugirte  Punkte  und  Ebeneoi 
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dann  Linien  graphiseh  leiobter  zusanimengeaetzt  werden  kQooen, 
ftls  mittelst  zweier  gegebenen  endliehen  ErUte. 

Die  endlichen  Erftfte  werden  direct  addirt,  d.  b.  Aib  Fig.  96 
S.  161  axonometriach  angedeuteten  Operationen  werden  graphisch 
mittelst  zweier  ProjectionBebenen  ausgeführt,  wobei  es  sieh  von 
selbst  Tersteht,  dasa  die  Streckendifferenzen  des  Erilftezages  den 
Frojectionen  der  Erftfte  gleich  sind. 

Laut  dem  Mr.61  S.  219  Bewiesenen  und  S.253  Angedeuteten 
werden  die  Momente  gerade  so  wie  Kräfte  zusammengesetzt,  in- 
dem man  sie  durch  Linien  darstellt,  welche  der  Uomentenfläche 
proportional  sind  and  senkrecht  auf  ihr  stehen.  Sind  die  einseinen 
Eräfte  oder  Momente ,  wie  es  wobl  meistens  der  Fall  sein  wird, 
durch  ihreProjectiOnen  auf  zwei  rechtwinkeligen  Ebenen  gegeben, 
so  ist  es  nicht  nothwendig,  die  projicirende  Fläche  einer  jeden 
eioselnen  Eraft  oder  eines  jeden  Momentes  umzuklappen  und  zu 
verwandeln,  um  den  Momentenzug  zu  construiren ,  sondern  es  ge- 
nügt: die  Frojectionen  zu  verwandeln,  um  die  Ordinaten-Zunahme 
des  Momentenzuges  zu  erhalten. 

Denken  wir  uns,  es  drehe  Bicb  die  Kraft  -^i  (Fig.  128)  sammt 
ihrem  Perpendikel  ^t,  der  auf  der  Ebene  OA^  senkrecht  steht  und 


der  onendlicb  fernen  Eraft  entspricht,  die  man  erhält,  wenn  ^,  in 
eine  solche  und  in  eine  zu  ihr  selbst  parallele  Seitenkraft  durch  0 
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zerlegt  wird,  um  die  Axe  OÄ  so,  dass  sie  einen  senkrechten  Kreis- 
kegel  und  der  Perpendikel  eine  Ebene  beschreibt :  so  wird  in  jeder 
einzelnen  Stellung  z.  B.  ^^  der  Winkel ,  den  die  Ebene  Ojl^  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  OA^A^  bildet,  gleich  dem 
Winkel  sein,  den  der  senkrechte  Strahl  p^  mit  der  Verticalen  105 
bildet ;  und  es  wird  sich  daher  die  Momentenfläche  OA^  zu  ihrer 
Projection  OF^  gerade  so  verhalten,  wie  der  Strahl  jv^  zu  seiner 
verticalen  Projection  h^ ,  so  dass  man  die  letztere  einfach  durch 
Verwandeln  der  Projectionsfläche  OF^  erhält. 

Ferner  geht  auch  aus  Fig.  128  hervor,  dass  der  Drehungssinn 
der  Projectionsfläche  dem  Sinn  der  Perpendikel  h  entspreche;  hat 
man  einmal  dem  Drehungssinn  von  A^  den  Sinn  von  pi  im  Strahl 
501  angewiesen,  so  wird  bei  der  Drehung  vonW|  um  die  Axe  OX^ 
h  denselben  Sinn  haben  und  abnehmen,  bis  zur  verticalen  Stellung 
der  Ebene  OAi ;  in  dieser  Stellung  werden  F^  und  h^  gleich  0 
sein ,  weil  p^  horizontal  liegt.  Bewegt  sich  die  Fläche  ttber  die 
Verticalebene  hinaus ,  so  ändert  sich  der  Drehungssinn  der  proji* 
cirenden  Fläche  F|,  gleichzeitig  aber  auch  der  Sinn  der  Projection 
A4  von  p^ ;  in  einer  solchen  Lage  der  Kraft  A  wird  die  verticale 
Ordinate  des  Momentenzugs  in  Folge  Hinzukommens  des  Strahles 
p^  um  A4  abnehmen,  nicht  zunehmen.  Hat  sich  endlich  die  Ebene 
OA  um  n  gedreht  und  ist  die  Kräfte  in  die  Horizontalebene  nach 
OA^  zurückgekommen ,  so  wird  der  Strahl  0^  gerade  in  der  Ver- 
längerung  des  Strahtes  0^  liegen,  d.  h.  in  entgegengesetztem  Sinn 
erscheinen. 

Hiermit  wäre  bewiesen:  dass  der  Inhalt  der  Projec- 
tion einer  Momentenfläche  mit  Berücksichtigung 
ihres  Drehungssinnes  der  entsprechenden  Zunahme 
derOrdinaten  des  Momentenzuges  mit  Berücksich- 
tigung des  Zeichens  proportional  sei. 

Mit  Benutzung  dieses  Satzes  sind  auf  Taf.  7  die  oben  ange- 
deuteten Operationen  nach  den  Kegeln  der  darstellenden  Geometrie 
beispielsweise  an  vier  Kräften  ausgeführt  worden. 

Die  vier  Kräfte  sind  in  der  Bichtung  und  Grösse  durch  ihre 
horizontalen  und  verticalen  Projectionen  1234  gegeben.  Zer- 
legen wir  jede  derselben  in  eine  unendlich  ferne,  und  in  eine  in 
Bichtung  und  Grösse  gleiche,  durch  den  Punkt  0  gehende  Seiten- 
kraft, so  addiren  sich  alle  die  letztem  mittelst  des  Kräftezuges 
012  34itf  nach  den  bekannten  Regeln  (Nr.  38  S.  161)  zu  einer 
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durch  den  Punkt  0  gehenden  Mittelkraft  OM^  die  in  Biebtung  und 
Grösse  durch  die  Linie  OM  gegeben  ist. 

Die  Richtungen  der  entsprechenden  unendlich  fernen  Kräfte 
sind  durch  Strahlen  bestimmt,  welche  auf  den  Momentenflächen 
senkrecht  stehen ,  sie  stehen  also  auch  senkrecht  auf  den  Linien, 
welche  in  der  Momentenfläche  parallel  zu  den  Projectionsebenen 
gezogen  sind. 

Man  erhält  die  Projection  einer  horizontalen  Linie  in  der 
Fläche  0|  z.  B.,  deren  Umfang  ganz  in  beiden  Projectionsebenen 
ausgezogen  ist,  indem  man  in  der  verticalen  Projection  eine  Hori-* 
zontale  a^  zieht  und  die  Schnitte  derselben  mit  dem  Umfang  der 
projicirenden  Momentenfläche  auf  die  entsprechenden  Linien  in 
der  Horizontalebene  projicirt,  wodurch  man  dort  die  Projection 
a  der  Horizontalen  in  der  Momentenfläche  erhält.  Auf  dieselbe 
Weise  wird  die  Projection  b^  der  Linie,  welche  in  der  Momenten- 
fläche zur  verticalen  Projectionsebene  parallel  läuft,  bestimmt. 

Diese  Linien ,  welche  zu  den  Schnitten  der  Momentenfläche 
mit  den  Projectionsebenen  parallel  laufen,  sind  bei  allen  Kräften 

— . irt.    Da  die  einzelnen  Strecken  des  Momentenzuges  auf 

den  Momentenflächen  senkrecht  stehen ,  so  stehen  auch  ihre  Pro^ 
jectionen  auf  dieser  Linie  senkrecht.  In  beiden  Projectionsebenen 
steht  z.  B.  die  Strecke  ...3...  des  Momentenzuges  0 1 2  3  4  C/^  senk- 
recht auf der  Kraft  8. 

Die  Ordinatenzunahme  dieses  Zuges  senkrecht  auf  jeder  Pro- 
jectionsebene ist  ferner  dem  Inhalt  der  Fläche  proportional ,  auf 
welche  sich  die  Momentenfläche  projicirt;  in  beiden  Projections- 
ebenen sind  daher  diese  auf  den  gleichen  Radius  r,  wie  schon  in 
Nr.  49  S.  187  angedeutet  wurde,  reducirt,  indem  bei  der  Kraft  1 
z.  B.  der  Radius  Ton  0  nach  dem  Schnitt  der  Kraft  1  mit  dem  Kreis 
r  als  Basis  des  Dreiecks  Ol  betrachtet  wurde :  dann  wird  der  In- 
halt der  projicirten  Momentenfläche  durch  die  Antiprojection  Af 
in  der  Horizontalen  und  k^  in  der  verticalen  Projection  dargestellt. 
In  welchem  Sinne  diese  Ordinatenänderungen  jedesmal  zu  nehmen 
sind,  ist  durch  Pfeile  angedeutet;  dem  Drehungssinn  der  Flächen- 
projectionen  entsprechen  die  Pfeile  auf  den  Kreisbogen ,  und  die 
ihnen  entsprechenden  Sinne  der  Ordinatenzunahmen  sind  auf  den 
von  ihnen  ausgehenden  senkrechten  zur  Grundlinie  in  der  andern 
Projeetionsebene  angedeutet. 

Diesen  Antiprojectionen  sind  nun  die  Ordinatenzunahmen  des 
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Momentenzuges,  nämlich  A'i  in  der  verticalen  'und  k^  in  der  hori- 
zontalen Projection  gleich.    Da  noch  ausserdem  die  einzelnen 

Strecken  auf  den  Linien senkrecht  stehen ,  so  sind  die 

aufeinanderfolgenden  Endpunkte  des  Momentenzuges  vollständig 
bestimmt.  *  • 

Diese  Constructionen  werden  ungenau,  wenn  die  Momenten- 
fläche sich  einer  Ebene-  nähert ,  welche  auf  beiden  Projections- 
ebenen  senkrecht  steht.  Man  kann  sich  aber  dann  leicht  dadurch 
helfen ,  dass  man  die  eine  derselben  dreht.  Dieses  ist  z.  B.  bei 
der  Kraft  2  geschehen,  wir  haben  dort  die  Projection  der  Horizon- 
tallinie O)  als  neue  Grundlinie  einer  neuen  verticalen  Projections- 
ebene  betrachtet y  und  diese  um  jene  Grundlinie  umgeklappt,  es 
kam  dann  die  neue  Projection  der  Kraft  2  nach  2i  und  der  Pol  0 
nach  0|  zu  liegen.  Die  Momentenfläche  wurde  dann  wie  früher 
reducirt,  und  man  erhielt  dann  als  Antiprojection  von  2i  senkrecht 
auf  cs  die  Länge  k^ ,  welche  hier  der  der  ganzen  Strecke  2  des 
Momentenzuges  gleich  ist ,  weil  diese  auf  der  Grundlinie  a^  senk- 
recht steht 

Zur  Bestimmung  der  verticalen  Projection  genttgt  es  voll- 
kommen ,  die  Ordinaten-Ab-  oder  Zunahme  durch  Beduction  der 
Momentenfläche  02  in  der  Horizontalebene  zu  bestimmen. 

Auf  solche  Weise  können  alle  Strecken  des  Momentenzuges 
01234 U  aufgetragen  werden,  und  man  erhält  als  Strahl  den 
Strahl  OU  in  beiden  Projectionen,  welcher  in  Richtung  und  Länge 
der  Richtung  und  Grösse  der  Mittelkraft  der  sämmtlichen  unend- 
lich fernen  Kräfte  entspricht. 

Hiermit  ist  ein  Fig.  127  S.  254  ganz  analoges  Kräftesystem 
vollständig  bestimmt ;  OM  ist  in  Richtung  und  Grösse  die  Mittel- 
kraft ü;  die  auf  OU  senkrechte  und  durch  0  gehende  Ebene  ist 
die  des  Momentes  %  die  Spuren  wurden  nicht  eingezeichnet,  weil 
wir  nicht  mit  dieser  Ebene ,  sondern  immer  nur  mit  dem  Perpen- 
dikel OU  construiren  werden. 

Zunächst  wollen  wir  die  Centralaxe  C  und  das  ihr  ent- 
sprechende Moment  ü  bestimmen ;  zu  diesem  Ende  haben  wir  die 
unendlich  ferne  Kraft,  welche  dem  Strahl  OU  entspricht,  in  zwei 
Seitenkräfte  zu  zerlegen,  wovon  die  eine  senkrecht  auf  OM  steht, 
und  die  andere  in  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einer  und  der- 
selben Ebene  mit  OM  liegt.  Die  erstere  wird  durch  den  Perpen- 
dikel von  U  auf  OM  dargestellt ,  die  zweite  durch  die  Entfernung 
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seines  Fusspunktes  von  0,  Um  diesen  Fusspunkt  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  durch  U  eine  Ebene  senkrecht  auf  OM  gestellt; 
eine  durch  U  gehende  horizontale  Linie  in  dieser  Ebene  wird 
durch  die  Linien  u  und  t^  projicirt,  wovon  erstere  senkrecht  auf 
OM  steht  Eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Linie 
wird  durch  die  Linien  v  und  »i  dargestellt,  die  durch  einen  Punkt 
von  (titf|)  geht,  und  von  denen  v^  senkrecht  auf  OM  in  der  Ver- 
ticalprojection  steht.  Die  Schnitte  dieser  beiden  Linien  (uu^) 
(vv|)  mit  der  verticalen  Ebene  9  welche  in  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene durch  OM  projicirt  wird,  sind  die  Punkte  d,  d^ ;  die 
sie  verbindende  Gerade,  liegt  gleichzeitig  in  der  Ebene,  die  senk- 
recht 9L\xi  OM  steht  und  in  der  Verticalebene,  die  OM  projicirt, 
ihr  Schnitt  mit  OM  giebt  daher  die  verticale  Projection  des  ge- 
suchten Fusspunktes  U,  U„ .  Zur  Controle  kann  man  die  horizon- 
tale Projection  desselben  auf  dieselbe  Weise  bestimmen. 

Die  senkrecht  aufeinander  stehenden  Entfernungen  U^  und  11^ 
dieses  Punktes  von  0  und  U  entsprechen  den  Momenten  der  Sei- 
tenkräfte der  unendlich  fernen  Mittelkraft,  von  denen  die  U„  ent- 
sprechende senkrecht  auf  OM  steht ;  die  andere  U,  entsprechende 
liegt  jedoch  mit  OM  in  einer  Ebene ,  weil  U,  senkrecht  auf  OM 
steht,  wir  kOnnen  daher  die  Mittelkraft  OM  mit  ihr  zusammen- 
setzen. Um  die  wahren  Längen  von  U,  und  U,,,  deren  wir  übri- 
gens zu  unserer  Construction  nicht  bedürfen ,  zu  erhalten,  wurde 
noch  auf  Taf.  7  die  Länge  OM  parallel  zur  verticalen  Projections- 
ebene gestellt,  die  wahren  Entfernungen  0(7  und  UM  bestimmt, 
und  mit  diesen  Längen  das  Dreieck  construirt,  von  dem  U^  die 
Höhe  und  U^  das  Segment  ist.  Diese  Constructionen  bedürfen 
keiner  weitern  Erläuterung. 

Durch  die  Zusammensetzung  wird  OM  in  der  Art  nach  C  ver- 
setzt, dass  die  Momentenfläche  von  d «»  OM  mit  Berücksichtigung 
des  Sinnes  gleich  dem  durch  ü,  dargestellten  Moment  ist. 

Die  Perpendikel  von  den  Endpunkten  M  auf  die  Radien ,  die 
durch  die  Schnitte  von  C  mit  den  Verwandlungskreisen  gehen, 
müssen  in  jeder  der  Projectionsebenen  gleich  der  DiiFerenz  der 
Endpunkts-Ordinaten  von  U,  sein,  welche  senkrecht  auf  diesen 
Projectionsebenen  stehen.  Diese  Ordinatendifferenzen  sind  gleich 
den  Linien  hu  und  ku  in  den  horizontalen  und  verticalen  Projec- 
tionsebenen. Beschreibt  man  daher  von  M  aus  Kreise  mit  den 
Radien  A'«  «»  Ar«  und  A'«  »>  A^ ,  so  bestimmen  die  Radien  der  Ver- 
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wandluDgskreise,  welche  diese  Kreise  berühren,  die  Schnitte  von 
C  mit  den  Verwandlungskreisen. 

ZurControle  kann  man  noch  untersuchen,  ob  die  Projections-* 
fläche  OC  senkrecht  auf  U,  steht. 

Diese  Richtungslinie  C  ist  nun  die  Gentralaxe.  Ein  Stttck 
von  C,  das  gleich  der  Mittelkraft  der  vier  Kräfte  1234  ist,  ist 
stark  ausgezogen.  Diese  vier  Kräfte  reduciren  sich  daher  auf 
diese  Kraft  C  und  auf  ein  Drehungsmoment  @,  das  mit  der  Inten- 
sität U„  r  senkrecht  um  diese  Axe  dreht 

Besonders  bequem  zur  Construction  von  Kräften  ist  die  Be- 
nutzung der  Parallelen  zu  der  Horizontalebene  durch  den  Punkt  0, 
wir  bestimmen  daher  zunächst  noch  den  Nullpunkt  dieser  Ebene, 
indem  wir  ganz  analog,  wie  bei  der  Construction  der  Centralaxe, 
vorgehen.  Wir  zerlegen  das  Moment  oder  die  unendlich  ferne 
Kraft  017  in  zwei  Seitenmomente,  von  welchen  die  eine  in  der  Ho- 
rizontalebene durchfliegt  und  die  andere  durch  den  unendlich  fer- 
nen Punkt  von  M  geht.  Der  Perpendikel,  welcher  die  erstere  dar- 
stellt, ist  die  Verticallinie  durch  0 ;  alle  Linien,  die  senkrecht  auf 
OM  stehen  und  durch  den  Endpunkt  U  des  Momentenzuges  gehen, 
liegen  in  der  schon  construirten  Ebene  uv.  Der  Schnittpunkt  f^ 
dieser  Ebene  mit  der  Verticallinie  giebt  daher  den  noch  unbe- 
kannten Eckpunkt  des  Linienzuges  Of^Ü.  Er  ist  der  Schnitt  der 
Linie  d,  dy  mit  der  Verticalen  durch  0,  denn  von  Gonstructions- 
wegen  liegt  diese  Linie  in  der  gleichen  Ebene. 

Die  Coordinatendifferenzen  der  Strecken  FU  sind  nun  mit 
Berücksichtigung  des  Sinnes  die  Antiprojectionen  der  Kraft  Mx  i 
wenn  diese  auf  die  Basis  r  reducirt  wird ;  mittelst  derselben  wird 
die  entsprechende  neue  Lage  von  My  gerade  so  als  wie  die  von 
C  construirt.  Der  Nullpunkt  einer  jeden  horizontalen  Ebene  ist 
ihr  Schnitt  mit  M,. 

Taf.  7  wurde  das  StUck  der  neuen  Axe  aufwärts  von  der  Ho- 
rizontalebene durch  0  stärker  ausgezogen,  und  wir  denken  uns 
durch  den  zweiten  Endpunkt  eine  weitere  Horizontalebene  gelegt. 
So  entspricht  jetzt  diese  Axe  mit  ihren  zwei  Horizontalebenen 
ganz  der  Fig.  127  S.  254.  Wir  wollen  jetzt  noch  die  dort  ange- 
deuteten Constructionen  ausführen  und  zu  einem  gegebenen 
Punkte  die  entsprechende  Ebene  bestimmen;  wir  tragen  die 
Mittelkraft  M  von  ihm  aus  abwärts  auf,  führen  durch  ihre  End- 
punkte je  eine  Ebene  und  bezeichnen  mit  »  Taf.  7  den  obem  End- 
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punkt.  Uin  leicht  Linien  zu  ziehen ,  die  senkrecht  auf  Mi  stehen, 
also  parallel  mit  der  Ebene  uv  sind,  betrachten  wir  die  Vertical- 
ebene  durch  Mi  als  neue  Projectionsebene  und  klappen  sie  um 
ihren  Schnitt  mit  der  Horizontalebene  durch  0  in  diese ;  es  fällt 
dann  Mi  nach  Jf  |'  und  x  nachx/,  wir  verwandeln  die  Momente  xil/, 
in  beiden  Projectionen  auf  die  Basis  r  in  die  Antiprojectionen  h„, 
und  k'm*  Mit  Berücksichtigung  dieser  Projectionsdiiferenzen  ist 
der  Linienzug  des  Momentes  «gleich  O'iVund  0'F'N\  wo  O'V  gleich 
Obgleich  dem  Moment  der  Horizontalebene  ist,  und  wo  O'iV senk- 
recht auf^i  stebt.  Die  Ebene /f,  die  durch  Abgeht,  und  deren 
Spuren  senkrecht  auf  O'iV  und  O'N'  stehen,  ist  die  gesuchte 
Ebene. 

Wäre  statt  des  Punktes  die  Ebene  K  gegeben  und  der  ent- 
sprechende Punkt  X  zu  bestimmen ,  so  wäre  genau  umgekehrt  zu 
verfahren.  Der  Strahl  ffN\  der  senkrecht  auf  der  verticalen  Spur 
steht,  schneidet  auf  der  Linie  VN'  den  Endpunkt  des  Linienzuges 
ab,  durch  den  die  Höhen  h\n  und  k^  gegeben  sind,  mittelst  deren 
der  Punkt  x  auf  der  Parallelen  /^  zur  horizontalen  Spur  be- 
stimmt wird. 

Suchen  wir  insbesondere  den  entsprechenden  Punkt  der  Ebene 
senkrecht  auf  Mi ,  so  wird  km  =  0,  d.  h.  die  verticale  Projection 
der  Centralaxe  fällt  mit  Mi  zusammen.  Mit  derselben  Linie 
fällt  auch  der  Strahl  ON'  zusammen,  demnach  ist  der  Perpen- 
dikel von  y  auf  Ml  die  Ordinatendiflferenz  A'c,  welche  mit  r  raul- 
tiplicirt,  gleich  der  horizontalen  Projection  Mi  mit  der  Entfernung 
der  Centralaxe  C  von  ihr  sein  muss.  Dass  C  auf  Taf.  7  durch  den 
Fusspunkt  des  Perpendikels  F^N'  geht,  ist  Zufall  und  darf  daher 
nicht  als  Regel  zur  Bestimmung  der  Centralaxe  betrachtet  werden; 
C  würde  nicht  mehr  ^urch  diesen  Fusspunkt  gehen ,  sobald  ein 
anderes  r  als  Verwandlungsbasis  gewählt  würde. 

Betrachtet  man  x  als  den  Durchstosspunkt  einer  Linie  xx| 
mit  der  Horizontalebene'idureh  den  obern  Endpunkt  von  Mi,  und 
ist  X|  der  Durchstosspunkt  mit  der  Ebene  durch  den  untern  End- 
punkt, so  ist  laut  Fig.  127  S.  254  der  Schnittpunkt  Ui  der  Linie  /' 
mit  der  horizontalen  Spur  der  Ebene  K  ein  Punkt  der  conjugirten 
Linie  tt^tt;  ihren  Durchstosspunkt  n  mit  der  obern  Ebene  erhält 
man  am  einfachsten  dadurch ,  dass  man  l^  <=  ly  l\  :  l\  macht. 
Taf.  7  wurde  dieser  Punkt  auch  noch  als  Schnitt  einer  Ebene  durch 
ni  parallel  zu  xx^  und  Mi  mit  der  Linie  /i  bestimmt;  diese  Con- 
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struction  bedarf  keiner  weitem  Erläuterung.  Schliesslich  wurden 
noch  alle  Linien  der  umgeklappten  Verticalebene  durch  M^  in  die 
ursprüngliche  Verticalebene  zurückgetragen. 

Das  hier  angedeutete  Verfahren  ist  wohl  in  den  meisten  Ver- 
hältnissen das  praktischste ;  zwar  würde  es  noch  einfacher  sein, 
die  Normalebene  uv  zur  Centralaxe  als  Projectionsebene  anzu- 
nehmen, allein  man  hätte  dann  eine  förmliche  Coordinatenver- 
wandlung  vorzunehmen;  wie  sich  aber  die  Constructionen  nach 
dieser  Verwandlung  gestalten,  zeigt  Fig.  129. 

Fig.  129. 


Die  Bezeichnung  ist  dieselbe  als  wie  in  Fig.  127  S.  254,  und 
auf  Taf.  7.  Zur  Bestimmung  der  dem  Punkt  x  entsprechenden 
Ebene  K  hat  man  den  Perpendikel  0  92  so  lang  zu  machen,  das» 
seine  Coordinatendifferenz  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes  hc  der 
Fläche  X OC  proportional  ist,  dann  stehen  die  Spuren  von  A^ auf 
092  senkrecht.  Ist  dann  x'  der  andere  Endpunkt  der  Linie  xx, 
so  ergiebt  sich  ein  Punkt  der  conjugirten  Linie  nn  durch  Verlän- 
gerung von  Ox'  bis  tt',  und  nn  läuft  parallel  mit  xx'. 
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72.  Die  Zerlegung  der  Kräfte  und  das  Kräftetetraeder. 

In  sehr  vielen  Fällen  genügen  die  in  den  vorigen  Nummern 
mitgetheilten  Methoden ,  um  die  in  der  Praxis  gewöhnlich  vor- 
kommenden Aufgaben  zu  lösen.  Es  handle  sich  z.  B.  darum,  mit- 
telst einer  einzigen  Kraft,  deren  Richtung  gegeben  ist,  allen 
Kräften  zu  widerstehen ,  welche  an  einer  durch  zwei  feste  Punkte 
gehenden  Axe  wirken. 

Wir  nehmen  einen  der  beiden  festen  Axenpunkte  als  Pol 
für  die  in  der  vorigen  Nummer  dargelegte  Zusammensetzung  der 
Kräfte ,  und  erhalten  eine  endliche ,  durch  diesen  Punkt  gehende 
Kraft  if,  und  eine  unendlich  ferne  Kraft  9! ,  die  in  einer  Ebene 
wirkt,  welche  durch  den  construirten Normalstrahl  091  bestimmt  wer- 
den kann.  Ferner  legen  wir  durch  den  zweiten  festen lAxenpunkt 
und  die  gegebene  Widerstandslinie  eine  Ebene  A*,  ermitteln  ihren 
Nullpunkt  X  und  ihren  Schnitt  mit  der  Ebene  SSI ;  zerlegt  man  nun 
die  Kraft  OM  nach  der  Richtung  0  x  und  parallel  zum  Schnitt  der 
Ebene  NA\  so  ist  die  erstere  OK  die  Kraft,  welche  auf  den  festen 
Punkt  0  wirkt,  die  zweite  ist  in  Richtung  und  Grösse  die,  welche 
iin  Schnitt  der  Ebene  NK  wirkt.  Da  die  Ebene  K  den  zweiten 
Axenpunkt  und  die  Widerstandslinie  enthält,  so  kann  man  sie  in 
ihrem  Schnitt  mit  dieser  letztern  in  zwei  Seitenkräfte  nach  den 
Widerstandslinien  und  nach  dem  zweiten  festen  Axenpunkt  zer- 
legen; jene  ist  der  gesuchte  Widerstand  und  diese  der  Druck  oder 
Zug  auf  den  zweiten  festen  Axenpunkt. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  man  wohl  immer  vorgehen  müssen, 
wenn  man  Kräfte  im  Raum  zusammenzusetzen  und  dann  zu  zer- 
legen hat.  In  gewissen  Fällen  wird  die  folgende  allgemeinere 
Auffassung  scheinbar  (weil  mehr  auszuführende  Constructionen 
vorausgesetzt  werden)  rascher  zum  Ziele  führen.  Weiter  oben 
Nr.  56  S.  202  haben  wir  gesehen,  dass  ein  System  von  Kräften  in 
derEbene,  nach  der  Richtung  von  drei  Kräften  zerlegt  werden  kaün, 
die  sich  nicht  in  einem  Punkt  schneiden.  Für  den  Raum  giebtes  ein 
ganz  analoges  Prinzip:  Jedes  räumliche  Kräftesystem 
lässt  sich  durch  sechs  Kräfte  darstellen,  welche 
in  den  Kanten  irgend  eines  Tetraeders  wirken. 

Zerlegt  man  nämlich  alle  Kräfte  nach  Nr.  60  S.  215  in  zwei 
Seitenkräfte ,  von  denen  die  eine  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders 
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geht,  und  die  andere  in  der  gegenüberliegenden  Tetraederfläche 
liegt,  so  lässt  sieh  jene,  weiter  nach  den  Richtungen  der  drei  durch 
den  Punkt  gehenden  Tetraederkanten ,  und  diese  nach  den  drei 
in  der  Fläche  liegenden  Kanten  zerlegen. 

Aus  der  Entstehung  dieser  Kantenkräfte  geht  hervor,  dass 
wenn  eine  JScke  des  Tetraeders  und  die  gegenttberliegende  Seite 
festgehalten ,  die  sechs  Kanten  dann  aber  beliebig  geändert  wer- 
den;  sowohl  die  drei  durch  den  Punkt  gehenden  als  auch  die  drei 
in  der  Gegenebene  liegenden  Kräfte,  immer  nur  eine  und  dieselbe 
Mittelkraft  haben  können. 

Hält  man  zwei  Oegenkanten,  ausserdem  noch  zwei  Ecken  der 
einen  oder,  was  dasselbe  ist,  zwei  Ebenen,  die  durch  die  anderen 
Ecken  gehen,  fest,  so  haben  je  zwei  der  Kantenkräfte,  welche  durch 
einen  der  festen  Punkte  gehen ,  oder  in  einer  der  festen  Ebenen 
liegen,  eine  constante  Mittelkraft,  wie  auch  die  zwei  beweglichen 
Punkte  und  Ebenen  geändert  werden  mögen.  Denn  betrachtet 
man  eine  der  festen  Ebenen  und  ihre  feste  Gegenecke  als 
Zerlegungsebene  und  Punkt,  so  ist  die  Kraft,  die  in  der  festen 
Ebene  wirkt,  constant,  im  Schnitt  dieser  constanten  Kraft  mit  der 
ebenfalls  unveränderlichen  Kante  lässt  sich  die  Kraft  nach  der 
Richtung  der  Kante  und  der  in  der  festen  Ebene  liegenden  festen 
Ecke  zerlegen;  diese  letztere  Kraft  ist  die  constante  Mittelkraft  der 
beiden  in  der  festen  Ebene  liegenden,  veränderlichen  Kantenkräfte. 

Mittelst  dieses  Tetraeders  lässt  sich  die  am  Anfang  dieser 
Nummer  gestellte  Aufgabe  einfacher  lösen.  Als  Ecken  des  Te- 
traeders werden  die  zwei  festen  Axenpunkte,  und  zwei  beliebige 
Punkte  auf  der  Widerstandslinie  angenommen,  die  in  ihr  wirkende 
Kantenkraft  ist  der  gesuchte  Widerstand.  Der  Widerstand ,  den 
die  beiden  festen  Axenpunkte  auszuhalten  haben,  ist  die  constante 
Mittelkraft  der  beiden  veränderlichen  Kantenkräfte ,  welche  durch 
ihn  gehen.  Mit  jedem  dieser  Axenpunktwiderstände  lässt  sich 
ein  beliebiger  Theil  der  in  der  Axe  selbst  wirkenden  und  in  zwei 
Theile  zerlegten  Kraft  zusammensetzen,  und  dadurch  kann  man 
bewirken,  dass  die  eine  der  beiden  Kräfte  jeden  beliebigen  Winkel 
mit  der  Axe  bilde.  Auch  kann  jede  dieser  constanten  Mittelkräfte 
normal  zur  Axe  und  nach  der  Richtung  der  Axe  zerlegt  werden. 
Diese  letztern  zwei ,  vermehrt  um  die  ursprünglich  schon  in  der 
Axe  wirkende  Kraft,  können  dann  an  einem  dritten ,  besonders 
hierfür  construirten  Stützpunkt  der  Axe  aufgehoben  werden,  z.  B. 
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mittelst  einer  Pfanne  oder  eines  Schulterringes  bei  den  grossen 
Wendelbäumen,  welche  Fabriken  treiben. 

Das  Kräftetetraeder  ist  nur  ein  speci eller  Fall  der  viel  all- 
gemeineren Zerlegung  der  Kräfte  in  6  Seitenkräfte,  von  denen 
nicht  mehr  als  3  durch  einen  Punkt  gehen  und  ebenfalls  nicht 
mehr  in  einer  Ebene  liegen  dürfen  y  deren  Richtungen  aber  sonst 
ganz  beliebig  angenommen  werden  können.  Die  Beschränkung 
auf  das  Maximum  von  drei  Richtungslinien  durch  einen  Punkt, 
oder  in  einer  Ebene  ist  noth wendig,  weil  bei  Annahme  von  vier 
Kräften  durch  einen  Punkt  oder  in  einer  Ebene  die  Mittelmomente 
des  Systems  nicht  unbedingt  in  zwei  Momente  in  der  Ebene  der 
ttbrig  bleibenden  Kräfte  zerlegt  werden  können.  Es  mllssten  näm- 
lich die  drei  Momentenflächen  sich  in  einer  Linie  schneiden,  wenn 
obige  Annahme  erfüllt  sein  soll. 

Die  allgemeine  Zerlegung  können  wir  nur  analytisch  aus- 
führen. 


73.  Analytische  Zerlegung  der  Kräfte. 


Die  analytische  Zerlegung^  einer  Kraft  M,  die  darcli  den  Punkt  x^  y^  z^  1 
geht,  oder  einer  andern  N,  die  in  der  Ebene  |"  ti"  ('  v"  liegt ,  läset  sich  Jetzt  viel 
leichter  ausfuhren  als  es  früher  hätte  geschehen  können. 

Gehen  die  drei  Kräfte  durch  den  Punkt,  so  dürfen  nur  die  drei  /4t  ^43  (is 
willkürlich  angenommen  werden,  indem  alle  l  durch : 

a:»   2^4   24    1 

'11   *4  2    ^4  3  0 

gegeben  sind. 

Es  genügen  daher  die  drei  Gleichungen : 


U 


in 


m 


\  1 


A  A'  Ä'  ., 

e  e  e 


M  A  ^    ]'      X    ^    r 

W4  2    =» l.\  2   +   — '~  M  2   +    ~~  ^12» 

rn  e  e  e 


woraus  sich  ergiebt : 

A_ ^         yr_ 

e     ttia  1  Ia  t  I'a  ,  e'  ^4 1  ''*«  i  ^  s  \ 


M 


W»4  I   ^4  I   ^4  I 
^4  3  (  4  3  /   4  3 


/*  2  ''*!  2  ^    12 
(4  3  m  t  3  /    j  3 


h  1  ^'4  I  ?«4  ! 
h  2*42  '"4  2 
»4  3  *  t  3  W*4  3 


I  /        t        l" 
'*4«*»2*    42 

i  M  S   '  4  3  ^   4  8 


278 


Die  Zusammensetzung  der  Kräfte. 


'V*  = 

X^ViZ^l 

,  und  /"  .;t 

=- 

«4^*24   1^ 

*4a    *   42 

= 

Va           y2,  2^4           ^3 

= 

*4  3    ^   4  3 

«4           «2,    «4           «3 

Sind  insbesondere  /  T  l"  die  in  dem  Eckpunkt  4  eines  Tetraeders  sieb  schneidenden 
Kanten  4 1 ,  4  2 ,  4  3 ,  so  hat  man  wegen : 

Xs  ^3  Zs  I     , 

«4  3^4  »4  »   i 

yj  Zj    l         aas   Aj   , 

wenn  man  unter  X^  Y^  Z^  U^  die  Unterdeterminanten  von : 

D  =    X,  yi  z,  l 

«2  y2  H  i 

3^3  ya  Z3  1 

a:.i  ^4  24  1 

versteht.  Ebenso  findet  man  den  Coefficienten  von  1^2  und  /^a  in  der  Determinante 
des  Nenners  von  M  gleich  Y^  und  Zi ;  demnach  ist  diese  Determinante  gleich : 
(X4  -  a-O  Xi  +  0(4  -  Vi)  Y,  +  (2,  —  2.)  ^,  =  -  D. 
Die  Determinante  im  Nenner  von  A  ist  gleich : 

Xa     ya     «2     l 

2^3       ^3        «3       l 
i«^4      y4       »4      i 

Die  Verbindung  der  ersten  und  lotsten  Zeile  giebt  die  negativen  Werthe  von 
m ,  die  Verbindung  der  zweiten  und  dritten  Zeile  die  l  der  Linie  2  3 ,  oder  der 
Gegenkante  von  /.  Bezeichnen  wir  daher  das  Linienmoment  von  m  and  diesem 
/(23)  kurz  mit  S^^  ^3,  so  erhalten  wir  für  die  Kräfte,  welche  in  den  Kanten  wir- 
ken: 

A  A'  A"  M 


eS 


'    d 


/li  ,  2  3 


e  6 


wi ,  3 1 


eS, 


m^Vl 


mD  • 


Die  Zerlegung  der  Kraft  N  in  drei  Seitenkräfte,   deren  Richtungen  ein 
Dreieck  3  2  1  bilden,  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 


N_ 
n 

n 

N 


A  A    ,  Ä' 

'"a  2  *=    ~r"  ^S  2   H -7~  ^32    +    ~-y-  »32» 

e  €  6 

A  Ä   ,  Ä' 

W|  3  «=s    — —  t|  3   +    — >—  *  1  3   +   ~r~  ^13» 

e  c  e 


A  A   ,  A' 

»»21=    ~~~  '2  1    H ~'~  *  2  1    +  ~~r'  '    2  I  • 

n  e  e  t 

Die  Lösung  brauchen  wir  nicht  anzuschreiben,  sie  siebt  geradeso  wie  die  der 
obigen  Gleichung  aus. 

Wird  nun  das  Dreieck  als  Basis  eines  Tetraeders  betrachtet,  dessen  Seiten- 
flächen li^i^i^i  siodf  80  erhält  man,  ganz  wie  oben  vorgehend: 
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A        ^     ä'  ^    A''    ^    N 

worin  J  die  Determinante  Cfi  ^s  Ca  U)  ^^^  Ebenen-Coordinaten  ist^ 

Sind  M  und  iV  conjugirte  Kräfte  eines  und  desselben  Systems ,  so  könnte 

M  N 

man  die  Werthe  von  —  und  —   ans  Nr.  67  S.  247  in  obige  Ausdrücke  substi- 

m  ,n 

tuiren ,  allein  auf  einfachere  Weise  werden  wir  weiter  unten  su  den  treffenden 

Werthen  von  A  gelangen. 

Ein  Kräftesystem  im  Raum  lässt  sich,  wie  oben  schon  bemerkt  wurde,  durch 

6  Kräfte  darstellen ,  welche  nach  beliebigen  Richtungen  wirken ,  von  denen  aber 

nicht  mehr  als  wie  drei  durch  einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen  dürfen. 

Die  Kräfte  ergeben  sich  aus  der  Lösung  der  sechs  Gleichungen : 

A  ,    A  „    — 

e  e 


A" 
e 

A'"             >4"v 

,      ,'"    ^        ,     ,IV  ^ 
C                         € 

+  '.% 

A" 

A" 

// 

e 

A'"              >4»v 
1    /"            1..  /'v 

+  'r. 

A'' 

A         ,    Ä 

^13=  ^  3 h  ^  8  ~  ■  "H  'l  3 

e  e 

u.  s.  f.  für  die  weitem  Indexe  14,  25,  42,  3  4. 

Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichungen  bietet  nichts  Besonderes  dar; 
ganz  besonders  einfach  aber  wird  diese,  wenn  die  Richtungslinien  die  sechs  Kanten 
eines  Tetraeders  sind.  Liegen  sich  z.  B.  die  Kanten  /  und  l^  gegenüber,  so  multi- 
plicire  man  zur  Bestimmung  von  A  Jede  Gleichung  a,^  mit  dem  l^  ,  das  den  Er* 

gänzungsindex  a  trägt ;  dann  erhält  man : 

€ 
denn  alle  andern  Linienmomente  S^^  werden  gleich  0,  weil  l^t  mit  Ausnahme  der 

Gegenkante  l,  alle  übrigen  Kanten  s^Jineidet. 

Sind  die  /Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von  D  und  ^,  so  ist  S^jr 

für  alle  Gegenkanten  constant  gleich  D  oder  J;  in  diesem  Fall  ist: 

A        ^air 


e  D 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  Jenem  von  Nr.  66  S.  246«  so  folgt:  Wird 
durch  Goordinatenverwandlung  das  System  auf  irgend  ein  Te- 
traeder bezogen,  so  sind  die  Coefficienten  des  Nullsystems 
die  in  den  Tetraederkanten  wirkenden  Kräfte,  wenn  das  System 
nach  den  Richtungen  derselben  zerlegt  wird. 

Wendet  man  die  obige  Zerlegung  auf  das  cartesische  Coordinatentetraeder 
selbst  an,  so  findet  man  in  der  That  alle  e  <»  1,  D  »>  1.  Für  die  Kanten  sind  alle 
l  gleich  0  mit  Ausnahme  des  l ,  welches  die  Indexe  der  Enden  trägt :  für  die  der 
Kante  ik  gegenüberliegende  Kante,  reducirt  sich  also  S^^  ^^^<*ik  ^gk  ^^  ^ik* 
Es  ist  also  A  =^  a^j^  die  in  der  Coordinatenaxe  ik  wirkende 
Kraft. 
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Hiermit  wäre  auch  die  Bedeutung  der  CoefficieDteiv  a^^  ermittelt.     Bei  car- 

tesischen  Coordinatenaxen  sind  die  in  der  xy  und  sAxe  wirkenden  Kräfte  O41  042043 
gewöhnliche  endliche  Kräfte,  die  drei  in  den  Ebenen  xy^  yz,  zx  wirkenden  Kräfte 
Ol  a,  0^3 ,  03 1  sind  unendlich  ferne  und  kleine  Kräfte,  also  Drehungsmomente. 


Viertes  Kapitel. 

Die  projectivische  Verwandtschaft  zwischen 
dem  Kräfte-  und  dem  Seilpolygon. 


74.  Collineäre  und  reciproke  Beziehungen. 

Da  zu  jedem  Eräftepolygon ,  es  mag  irgend  eine  beliebige 
Figur  bilden,  ein  Seilpolygon  construirt  werden  kann  und  umge- 
kehrt, so  können  wir  mit  einem  derselben  jedem  beliebigen 
Linienzug,  also  auch  einem  Polygon,  folgen,  das  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  um-  oder  einbeschrieben  ist.  Es  fragt  sich  nun 
aber,  ob  und  wann  dann  auch  das  erste  Polygon  eine  Curve 
zweiter  Ordnung  werden  kann.        ^ 

Die  Frage  wäre  beantwortet,  wenn  wir  sagen  könnten,  in 
welchen  Fällen  die  beiden  Polygone  projectivisch  aufeinander  be- 
zogen werden  können,  denn  dann  müssen  Kräfte-  und  Seilpolygon 
gleichzeitig  Gebilde  zweiter  Ordnung  werden. 

Wollten  wir  die  beiden  Gebilde ,  das  Kräfte  -  und  das  Seil- 
polygon, coUineär  auf  einander  beziehen,  so  mttssten  wir  das 
erstere  auf  den  Kräftebttschel ,  den  Inbegriff  aller  Kräftelagen ,  .im 
Seilpolygon  beziehen ;  beide  Polygone  hätten  dann  die  unendlich 
ferne  Gerade  entsprechend  gemein,  wären  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen.  Wird  dann  das  Seilpolygon  construirt,  so  gelangt  man 
zur  Verwandlungsfigur  (Fig.  51  S.  90),  in  welcher  012i3,  etc.  das 
Seilpolygon  vorstellen  würde.  Da  aber  die  verwandelte  Fläche 
dem  Moment  der  Mittelkraft,  also  auch  dem  Moment  einzelner 
Kräfte,  die  sie  zusammensetzen ,  proportional  ist ,  so  gelangt  man 
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zum  Schluss,  dass  das  Moment  einer  beliebigen  Zahl  Kräfte,  deren 
Lage  im  Seilpolygon  dem  Kräftepolygon  ähnlich  ist,  dem  Flächen- 
inhalt dieses  letztern  proportional  sei. 

Dieses  Resultat  mag  interessant  sein,  allein  es  führt  uns  nicht 
zum  Ziel,  denn  die  beiden  Polygone  Ol 2t 3i  und  0123  (Fig.  51) 
sind  nichts  weniger  als  projectivisch.  Wir  wollen  also  der  col- 
lineären  Verwandtschaft  nicht  weiter  nachforschen,  sondern  es 
versuchen,  die  Gebilde  reciprok  auf  einander  zu  beziehen. 

Reciprok  können  das  Kräfte-  und  Seilpolygon  wohl  nur  in 
der  Art  auf  einander  bezogen  werden,  dass  der  Kraft  im  Kräfte- 
polygon ihr  Angriffspunkt  im  ^eilpolygon  entspreche,  denn  es  mu'ss 
doch  das  dieselbe  Kraft  Treffende  mit  einander  in  Verbindung  ge- 
bracht werden. 

Entspricht  jeder  Kraft  2,  3,  4. ..  des  Kräftepolygons  (Taf.  85) 
ihr  Angriffspunkt  2,  3,  4 . . .  (Taf.  83)  im  Seilpolygon,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  jeder  Seilpolygonseite  2  3,  3  4  dem  Schnittpunkt 
zweier  Kräfte  2  3,  3  4  (Taf.  85)  im  Kräftepolygon  u.  s.  f.  Der  Be- 
dingung endlich,  dass  die  Strahlen  0^)23,  34  (Taf.  85)  mit  23,34 
(Taf.  83)  parallel  laufen  sollen,  können  wir  nur  dadurch  genügen, 
dass  wir  den  Pol  0^  (Taf.  85)  des  Kräftepolygons  auf  die  unendlich 
ferne  Gerade  des  Seilpolygons  (Taf.  83)  so  beziehen ,  dass  beide 
perspectivisch  liegen;  jeder  Strahl  0^)  2  3,  3  4  etc.  des  Poles  0« 
schneidet  dann  die  unendlich  ferne  Gerade  in  dem  ihm  zugeord- 
neten Punkt  QO)  2  3,  34  etc.  des  Seilpolygons,  d.  h.  die  Strahlen, 
welche  von  0«  aus  die  Punkte  23,  34  projiciren,  laufen  mit  den 
diesen  letztern  zugeordneten  Seilpolygonseiten  parallel ,  was  be- 
wirkt werden  sollte. 

Sind  die  beiden  Polygone  also  aufeinander  bezogen,  so 
schneiden  sich  die  Richtungslinien  23  4  (Taf.  83)  aller  Kräfte  im 
Seilpolygon,  die  mit  den  ihnen  entsprechenden  Kräftepolygon- 
seiten  234  (Taf.  85)  parallel  laufen,  in  dem  Punkt  0^,  welcher  als 
Punkt  des  Seilpolygons  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Kräfte- 
polygons zugeordnet  ist  (diesen  Satz  verdanke  ich  Herrn  Privat- 
docent  Reye), 

^  eine  gerade  Linie        .,  dem  ihr  ,     , 

Denn  wenn    .    c,^  , ,    u«    i_  1   »iit   j      i.       zugeordneten 

ein  Strahlenbüschel  der  ihm       ^ 

P      A       perspectivisch  liegt,  so  liegt         auch  als  Gebilde  des 
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letztern  Systems  betrachtet,  mit  ^^"'.J'*^    zugeordneten    ^^^^^^ 

der  ihm       °  Geraden 

des  erstem  perspectivisch. 

Gehen  nämlich  die  drei 
Strahlen  abc,  Fig.  130,  durch 
die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  ABCy  und  entspricht 
der  Linie  0  der  Punkt  0,  so 
gehen  auch  die  Strahlen 
0)ABC  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  0)a&c, 
weil  diese  Punkte  in  Folge 
der  perspectivischen  Lage  identisch  sind.    Und  umgekehrt. 

Aus  Gründen  späterer  Anwendungen  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  sich  dieser  Satz  bei  dem  Kräfte-  und  Seilpolygon,  mit  der  da- 
selbst tlblichen  Bezeichnung  gestaltet.  Der  Uebersicht  wegen 
nehmen  wir,  Fig.  131,  die  unendlich  ferne  Gerade  f/^oo  imRahmen 


Fig.  131. 


0& 


Vi 


des  Blattes  an,  und  beziehen,  wie  oben  angegeben,  den  Strahlen- 
bttschel  Ok  des  Poles  des  Kräftepolygons  so  auf  die  unendlich 
ferne  Gerade  oc  (/,  dass  jedem  Strahl  0^11  de»  Poles  der  in  ihm 
liegende  Punkt  U  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Gebilde  des 
Seilpolygons  entspricht.    Es  entsprechen  sich  also  in  dem 
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Kräfte-,  Seil- 
polygon: 

in  Folge  dieser  Annahme Ok  oo 

und OkU     U 

Es  muss  im  Seilpolygon  einen  Punkt  0^  geben,  welcher 
der  unendlich  fernen  Geraden  als  Gebilde  des  Kräfte- 

polygons  entspricht oo         0^^ 

Die  Verbindung  der  beiden  letzten  Gebilde  giebt    .     U         OdJ 

Wurde  der  Punkt  (7  in  der  Richtungslinie  irgend  einer  KraitS 
z.  B.  angenommen ,  so  muss  auch  der  entsprechende  Strahl  O3  in 
Folge  der  reciproken  Beziehung  durch  den  der  Kraft  3  entspre- 
chenden Angriffspunkt  der  Kraft  3  im  Seilpolygon  gehen.  Mithin 
gehen  die  Richtungen  aller  Kräfte  des  Seilpolygons  durch  den 
Punkt  O3 ,  welcher  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Kräftepoly- 
gons entspricht. 

Wenn  also  alle  Kräfte  eines  Seilpolygons  durch 
einen  Punkt  gehen,  so  können  das  Kräfte-  und  das 
Seilpolygon  reciprok  aufeinander  bezogen  werden. 

Sind  von  den  beiden  Systemen  die  Pole  0  0^  Fig.  132  und 
133  gegeben,  und  wird  in  einem  derselben  eine  beliebige  Gerade 
n,  Fig.  132  angenommen,  so  muss  der  entsprechende  Punkt  ^1, 
Fig.  133  im  andern  System  auf  dem  zu  a  parallelen  Strahl  durch 


Fig.  132. 
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Fig.  133. 
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Ol  liegen,  und  kann  nunmehr  in  diesem  Strahl  willkürlich  ange- 
nommen werden;  ist  er  aber  angenommen,  so  sind  die  beiden 
Systeme  unzweideutig  auf  einander  bezogen.  Denn  der  einer 
zweiten  Geraden  b,  Fig.  132  entsprechende  Punkt  ^1,  Fig.  133, 
liegt  erstens  in  dem  zu  b  parallelen  Strahl  Oi  B^  und  zweitens  in 
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der  geraden  A^  B^ ,  welche  durch  A^  geht  und  mit  dem  Strahl 
parallel  läuft,  der  den  Punkt  {ab)  von  0  aus  projicirt,  ist  daher 
vollständig  bestimmt.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  auch  umge- 
kehrt, wenn  B^  gegeben  ist,  die  Linie  &,  endlich  auch  die  jedem 
Punkt  in  Fig.  132  entsprechende  Gerade  in  Fig.  133  mittelst  des 
Punktes  aby  und  der  ihm  entsprechenden  Geraden  ^i  By  construirt 
werden.  Insbesondere  entspricht  eiuem  Punkt  C  auf  b  die  durch 
den  Punkt  B^  gehende  und  zum  Strahl  OC  parallel  laufende 
Linie  C|. 

Die  3  durch  den  Punkt  (a  b)  gehenden  Linien  laufen  mit  den 
Seiten  des  Dreiecks  OyA^Bx  parallel,  wird  daher  eine  dieser 
Linien  z.  B.  a,  Fig.  132,  mittelst  deren  wir  uns  b  construirt  denken, 
parallel  mit  sich  selbst  nach  o,  versetzt,  so  bildet  sie  mit  den  bei- 
den übrigen  Linien  ein  0,  A^  B^ ,  Fig.  133  ähnliches  Dreieck 
[0{ab)'\  b  a|.  Fällt  man  vom  Pol  0  Pei'pendikel  h  und  k  auf  die 
gegebenen  Linien  a  und  £,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
[0(a6)]Afli;  F=  a^h  =  bk. 

Anderseits  hat  man  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecks 

auch :   -^  =    ^  -    - ,  woraus  wegen  a  =  ai  folgt : 

ah  =^  bk. 

In  zwei  auf  diese  Weise  reciprok  auf  einander 
bezogenen  Systemen,  sind  die  Produkte  der  Ent- 
fernungen entsprechender  Elemente  vondenPolen 
constant. 

Ist  die  Grösse  dieser  Constanten  =  c^  gegeben,  so  kann  man 
ebenfalls  direct  die  Elemente  des  einen  Systems  construiren, 
welche  gegebenen  Elementen  des  andern  entsprechen.  Ist  z.  B. 
a  in  Fig.  134  gegeben,  so  fällen  wir  von  0  den  Perpendikel  h  auf 
a,  tragen  vom  Fusspunkt  desselben  aus  c  auf  a  auf,  und  erhalten 
vermittelst  des  rechtwinkeligen  Dreiecks,  Fig.  134  auf  der  Ver- 
längerung von  h  die  Entfernung  des  entsprechenden  Elementes^. 
Die  Strecke  Oj  A  Fig.  135  bildet  dann  einen  immer  im  gleichen 
Sinn  aufzutragenden  Winkel  von  90^  mit  h.  In  Fig.  135  ist  auch 
die  Auflösung  der  reciproken  Aufgabe  angedeutet. 

Punkten  eines  und  desselben  Strahles  in  einem  System  ent- 
sprechen Parallellinien  im  andern.  Jeder  Strahl  des  Poles  schnei- 
det zwei  dieser  Parallelen  ab  Fig.  134  so,  dass  Oba  dem  Gebilde 
O^AB  Fig.  1 35  ähnlich  ist.     Denn  ms  O^A .h  ^  O^B.k  folgt : 
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Auch  dieser  Satz  leistet  bei  der  Construetion  verwandter  Poly- 
gonen gute  Dienste. 

Hieraus  könnte  auch  geschlossen  werden,  dass  alle  solche 
Seil-  oder  Kräftepolygone,  welche  zu  einem  gegebenen  Kräfte- 
oder Seilpolygone  construirt  werden  können,  ähnliche  Figuren 
seien,  wenn  es  nicht  schon  unmittelbar  daraus  hervorginge,  dass 
alle  diese  Figuren  die  unendlich  ferne  Gerade  entsprechend  ge- 
mein haben. 

Fasst  man  das  Kräfte-  und  das  Seilpolygon  einfach  als  reci- 
prok  verwandte  Figuren  auf,  so  können  alle  Elemente  der  Ebene 
als  Elemente  beider  Polygone  betrachtet  werden.  Stellen  die  Poly- 
gone aber  ein  wirkliches  Kräftesystem  dar,  dann  kann,  wenn 
beide  Pole  in  der  Endlichkeit  liegen,  keine  Seil- 
polygonseite durch  den  Pol  gehen.  Denn  wenn  eine 
Polygonseite  durch  den  Pol  ginge,  so  müssten  auch  alle  andern 
durch  ihn  als  durch  den  gemeinsamen  Schnitt  dieser  Polygonseite 
mit  allen  andern  Kräften  gehen.  Wenn  daher  die  durch  einen 
Punkt  gehenden  Kräfte  überhaupt  durch  ein  Polygon  mit  einander 
verbunden  werden ,  so  kann  keine  Seilpolygonseite  durch  den  Pol 
gehen.  Dagegen  können  die  Kräfte  im  Kräftepolygon  den  Pol 
enthalten;  denn  ihreBichtungslinien  sind  an  gar  keine  Bedingung 
geknttpft. 

Dass  die  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  aufeinander- 
folgender Kräfte  durch  den  Schnitt  ihrer  äussern  Polygonseiten 
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gehe ,  wurde  in  Nr.  44  S.  172  ganz  allgemein  bewiesen ;  es  lässt 
sich  aber  auch  speciell  für  den  vorliegenden  Fall  direct  aus  der 
Reciprocität  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  ableiten.  Die  Mittel- 
kraft 912  wird  im  Kräftepolygon  (Taf.  85)  durch  die  ebenso  be- 
zeichnete punktirte  Linie  dargestellt.  Den  Endpunkten  derselben 
als  Schnitten  der  Seiten  89  und  23,  entsprechen  im  Seilpolygon 
(Taf.  83)  der  Schnitt  9 1 2  der  Linien  8  9  und  2  3  als  Verbindungs- 
linien der  Punkte  8  9  und  2  3 ;  und  dem  unendlich  fernen  Punkt 
(9 1 2)  Taf.  85  die  Verbindungslinie  von  O^  mit  (9 1 2)  Taf.  83. 
Sie  läuft  demnach  mit  (9 1 2)  (Taf.  85)  parallel,  ist  also  in  Richtung 
und  Lage  die  Mittelkraft  von  (912),  die  durch  den  Schnitt  der 
ausserhalb  2  und  9  liegenden  Polygonseiten  8  9  und  2  3  geht. 

Wenn  man  die  Gleicbnng  einer  Seilpolygonseite : 
and  die  Gleichung  des  entsprechenden  Punktes  des  entsprechenden  Kräftepolygons: 

(^^  !>-('<)'  +  -=» 

anschreibt ,  so  sieht  man ,  dass  beide  in  einander  übergehen ,  wenn  man  x  *»  —  17, 

^  BB  I  seist ;  nnd  wenn  2A  —  als  Coefflcient  der  constanten  Ordinate  l  anch  con- 

stant  bleibt,  weil  in  der  Oleichang  des  Punktes  des  Kräftepolygons  1  auch  constant 
ist.  Soli  aber  dieses  Glied  constant  bleiben ,  so  darf  nur  die  Gleichung  der  ersten 
Seilpolygonseite  Oi  ein  c  enthalten ;  alle  folgenden  dürfen  kein  c  enthalten ,  sie 
rofissen  von  der  Form  ax  -{■  hy  sein,  d.  h.  sie  müssen  durch  den  Ursprung  gehen. 
Wenn  also  alle  Kräfte  eines  Seilpolygons  durch  einen  Punkt 
gehen,  so  können  das  Kräfte-  und  das  Seilpolygon  reciprok  auf 
einander  bezogen  werden. 

Der  Linie:  aar  +  6y  +  c  =  0, 

entspricht  dann  der  Punkt : 

—  a>7  +  ft|  +  c  =  0. 

cw 
Der  Perpendikel />  vom  Ursprung  auf  die  Linie  ist  gleich  .    Die  Entfernung  r 

e  , 

des  Punktes  vom  Ursprung  ist  =  — .     Also  pr  ^=  o)  oder  constant. 

c 

DasProduct  der  Entfernung  entsprechender  Elemente  vom 

Ursprung  ist  also  constant. 

Da  X  und  17 ,  y  und  |  gleichseitig  =»  0  nnd  gleichzeitig  =»  oo  werden ,  so 
entspricht  die  unendlich  entfernte  Gerade  des  einen  Polygons  dem  Ursprung  des 
andern. 
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75«  Das  Kräfte-  nnd  das  Seilpolygön  in  Verbindnng  mit 

Curven  zweiter  Ordnung, 

Wenn  die  Richt^ngslinien  aller  Kräfte  durch  einen  Punkt 
gehen,  und  die  beiden  Polygone  reeiprok  liegen,  so  muss,  sobald 
das  eine  einer  Curve  zweiter  Ordnung  um-  oder  einbeschrieben 
ist,  das  andere  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein-  oder  umbe- 
scbrieben  sein.  Und  dieses  letztere  Polygon  ist  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Pol  des  erstem  Polygons 
in,  auf,  oder  ausserhalb  der  Curve  liegt. 

Da  diesen  Kräftepolen  die  unendlich  fernen  Geraden  der 
beiden  Polygone,  femer  den  von  der  einen  Curve  einge- 
schlossenen Punkten,  die  von  der  andern  Curve  ausgeschlos- 
senen Linien  entsprechen,  so  ist  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade von  der  Curve  ausgeschlossen,  diese  also  eine  Ellipse,  wenn 
der  Pol  im  Innern  liegt;  liegt  der  Pol  auf  der  einen  Curve,  so  ist 
die  andere  eine  Parabel,  liegt  er  endlich  ausserhalb,  so  ist  die 
andere  eine  Hyperbel. 

Diese  Verhältnisse  sind  auf  Taf.  8  dargestellt,  wo  zwei  gegen- 
seitig in  verschiedener  Weise  reeiprok  liegende  Hyperbeln,  Ellip- 
sen und  Parabeln  gezeichnet  wurden.  Es  wurden  dabei  die  ein- 
beschriebenen Polygone  als  Seil- ,  die  umschriebenen  als  Krftfte- 
polygone  behandelt.  Taf.  Sj  wurden  drei  Pole  Oh  Op  und  0, 
ausserhalb ,  auf  und  in  der  Hyperbel  angenommen  und  die  reci- 
proken  Hyperbel  Taf.  8j ,  Parabel  Taf»  8|  und  Ellipse  Taf.  83  ge- 
zeichnet, natürlich  liegen  die  entsprechenden  Pole  Oa  dieser  letzten 
drei  Figuren  ausserhalb  der  Curven.  Dann  wurde  noch  zum  Pol 
Oe  Taf.  83  die  Ellipse  Taf.  85  und  zum  Pol  Op  Taf.  84  die  Parabel 
Taf.  8e  gezeichnet,  so  dass  auf  diesem  Blatt  alle  reciproken  Be- 
ziehungsarten der  drei  Curven  auf  einander  mit  Ausnahme  der 
Ellipse  zur  Parabel  zu  finden  sind. 

Bevor  wir  aber  die  Constructionen  dieses  Blattes  weiter 
erläutern,  wollen  wir  noch  auf  die  folgenden  reciproken  Be- 
ziehungen der  vorkommenden  Punkte  und  Linien  aufmerksam 
machen. 
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Es  entspricht, 


Jedem  Element  der  einen  Curve : 


Jedem  Strahl  eines  Poles. 


Zwei  Curvenpunkten  desselben. 


Den  Tangenten  an  diese. 
Ihrem  Schnittpunkt. 

Der  Polaren  des  Polygonpoles. 
Zwei  conjugirten  Punkten  dieser 
Polaren» 


Den  Endpunkten  des  durch  den 
Pol  gehenden  Durchmessers. 

Den  Endpunkten  der  durch  den 
Pol  gehenden,  und  dem  Durch- 
messer conjugirten  Sehne. 

Den  unendlich  fernen  Punkten 
«irgend  einer  Sehne. 


Den  in  den  Asymptoten  liegen- 
den unendlich  fernen  Punkten 
der  Curven. 

Den  beiden  durch  die  Asymptoten 
getrennten  Armen  der  Curve* 


Das  folgende  Element  der  an- 
dern: 

Der  in  ihm  liegende  unendlich 
ferne  Punkt. 

Die  durch  diesen  Punkt  gehen- 
den aläo  zum  Strahl  parallelen 
Tangenten. 

Die  Berührungspunkte  dieser. 

Der  sie  verbindende  Durch- 
messer. 

Der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Zwei  conjugirte  Durchmesser, 
welche  mit  den  Strahlen  pa- 
rallel laufen,  welche  die 
Punkte  der  Polaren  aus  dem 
Pol  der  andern  Curve  proji- 
ciren. 

Die  zu  dem  Durchmesser  paral- 
lelen Tangenten. 

Die  zur  Sehne  parallelen  Tan- 
genten. 

Die  Strahlen,  welche  vom  Pol 
aus  die  den  Sehnen  entspre- 
chenden Punkte  projiciren, 
und  demnach  mit  diesen  Seh- 
nen parallel  laufen. 

Die  zu  den  Asymptoten  paral- 
lelen Tangenten  durch  den 
Pol. 

Die  durch  die  Berührungspunkte 
dieser  Tangenten  getrennten 
Theile  der  Curve. 

Weit  ausspringende  Winkel. 


Tief  in  die  Curve  schneidenden 
Sehnen. 

Ohne  einander  gegenübergestellt  werden  zu  können,  folgen 
noch  aus  Obigem:  dass  die  Richtungen  der  zwei  durch  Oi  und  0 
gehenden  Durchmesser  in  beiden  Curven  in  Bezug  auf  ihren  Mittel- 
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punkt  conjugirt  sind.  Ferner:  da  conjagirte  Strahlen  des  einen 
Poles  mit  conjugirten  Durchmessern  der  andern  Gurve  parallel 
laufen,  Gebilde  von  conjugirten  Elementen  aber  stets  projectivisch 
sind,  so  sind  auch  die  Strahlenbttschel  projectivisch,  welche  vom 
einen  Pol  und  vom  Mittelpunkt  der  andern  Gurve  aus ,  die  Punkte 
der  einen  Gurve  und  die  Berührungspunkte  der  entsprechenden 
Tangenten  der  andern  Gurve  projiciren.  Diese  beiden  Strahlen- 
bttschel werden  von  je  zwei  Linien ,  deren  Richtungen  conjugirt 
sind,  in  ähnlichen  Gebilden  geschnitten,  denn  in  beiden  Gebilden 
entsprechen  sich  dann  die  unendlich  fernen  Punkte. 

Als  Anwendung  der  obigen  Sätze  haben  wir  Taf.  8  fttnf  Paare 
reciproker  Gurven  gezeichnet.  Von  Taf.  8i  ausgehend  haben  wir, 
um  die  dem  ausserhalb  der  Gurve  liegenden  Pol  Oh  entsprechende 
Hyperbel  8^  zu  erhalten,  durch  Oh  Taf.  8i  den  Durchmesser  t/,  die 
ihm  conjugirte  Sehne  t^,  den  ihm  conjugirten  Durchmesser  n  und 
die  Polare  m  vom  Oh  gezeichnet.  Als  Kräftepolygon  wurden  dann 
ausgezogen  die  Tangenten  an  die  6  Gurvenpunkte  in  den  drei 
Linien  mnv^  die  beiden  Asymptoten  und  die  beliebige  Tangente  4, 
was  im  Ganzen  9  Seiten  giebt,  von  denen  8  paarweise  durch  die 
Schnittpunkte  «  mit  den  Linien  vnmco  gehen. 

Nehmen  wir  Taf.  82  den  Pol  Oh  an,  so  entsprechen  den  4  Pa- 
rallellinien t?  71 17t  QO  die  4  Punkte  oo  NM  Oh  9  welche  auf  den  Pa- 
rallelen durch  Oh  so  liegen,  dass  das  Gebilde  NM  Oh  dem  Gebilde 
n)mnv  ähnlich  ist  (Nr.  74  S.  284);  auf  der  Tafel  wurden  die 
Distanzen  NM  Oh  gerade  halb  so  gross  als  wie  die  von  ü)m  n  v  an- 
genommen. Taf.  81  schneiden  sich  die  4  Linien  h9mu  in  einem 
Punkt ,  also  liegen  Taf.  8^  die  4  Punkte  59 M U auf  einer  geraden 
Linie,  auf  der  Parallelen  zu  u  durch  M.  Die  Lage  der  Punkte  5 
und  9  wird  vollends  dadurch  bestimmt,  dass  die  Strahlen  Oh  5  und  9 
Taf.  83  mit  den  Tangenten  5  und  9  Taf.  81  parallel  laufen  müssen. 
Genau  reciprok  folgt,  dass  die  beiden  Tangenten  iV)  3  5  Taf.  8$  mit 
den  Strahlen  Oh)  3  5  Taf.  81  parallel  laufen  müssen ,  wodurch  die 
Punkte  3  und  8  auf  Oh  U  Taf.  83  bestimmt  sind.  Endlich  laufen 
die  Tangenten  Oh)  1 6  Taf.  83  mit  den  Asymptoten  der  Taf.  81  und 
die  Asymptoten  durch  M  Taf«  83  mit  den  Tangenten  Oh)  2  7  parallel. 
Hat  man  in  beiden  Figuren  nichts  weiter  als  die  bis  jetzt  erwähn- 
ten Elemente  gezeichnet,  und  wirft  man  einen  Blick  auf  die  Zeich- 
nungen ,  so  sieht  man ,  dass  jetzt  von  beiden  Gurven  gleichartig 
gelegene  Elemente  vorhanden  sind,  nämlich  auf  drei  parallelen 
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Sehnen ;  drei  Paar  Punkte  mit  ihren  Tangenten  und  die  Asymp- 
toten.  Dieses  Yerhältniss  lässt  sieh  übersiehtlich  durch  das  fol- 
gende Schema  darstellen : 

Es  entsprechen  sieh : 

Taf.  8,  Taf.  8^ 

Den  Tan-  Den  paraHelen  Die    DieDarch- 

genten.       Sehnen.  Punkte,  messerp. 

AufdenPoItangentenl    6  iV 


Asymptoten  1  6    it 

Durch  den  Pol  2  7     t? 

An  die  Scheitel  3  8    oo 

Der  Polsehne  5  9m 


u 


„  Asymptoten  2  7  f^\ 
der  Polsehne  3  8  Oa 
dieScheitelpunkte  5    9  M 


U. 


Je  vier  Linien  auf  einer  Zeile 
schneiden  sich  in  einem 
Punkt, 

Dem  Winkel  In  6,  dessen 
Strahlen  die  Curve  schnei- 
den. 


Je  vier  Punkte  auf  einer  Zeile 
liegen  in  einer  geraden 
Linie. 

Die  Strecke  1 N6  von  der  Tan- 
genten an  die  Curve  gezogen 
werden  können. 


Aus  der  letzten  Reciprocität  geht  hervor,  dass  die  in  der  Curve 
liegenden  unendlich  fernen  Strecken  nicht  zusammenfallen,  sondern 
von  den  beiden  conjugirten  unendlich  fernen  Punkten  U  und  F 
liegt  der  eine  in  der  einen  und  der  andere  in  der  andern  Curve. 

Um  den  beliebigen  Punkt  4  mit  seiner  Tangente  zu  erhalten, 
wurde  nach  Nr.  74  S.  284  der  Strahl  0/k4,  Taf.  8j,  parallel  zur 
Tangente  4,  Taf.  8^,  und  auf  diesem  Strahl  der  Punkt  4  durch  die 
Linie  3/4  ausgeschnitten,  welche  mit  dem  Strahl,  Taf.  8^,  parallel 
läuft,  der  aus  Ok  den  Schnittpunkt  der  Tangente  4  mit  m  projicirt. 
Die  Tangente  an  4,  Taf.  8^,  läuft  parallel  mit  dem  Strahl  0^4, 
Taf.  8i. 

Nachdem  die  Polygone  gezeichnet  waren ,  wurde  Taf.  8^  die 
Richtungslinie  der  Kräfte,  die  alle  durch  Oh  gehen,  eingezeichnet, 
und  noch  angedeutet ,  in  welchem  Sinn  die  Hyperbel  in  Anspruch 
genommen  ist.  Man  sieht,  in  einem  Arm  ist  sie  gepresst,  im  an- 
dern gespannt. 

Wird  der  Pol  0^,  Taf.  8i,  auf  der  Hyperbel  angenommen,  so 
erhält  man  die  Parabel  Taf.  84.  Der  Pol  Op,  Taf.  8^,  wurde  auf« 
gewählt,  um  immer  die  gleichen  conjugirten  Richtungen  zu  erhal- 
ten. Taf.  84  wurde  durch  Oh  eine  Parallele  zu  den  Tangenten  8 
nach  dem  unendlich  fernen  und  nach  dem  Punkt  3  gezogen,  und 
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der  der  Tangente  3  entsprechende  Punkt  3  willkürlich  darauf  an- 
genommen. Die  Parallele  zu  n  durch  3  ist  die  Scheiteltangente 
der  Parabel ;  die  Parallelen  0/< )  1 6  zu  den  Asymptoten  sind  Tan- 
genten, deren  Berührungspunkte  dadurch  bestimmt  sind,  dass  ihre 
Abscissen  gleich  der  halben  Subtangente  sind.  Die  den  Tangenten 
245  7  entsprechenden  Punkte  wurden  direct  durch  den  Schnitt 
ihrer  Projectionsstrahlen  aus  Oj^  und  3  construirt,  von  denen  der 
erstere  mit  der  entsprechenden  Tangente  und  der  zweite  mit  dem 
Strahl  parallel  läuft,  welcher  mit  0^,  Taf.8|,  den  Schnitt  der  Tan- 
genten mit  der  Tangente  3  projicirt.  Eine  Tangente,  Taf.  84, 
würde  parallel  laufen  mit  einem  Strahl,  welcher  Taf.  81  ausO^  den 
Berührungspunkt  projicirt.  Die  Taf.  84  eingezeichneten  Pfeile  be- 
ziehen sich  auf  das  Kräftepolygon  Taf.  80,  nicht  81. 

Um  eine  Ellipse  zu  erhalten ,  wurde  Taf.  8|  der  Pol  Oe  auf  n 
im  Innern  der  Hyperbel  angenommen,  dann  die  conjugirte  Sehne 
0,,  9  und  ihr  Pol  (n  m^)  construirt.  Taf.  83  wurde  dann  0^38 
ähnlich  0«.  8  3  gemacht ;  im  vorliegenden  Fall  ist  das  Verhältniss 
dieser  Gebilde  genau  wie  2  zu  1.  Auf  den  punktirten  Tangenten 
3  und  8,  Taf.  83,  wurden  die  Schnittpunkte  mit  den  Tangenten  9 
und  9'  durch  Strahlen  von  0/^  projicirt,  welche  mit  den  Sehnen 
98,  93  und  9' 8,  9' 3,  Taf.  81,  parallel  laufen.  Die  Berührungs- 
punkte liegen  in  der  Mitte  der  Tangenten  9  und  9',  Taf.  83.  Die 
Parallelen  0/^)16  zu  den  Asymptoten  sind  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte nach  den  bekannten  Regeln  aus  3  und  8  projicirt 
werden  können. 

Taf.  83  wurde  ferner  der  Pol  0^  im  Innern  angenommen  und 
damit  die  Ellipse  Taf.  85  construirt.  8  0«  3  wurde  gleich  3  0«  8 
gemacht;  dann  laufen  die  Strahlen,  welche  aus  Oe^  Taf.  83,  die 
Schnitte  der  aufeinander  folgenden  Tangenten  13  6  81  projiciren 
'  mit  den  Sehnen,  T^f.  83,  der  gleichnamigen  Punkte  parallel.  Der 
umgekehrte  Satz  giebt  die  Länge  der  Sehne  0^9,  Taf.  89,  die 
Tangente  9  und  die  Polare  m^  von  0«.  Die  zwischen  liegenden 
Tangenten  245  7  wurden  direct  construirt. 

Endlich  wurde  der  Pol  Op,  Taf.  84,  auch  noch  auf  der  Parabel 
in  3  angenommen  und  damit  die  Parabel  Taf.  8e  construirt.  Nach 
den  bisherigen  Erörterungen  bedarf  diese  Construction  keiner  wei- 
teren Erklärungen  mehr. 

Dagegen  ist  in  projectivischer  Beziehung  bemerkenswerth, 
dass  wenn  der  eine  Pol  auf  der  Curve  liegt ,  er  mit  allen  Gebilden 
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der  Curve  perspectivisch  liegt ,  weil  er  ein  Punkt  der  Curve  ist. 
Einer  beliebigen  Zahl  Punkte  der  Curve  sind  daher  projeetivisch : 

die  Tangenten  an  diesen  Punkten, 

der  StrahlenbUschel,  welcher  sie  vom  Pol  aus  projicirt, 

die  Schnitte  ihrer  Tangenten  mit  irgend  einer  Tangente, 

der  StrahlenbUschel ,  welcher  diese  Schnitte  von  irgend  einem 

Punkt,  also  auch  vom  Pol  aus  projicirt, 
die  entsprechenden  Punkte  und  Tangenten  der  Parabel  und  die 

mit  ihnen  perspectivisch  liegenden  Gebilde. 

Insbesondere  erzeugen  noch  ähnliche  Gebilde : 

der  Schnitt  aller  Tangenten  mit  der  zur  Poltangente  parallelen 
Tangente, 

der  Schnitt  des  StrahlenbUschels ,  welcher  vom  Pol  aus  die  Be- 
rührungspunkte projicirt,  mit  derselben  Tangente, 

die  Schnitte  der  entsprechenden  Paralleltangenten  mit  irgend 
einer  dieser  Tangenten, 

der  ParallelstrahlenbUschel,  welcher  die  entsprechenden  Punkte 
der  Parabel  projicirt, 

der  Strahlenbüschel ,  welcher  von  irgend  einem  Punkt  der  Pa- 
rabel aus  dieselben  Punkte  auf  eine  zur  Poltangente  paral- 
lelen Linie  projicirt. 

Als  besondere  Lagen  des  Poles  wollen  wir  noch  untersuchen, 
wie  sich  die  Curven  verhalten,  wenn  der  Pol  in  ihrem  Mittelpunkt, 
auf  dem  Umfang  oder  im  Unendlichen  liegt. 


76.  Der  Mittelpunkt  der  Cnrve  als  Pol  der  Polygone. 

« 

Liegt  der  Pol  der  einen  Curve  im  Mittelpunkt,  so  liegt  er  auch 
in  jedem  Durchmesser,  mithin  auch  der  Pol  der  andern  Curve  in 
dem  jeder  Richtung  conjugirten  Durchmesser,  d.h.  ebenfalls  im 
Mittelpunkt  der  Curve. 

Da  jetzt  die  Polare  des  Poles  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden zusammenfällt,  und  zwei  conjugirte  Punkte  derselben  zwei 
conjugirten  Durchmessern  der  andern  Curve  entsprechen,  so  sind 
je  zwei  Durchmesser  der  einen  Curve,  welche  mit  conjugirten 
Durchmessern  der  andern  parallel  laufen ,  selbst  conjugirt.  Die 
beiden  Curven  sind  also  immer  gleichzeitig  Ellipsen  oder  Hyper- 
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beln ;  erstere  sind  sich  ähnlich,  letztere  liegen  in  den  Supplement- 
winkeln paralleler  Asymptoten. 

Wird  berücksichtigt,  dass  alle  Kräfte-  und  Seilpolygone, 
welche  zu  einem  Seil-  oder  Kräftepolygon  construirt  werden  kön- 
nen, ähnlich  sind,  so  folgt,  dass  bei  gehöriger  Aenderung  des 
Maassstabes  der  Linien  oder  Kräfte  dieselbe  Ellipse,  welche  dem 
einen  Polygon  umschrieben  ist,  auch  dem  andern  einbeschrieben 
sein  kann. 

Von  der  Hyperbel  gilt  dasselbe,  sobald  man  sich  den  offenen 
Asymptoten  Winkel  durch  die  Supplementhyperbel  ausgefüllt  denkt. 

In  diesen  Fällen  ist  die  Spannung  in  jeder  Seilpolygon- 
seite (wir  denken  uns  das  Seilpolygon  um  -,  das  Kräftepolygon 
einbeschrieben)  gleich  dem  halben  mit  ihr  parallel  laufenden 
Durchmesser. 

*  Jede  Kraft  wird  dann  durch  die  Sehne  der  Ellipse  dargestellt, 
welche  die  Endpunkte  der  Durchmesser  verbindet,  die  mit  den 
Seilpolygonseiten  parallel  laufen,  durch  deren  Schnittpunkt  die 
Kraft  geht. 

Fig.  136  soll  diese  Verhältnisse  anschaulich  machen;   sie 

Fig.  136. 


stellt  das  Gleichgewicht  von  central  wirkenden  Pressungen  oder 
Spannungen  dar,  welche  über  eine  elliptische  Hülle  vertheilt  sindl 
Wir  theilten  den  Umfang  der  Ellipse,  hier  den  der  Innern  Curve, 
in  Bogenstücke ,  welche  senkrecht  auf  die  Richtung  der  Kräfte, 
also  in  der  Richtung  der  kleinen  punktirten  Bogen  gemessen,  ein- 
ander gleich  sind.  Denken  wir  uns  dann  die  Intensität  der  auf 
die  Ellipse  wirkenden  Kräfte  durch  den  Inhalt  der  Lamellen  dar- 
gestellt, welche  über  jedem  Bogentheil  stehen,  so  muss  die  mitt- 
lere Höhe,  1,  2,  3...  dieser  Lamellen  den  Sehnen  1,  2,  3...  (resp. 
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Bogen)  der  Ellipse  proportional  (hier  gleich)  sein,  welche  die 
Endpunkte  der  Durchmesser  verbinden,  die  den  Durchmessern, 
zwischen  denen  die  Lamelle  liegt,  conjugirt  sind.  Streng  ge- 
nommen sollten  diese  Höhen  halb  unter,  halb  über  den,  die  mitt- 
lere Breite  darstellenden  Bogen  geschlagen  werden ;  es  geschah 
nicht,  weil  die  Figur  zu  ungefällig  geworden  wäre. 

Die  Spannung  der  elliptischen  Httlle  am  Ende  irgend  eines 
,  Durchmessers  endlich,  ist  gleich  der  Länge  des  halben  conju- 
girten  Durchmessers. 

Wird  die  Ellipse  ein  Kreis,  so  werden  die  gleich  breiten  La- 
mellen conjugirter  Sehnen  oder  Bogenstücke  selbst  gleich  lang 
und  zwar  gleich  der  Breite  der  Lamelle ,  und  die  Spannungen  in 
allen  Punkten  der  EreishUlle  werden  gleich  dem  constanten  Ra- 
dius. In  diesem  Fall ,  der  bei  dem  Druck  von  Flüssigkeiten  auf 
die  Wände  kreisrunder  Gefässe  häufig  vorkommt,  verhält  sich 
also  der  Druck  auf  irgend  einen  Theil  des  Bogenumfanges  zur 
Spannung  im  Bogen,  wie  die  Länge  dieses  Bogentheiles  zum 
Radius. 


77.  Die  Formeln  für  reciproke  Cnrven  zweiter  Ordnung. 

Wir  woUen  hier  die  Formeln  für  Curven  zweiter  Ordnung  in  reoiproken 
Systemen  entwiclceln. 

Liegen  die  Punkte  xy  auf  der  Cur?e  zweiter  Ordnung: 
5«  ciji  a:«  +  2a,2xy  +  <H%y^  +  SCiaX  -»-  2033  y  *f  «33  =  », 
so  umhüllen  die  Linien  |,  17  die  Curve  zweiter  Klasse : 

^  =  flu  »?*  —  Sajsfjy  +  aja^*  —  ^<i\z'l  +  2043!  +  «33  =  0. 

Man  braucht  nur  die  Discriniinante  J  der  beiden  Gleichungen  anzuschreiben, 
um  sich  zu  überzeugen,  dass  sie  und  der  Coefficient  A^^  von  O33  in  ihr  gleich  sind 
und  gleiche  Zeichen  haben,  und  nur  AnA^^  mit  Oi  2  ^i  s  ihre  Zeichen  wechseln. 

Nun  ist  aber  S  eine  Hyperbel ,  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse ,  je  nachdem 
^3  3  *  —  >  0  oder  +  ist.  Diese  Zeichen  bedeuten  aber,  dass  der  Ursprung  von  S 
von  der  Curve  ausgeschlossen  sei,  auf  der  Curve  liege  oder  eingeschlossen  sei. 

Das  Umgekehrte  gilt  ebenso ,  denn  der  Ursprung  von  S  ist  von  der  Curve 
ausgeschlossen,  liegt  auf  ihr  oder  ist  eingeschlossen,  je  nachdem  a^^J:  — ,  0  oder 
+  ist.  Bei  JS  aber  bedeutet  es,  dass  die  |,  ^7,  1  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  oder 
eine  Ellipse  umhüllen. 

Alle  weitern  auf  Nr.  75,  Seite  288  zusammengesteUten  Sätze  ergeben  sich 
einfach,  indem  man  die  Gleichungen  der  treffenden  Gebilde  links  in  S  oder  S  aus- 
drückt und  dann  durch  Vertauschung  von  x  und  y  mit  —  jj  und  S  die  Gleichungen 
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der  rechts  stehenden  Gebilde  in  JS  oder  S  erhält.  Auf  diese  Webe  lassen  sich 
beinahe  alle  Gebilde  der  analytischen  Geometrie  in  das  Reciproke  verwandelUi  und 
die  ZBhl  der  auf  Seite  288  aufgezählten  Sätze  beliebig  vermehren. 

Fällt  der  Pol  des  einen  Kegelschnitts  mit  dem  Mittelpunkt  zusammen ,  so 
sind  in  demselben  die  Coefficienten  ais,  0^3  der  ungeraden  Potenzen  von  x  und 
p  ^  0]  die  ungeraden  Potenzen  fallen  dann  auch  im  andern  Kegelschnitt  aus. 
Fällt  also  der  Pol  der  einen  Curve  mit  ihrem  Mittelpunkt  zu- 
sammen, so  ist  auch  der  Mittelpunkt  der  andern  Curve  der  Pol 
des  Polygons  (Nr.  76  S.  292). 

Die  Gleichung  des  Strahlen  buscheis  zweiter  Ordnung ,  welcher  S  umhüllt, 
ist  dann : 


Ol  1  Ol  s  0     1 

=»  033 

Oj,  aj2  0     fj 

0        0        «33  1 

1       »?       1      0 

1 

Ol  1   Ol  s 

«2  1  «aa 


1     —  — 


n 
1 

«33 


[ 


«33  I  —  ö|j  ^*  *f  2a,  al^  —  022  I" 


-^33 

«3  3 


] 


0. 


Die  Coefficienten  dieser  letztem  Gleichung  stimmen  bis  auf  das  constante 
Glied,  mit  denen  von  ^  überein,  mithin  sind  in  diesem  Fall  die  beiden 
Kegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  (S.  293).  Setzt  man 
Jetzt  noch  Oj ,  »  03  2  und  bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  a,  2  "»  0,  so  erhält  man 
die  Grösse  der  Spannungen  in  kreisförmigen  Röhren. 

Werden  in  den  Polargleichungen  der  Kegelschnitte  Xx  und  ^1  einerseits  und 
li,  17,  andererseits  gleich  oo  gesetzt,  so  reduciren  sie  sich  auf: 

P  -  S^xy  +  S^y,  und  fl  -=  -T^ li  —  2^ »7, , 


„  dS      ^         dS 

worin  öx  ^      3_.  >  *^y  • 


dJe 


dS 


bind.     P  und  71 


2dr'     ^        2dy'  ~^       2d|  '        2dtj 

gehen  in  einander  über,  wenn  x  und  Xi  »  —  y  und  yy ,  und  y  und  ^1  «=  |  und  1, 

gesetzt  werden;  die  beiden  Polargebilde  entsprechen  sich  demnach.  Der  Gleichung 

A  A 

P  genügen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  x  =  -j^  und  y  =^  -~^ ,  wo  Aik  die 

^33  -^33 

Unterdeterminanten  der  Discriminaten  bezeichnen ,  indem  sie  die  Werthe  Sx  und 

Sy  gleichzeitig  gleich  0  machen.  P  ist  demnach  die  Gleichung  eines  Durchmessers. 

A  A 

Ebenso  genügen  TT  die  Coordinaten  —  >y  =  -j^  und  |  =  -^  der  Polaren  des  ür- 

-^3  3  -"3  3 

Sprungs,  welche  gleichzeitig  2*1  und  S„  *»  Omachen.     Durchmessern   des 

einen  Polygons  entsprechen  Punkte  der  Polaren  des  Coordi- 
natenanfangs  im  andern  Polygon.  Demnach  auch  conjugirten 
Durchmessern  des  einen  Polygons  parallel  laufende  conjugirte 
Strahlen  des  andern  Polygons. 

Uro  weiter  zu  beweisen,  dass  : 

diese  beiden  involutorischen  Strahlenbüschel 
von  Linien,  die  mit  conjugirten  Elementen  pa- 
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rallel  laufen,  in  ähnlichen  Gebilden  geschnit- 
ten werden  (S.  289), 

bringen  wir  P  und  JI  in  die  Form : 

Wir  schneiden  nun  beide  Bfischel  durch  Linien  von  conjugirter  Bichtang-, 
indem  wir  annehmen ,  die  Richtungen  der  Coordinatenazen  seien  conjogirt,  and 
Ol  s  SS  0  setzen.    Das  giebt  dann : 

«lila:  —  -^—  )  ajji  ^  4.  __  1 

Für  ein  bestimmtes  Verhältniss  X  giebt  nun : 

—  =  X  das  Coordinatenverhältniss  eines  unendlich  fernen  Punktes  des  ersten 
^\ 

Polygons. 

^  <=  A  das  eines  durch  diesen  unendlich  fernen  Punkt  und  den  Ursprunff 

n\ 

gehenden  Strahles  des  zweiten  Polygons. 

A  Xa 
Jl  s=  _^  — *1  das  Coordinatenverhältniss  des  dem  unendlich  fernen  Punkt 

A^%  «11 

coqjugirten  Durchmessers  des  ersten  Polygons,   x  und  y  können  hierin 


beliebige  Punkte  des  Durchmessers,  also  auch  die  in  ihm  liegenden  Cur?en- 
punkte  sein. 

,      -^>3 

-^  = ^  die  Gleichung  eines  Punktes  der  Polaren  des  Ursprungs 

t    -^8  3  <*!  t 

-^3  3 

^  des  zweiten  Polygons,  denn  die  Coordinaten  jj  =  —  ~~  und  f  «*  -—-^  der 

•^8  8  -^3  3 

Polaren  genügen  ihr.  Der  Strahl,  der  diesen  Punkt  vom  Ursprang  ans  pro- 
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jicirt,   läuft  parallel  mit    dem  entspreehenden   Durchmesser,   denn  fär 
^1  ^»  >7i  I  =»  OD  ist  das  Coordinatenverhältniss  beider  ■=  — 


Aa,2 


«11 
Schneidet  man  jetzt  die  beiden  ersten  Büschel  durch  eine  Parallele  zur  Or- 

dinatenaze ,  indem  man -—  «=  Xi  «»  H  einer  constanten  Poldistanz  setzt ,  so 

erhält  man  die  Jedem  X  entsprechenden  Ordinaten  des  Schnittpunktes : 

1 


=  yi  =  HX, 


Schneidet  man  die  beiden  letzten  Büschel  durch  eine  Parallele  zur  Abscissen- 
aze,  in  der  Entfernung  c  vom  Mittelpunkt ,   indem   man  y  —  -—'  «= «=>  c 

-^3  3  ^00 

setzt,  so  erhält  man : 


1  ^  ^\%    ^2^3 

=  a; 1 —  «* CA. 


I  00  -^3  3  Öl  1 


•^13 


Diese  vier  Büschel,  namentlich  aber  —  und  x ~  schneiden   also    auf 

^I  -^3  3 

den  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  ähnliche  Punktreihen  aus,  woraus  der  oben 
ausgesprochene  Satz  folgt. 

Die  eben  erörterten  Beziehungen  bestehen  fort,  auch  wenn  der  Pol  des  einen 
Polygons,  der  des  Kräftepolygons  z.  B.  in  das  Unendliche  rückt,  d.  h.  wenn  alle 
an  dem  Kegelschnitte  wirkenden  Kräfte  parallel  laufen.  Man  hat  sich  dann  das 
ganze  Polygon  im  Unendlichen  zu  denken^nnd  der  Schnitt  der  Parallelen  zury-Axe 
mit  dem  dritten  Büschel  der  {j ,  //i  kann  als  ein  verjüngter  Theit  des  unendlich 
grossen  Polygons,  als  das  wirkliche  Kräftepolygon  betrachtet  werden. 

Die  Beziehung  zwischen  diesem  geradlinigen  Kräftepolygon  und  den  ent- 
sprechenden Cnrvenpunkten  ist  demnach  gegeben  durch  die  Gleichung : 

HX^y,^' -. ^^4-H. 

Jetzt  bezeichnet  in  dieser  Gleichung :  U  die  in  der  Richtung  der  x-Aze  gemessene 
Spannung  im  Seilpolygon ,  den  Horizontalschub  oder  die  Horizontalspannung  bei 
Gewölben  und  Ketten ;  also  den  horizontalen  Abstand  des  Pols  des  Kräftepolygons, 

von  der  Linie,  auf  der  die  Kräfte  selbst  aufgetragen  werden.    Vi  «»  —  bezeichnet 

die  vom  Endpunkt  von  H  ab  gemessene  Ordinate  des  Punktes  des  Kräftepolygons, 

welche  den  Curvenpunkten  z  und  y  des  Seilpolygons  entspricht.     Die  Gleichung 

selbst  übersetzt  sich  wie  folgt  in  Worte:    Das  Kräftepolygon  ist  jedem 

Schnitt  des  Strahlenbüschels  ähnlich,  welcher  aus  demMittel- 

punkt  der  Curve  ihre   einzelnen  Punkte  auf  eine  Linie  proji- 

cirt,   deren  Richtung  der  Richtung  der  Kräfte    conjugirt    ist.^ 

Die  auf  die  Strecke  dx  treffende  Belastung  wird  durch  das  entsprechende  dyx  ge- 

dy* 
geben.    Die  Belastung  pro  Längeneinheit  ist  demnach  s=  -^   der  Belastungdböhe, 

dx 

wir  bezeichnen  sie  mit  j>  und  erhalten : 
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,     '-h-t*(-t)i] 


^^  dx  /         ^,3^ 

oun  ist  aber : 


wo  D  die  DiscrimiDante  des  Kegelschnitts  bezeichnet,  und  wegen  Oj  s  =  0 : 

Sy  -  <^^  (y  -  A^y 

demnach 

„       a,,DH 

Trägt  man  diese  Höhen  über  den  Gewölben  oder  unter  den  Ketten  auf,  wie 
es  in  der  nächsten  Nummer  geschehen  wird ,  so  erhält  man  die  dort  construirten 
Belastungscnrven.  Bezeichnet  man  die  Belastungshöhe  im  Scheitel  des  mit  den 
Kräften  parallel  laufenden  Durchmessers  mit  h^  und  die  halbe  Länge  dieses  Durch- 

messers  selbst  mit  6,  so  erhält  man ,  weil  für  den  Scheitel  y ~  gleich  b  ist, 

die  Gleichung : 


ÄO- 


zwischen po  H by  und  dann : 


P  —  / -1 — \  Po- 

y'-t) 
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Bei  Hyperbeln  wächst  der  Nenner  des  Bruches  von  b  bis  in's  Unendliche,  bei 
Ellipsen  nimmt  er  von  b  ab  bis  ü,  umgekehrt  also  verhalten  sich  die  Werthe  von  A. 

Bei  der  Parabel  ist  der  Factor  von  /<o  «^  l  die  Belastung  der  Parabel  also 
constant. 

Werden  die  Belastungshöhen  in  der  Richtung  vom  Mittelpunkt  weg ,  nach 
aussen  bei  Ellipsen,  nach  innen  bei  Hyperbeln,  aufgetragen ,  so  dass  also  die  Glei- 
chung der  Belastungscurve : 

y'  =  y  +  -P 

wird,  so  kann  dieselbe  Inflectionspunkte  haben ;  von  besonderem  Interesse  ist  es 
nun  zu  wissen,  wann  diese  Inflectionspunkte  zusammenfallen,  es  ist  dann  in  diesem 
vierfachen  Punkt  die  Belastungscurve  auf  eine  längere  Strecke  geradlinig ,  siehe 
die  zwölfte  Curve  Taf.  9i.  Wir  bestimmen  also  den  zweiten  Differentialquotienten 
von  y  : 

dx 


"R::)*J''' 
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dz^ 


d^v'  dy  d^y 

In  den  Inflectionspankten  muss  ~^  =  0  sein,  im  Scheitel  aber  ist  — -  «  0 ;  -    ^ 

A  d^y' 

von  o  Terschieden,  und  y  —  -^  =  b,  demnach  musa ,  wenn  dort  -^—r  gleich  0 

werden  soll, 

oder 

sein. 

Die  Ellipse  hat  bei  kleineren po  reelle,  bei  grösseren  keine  reellen  Inflections- 
ponkte,  umgekehrt  die  Hyperbel. 

Will  man  bei  einem  von  —  b  verschiedenen  po  die  Inflectionspunkte  be* 

«5 

stimmen ,  so  hat  man  in     .  \,  zu  snbstituiren : 


-■(-fe) 


(         A^,\  '    dx*         Sy*  (         ^„Y 


und  aas : 


d^y  r   __        3  63A       1  D 


12a».i*'l>o(a:-^y 


L  (-i:)'J-.(»-::r:r   -(-ö  ' 

die  betreifenden  Curvenpnnkte  zu  bestimmen. 

Bei  der  Parabel  kann  von  diesen  Inflectionspnnkten  der  Belastungscurven 
keine  Bede  mehr  sein,  üt>erhaupt  scheint  keine  der  bisherigen  Formeln  auf  die  Pa- 
rabel zu  passen ;  doch  kann  man  durch  passende  Transformation  auch  für  die  Pa- 
rabel eine  Beziehung  zwischen  der  Belastungshöhe,  dem  Parameter  und  den  Kräften 
ableiten. 

Es  sei :  x^  B  2ay  die  Gleichung  der  Parabel,  dann  ist  Oi  ]  »  1 ,  023  »  a 
and  alle  übrigen  Goefflcienten  a^.^  «=  0.     Femer  D  «=  —  a^,  A^:^  =  —  a,  die 

Snbstituticm  dieser  Werthe  in  die  erste  Gleichung  von  p  giebt : 

a,  i  PH  _  (  a\ a  \a       H  _    H 

Die  constante  Spannung  in  der  Richtung  des  den  Kräften  conjugirten  Durch- 
messers ist  also  gleich  dem  Parameter,  multiplicirt  mit  der  constanten  Belastungs- 
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höhe.    Auf  ganz  anderem  Wege  werden  wir  spater  noch  za  demselben  Satz 
gelangen. 

Des  Zusammenhanges  wegen  haben  wir  hier  alles  die  Curven  zweiter  Ord- 
nung Betreffende  vereinigt,  und  müssen  daher  die  geometrischen  Beweise  der 
letzten  Satze  noch  nachholen. 

78.  Ein  unendlich  ferner  Pnnkt  als  Pol  des  einen 

Polygons. 

Sobald  der  Pol  des  Seilpolygohs  z.  B.  im  Uuendlichen  liegt, 
so  wird  das  Kräftepolygon  zu  einer  geraden  Linie,  wie  es  sich  yon 
selbst  versteht,  weil  dann  alle  Kräfte  gleiche  Richtung  haben. 

Diese  gerade  Linie  hat  man  als  Inbegrifif  zweier  zusammen- 
fallenden Linien  zu  betrachten ;  denn  zieht  man  durch  den  Pol  des 
Kräftepolygons  eine  gerade  Linie  nach  einem  Punkt  A  desselben 
und  zwei  parallele  Tangenten  an  die  Curve  des  Seilpolygons,  die 
wir  mit  a  und  b  bezeichnen  wollen,  so  muss  nach  Nr.  74  S.  284 
aboo^  BAO  ähnlich  sein,  wenn  wir  mit  0  den  Pol  des  Kräfte- 
polygons bezeichnen ;  sind  nun  a  oo  und  b  oo  unendliche  Strecken, 
AO  dagegen  endlich,  so  kann  die  Äehnlichkeit  nur  bestehen, 
wenn  A  und  B  zusammenfallen;  jeder  Punkt  der  geraden  Linie, 
welche  das  Kräftepolygon  darstellt,  ist  daher  ein  Doppelpunkt  und 
dieses  reducirt  sich  auf  eine  und  nicht  etwa  auf  zwei  gerade 
Linien,  die  man  sich  symmetrisch  zu  0  gelegen  denken  möchte. 

Ist  nun  die  Curve  des  einen  Polygons  eine  Ellipse  oder  eine 
Parabel,  so  ist  die  das  andere  Polygon  darstellende  Gerade  un- 
begrenzt; denn  zieht  man  durch  den  Pol  0  Parallelen  zu  allen 
möglichen  Tangenten  der  Ellipse,  so  erfüllen  sie  den  ganzen 
Strahlenbttschel  0.  Ist  dagegen  die  Curve  des  einen  Polygons 
eine  Hyperbel,  so  reducirt  sich  das  andere  auf  eine  Strecke,  deren 
Schein  vom  Pol  aus  dem  Supplement  des  Asymptotenwinkels 
gleich  ist,  weil  die  Strecke  der  unendlich  fernen  Geraden,  welche 
in  der  Hyperbel  (zwischen  den  Asymptoten)  liegt,  von  keiner  Tan- 
gente geschnitten  werden  kann. 

Die  Strecke  selbst  ist  eiue  unendliche  zusammenhängende, 
wenn  der  unendlich  ferne  Pol  in  der  Hyperbel  liögt,  weil  dann 
die  unendlich  ferne  Strecke  im  Supplement  des  Asymptotenwinkels 
nicht  durch  ihn  getrennt  wird ;  dagegen  eine  durch  das  Unend- 
liche laufende,  aus  zwei  getrennten  Armen  bestehende,  wenn  der 
unendlich  ferne  Pol  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt,  weil  dieser 
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dann  die  unendlich  ferne  Gerade  im  Supplement  des  Asymptoten- 
winkels in  zwei  Strecken  trennt 

Liegt  endlich  der  unendlich  ferne  Pol  auf  einer  Hyperbel ,  so 
reducirt  sich  die  Gerade  des  andern  Polygons  auf  eine  Linie ,  die 
parallel  zur  Asymptote  läuft;  die  im  Supplement  des  Asymptoten- 
winkels liegende  Strecke  des  Kräftepolygons  wird  daher  vom  un- 
endlich fernen,  und  von  einem  endlichen  Punkt  begrenzt.  Ausser- 
dem finden  noch  alle  Nr.  75  S.  288  aufgezählten  projectivischen 
Beziehungen  statt 

Zur  Construction  der  einzelnen  Punkte  des  Kräftepolygons 
selbst  ist  es  wohl  am  einfachsten,  das  Nr.  75  S.  289  erwähnte 
Verhältniss  zu  benutzen,  wonach  das  Kräftepolygon  jedem  Schnitt 
des  Strahlenbttschels  projectivisch  ist,  welcher  aus  dem  Mittel- 
punkt der  Curve  ihre  einzelnen  Punkte  auf  eine  Linie  projicirt, 
deren  Richtung  der  Richtung  der  Kräfte  conjugirt  ist 

Um  das  eben  Gesagte  an  zwei  Beispielen  zu  erläutein,  haben 
wir  (Fig.  137  und  Fig.  138)  ein  solches  Kräftepolygon  für  eine 


Fig.  137. 


Fig.  138. 


Ellipse  und  eine  Hyperbel ,  unter  denen  man  sich  ein  elliptisches 
Gewölbe  oder  eine  hyperbolische  Kette  vorstellen  kann,  construirt 
Wir  nehmen  an,  die  verticalen  Kräfte  bestehen  aus  über  den 
Bogen  vertheilten  Belastungen  und  zerlegen  diese  in  gleich  breite 
Lamellen ,  dann  muss  die  Höhe  derselben  den  einzelnen  Kräften 
des  Kräftepolygons  proportional  sein,  wenn  ihr  Flächeninhalt  die 
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Belastung  darBtellen  soll.  Diesen  Kräften  aber  sind  alle  Segmente 
proportional ,  welche  vom  Strahlenbttschel  abgeschnitten  werden, 
der  die  einzelnen  Curvenpunkte  auf  Linien  projicirt,  dei*en  Rich- 
tung der  der  Kräfte  conjugirt  ist.  Wir  haben  also  die  (punktirten) 
Strahlen  bis  zur  Scheiteltangente  gezogen ,  und  auf  dieser  die  La- 
mellenhöhe abgegriffen ;  die  den  einzelnen  Lamellen  zugeordneten 
Segmente  sind  da  gleichartig  numerirt,  wo  sie  nicht  gerade  mit 
den  entsprechenden  Lamellen  zusammenfallen. 

Aus  den  Figuren  geht  hervor,  dass  die  Belastungen  der  ellip- 
tischen Gurve  in's  Unendliche  zunehmen  müssen,  weil  ihr  Mittel- 
punkt in  der  Gurve  liegt,  demnach  Strahlen  in  allen  Richtungen, 
also  auch  in  der  Richtung  des  Trägers  der  Kräfte  vorkommen.  Die 
Kräftesegmente  der  hyperbolischen  Kette  nehmen  gegen  die 
Asymptoten  in's  Unendliche  ab,  weil  der  Mittelpunkt  ausser- 
halb der  Gurve  liegt  und  die  unendlich  vielen  Lamellenbasen  zu- 
letzt die  Richtung  der  Asymptote  annehmen.  Alle  ihnen  ent- 
sprechenden Segmente  aber  summiren  sich  zur  endlichen  zwischen 
den  Asymptoten  liegenden  Strecke.  Etwas  Weniges  vorgreifend 
machen  wir  hier  darauf  aufmerksam,  dass  bei  parabolischen  Gurven 
diese  Segmente  weder  ab- noch  zunehmen  und  die  Belastung  daher 
eine  gleichförmige  wird. 

Um  die  Pressungen  und  Spannungen  im  Bogen  und  in  der 
Kette  unmittelbar  in  Grösse  und  Richtung  dem  Kräftepolygon  ent- 
nehmen zu  können ,  hat  man  die  Träger  der  Kräftesegmente  nur 
in  die  Richtung  der  Kräfte  zu  bringen ,  um  ein  richtig  orientirtes 
Kräftepolygon  zu  erhalten.  Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Poles 
muss  die  Richtung  von  wenigstens  2  Strahlen  bekannt  sein.  In 
Fig.  138  wurde  er  durch  den  Schnitt  der  3  Strahlen ,  welche  mit 
der  Scheiteltangente  und  den  beiden  Asymptoten  parallel  laufen, 
bestimmt;  in  Fig.  137  durch  den  Schnitt  der  Strahlen,  welche  mit 
der  Scheiteltangente,  mit  der  Tangente  an  dem  Punkt  (23)  oder 
mit  dem  (23)  conjugirten  Durchmesser  und  mit  dem  Durchmesser 
(23)  parallel  laufen;  der  Schnittpunkt  dieses  letztem  mit  dem 
Kräftepolygon  wird  im  Segment  11  durch  den  Schnitt  des  conju- 
girten Durchmessers  mit  der  Scheiteltangente  bestimmt.  Die 
Länge  eines  jeden  Strahles  giebt  nun  die  Spannung  oder  Pressung 
im  entsprechenden  Bogenelement  gleicher  Richtung  an. 

Um  auch  noch  die  in  der  Richtung  der  Scheiteltangente  ge- 
messene Poldistanz  h  (Fig.  137)  direct  zu  erhalten,  bemerken  wir, 
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dass  das  Dreieck,  welches  dieselbe  mit  irgend  einem  Strahl  (23) 
z.  B.  mit  dem  Träger  der  Kräfte  bildet,  dem  Dreieck  ähnlich  ist, 
welches  der  mit  der  Sichtung  der  Kräfte  parallel  laufende  Durch- 
messer a,  der  zum  Strahl  parallele,  also  dem  entsprechenden 
Durchmesser  (2  3)  conjugirte  Durchmesser  und  das  Stttck  /  der 
Scheiteltangente  bilden,  ähnlich  ist;  wird  daher  die  Strecke  / 
gleich  a  gemacht,  so  muss  auch  h  gleich  der  entsprechenden 
Strecke  (3 4 5 6) ,  also  auch  gleich  der  Sti'ecke  sein,  welche  der 
conjugirte  Durchmesser  (hier  2  3)  auf  der  Scheiteltangente  ab- 
schneidet. Werden  also  vom  Scheitelpunkt  aus  die  Längen  a  und 
/i,  in  entgegengesetzter  Richtung  bei  der  Ellipse,  in  gleicher  Rieh- 
tung  bei  der  Hyperbel  aufgetragen ,  so  liegen  ihre  Endpunkte  auf 
conjugirten  Durchmessern.  Die  directe  Construction  dieser  beiden 
Durchmesser  führt  wohl  jederzeit  am  schnellsten  zur  Poldistanz  A, 
und  sie  wurde  Fig.  137  nur  deshalb  nicht  ausgeführt,  weil  sie  über 
den  Rahmen  der  kleinen  Figur  hinausgefallen  wäre. 

Daraus,  dass  die  Endpunkte  der  Strecken  a  und  A  auf  der 
Scheiteltangente  dem  involutorischen  Punktsystem  angehören,  ' 
welches  durch  den  Schnitt  aller  conjugirten  Durchmesser  mit  der 
Scheiteltangente  entsteht  und  in  dem  daher  der  Scheitel,  von  dem 
aus  a  und  h  aufgetragen  wurden,  dem  unendlich  fernen  Punkt 
conjugirt  ist,  kann  noch  weiter  geschlossen  werden,  dass  das  Pro- 
duct  ah  constant  sei.  Bei  der  Ellipse,  wo  a  und  k  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  aufgetragen  werden  uud  daher  das  Punkt- 
system keine  Ordnungspunkte  hat,  ist  dieses  Product  negativ. 
Bei  der  Hfperbel  dagegen ,  wo  a  und  h  in  gleichem  Sinn  aufge- 
tragen werden  und  wo  die  Schnitte  der  Asymptoten  mit  dem  Träger 
der  Kräftesegmente  die  Ordnungspunkte  bestimmen,  ist  ah  gleich 
dem  Quadrat  der  Entfernung  dieser  Punkte  vom  Scheitel. 

Bei  der  Hyperbel  kann  man  daher  auch  sagen :  das  Quadrat 
des  halben  (endlich  begrenzten)  Kräfteträgers  ist  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  a  und  A.  Eine  hieraus  abgeleitete  Construction 
ist  Fig.  138  eingezeichnet,  allein  sie  ist  weitläufiger  als  die  weiter 
oben  angegebene  Construction ;  dasselbe  wäre  auch  der  Fall,  wenn 
man  bei  der  Ellipse  die  mittlere  Proportionale  irgend  zweier  con- 
jugirten Strecken  und  aus  diesen  dann  A  bestimmen  wollte. 

Schliesslich  erinnern  wir  noch,  dass  je  zwei  Tangenten  sich, 
als  äussere  Polygonseiten,  auf  der  Mittellinie  des  Belastungs- 
druckes aller  zwischen  ihren  Berührungspunkten  vertheilten  Lasten 
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schneiden.  Der  Schnitt  der  Tangente  bei  2  3  mit  der  Scheitel- 
tangente 6  7,  liegt  auf  der  Mittellinie  des  Druckes  (Verticalen  durch 
den  Schwerpunkt),  den  die  Lamellen  zwischen  2  3  und  6  7,  also 
die  Lamellen  3  4  5  6  (3  4  5  bei  der  Hyperbel)  ausüben.  Die  Tan- 
gente bei  (2  3)  ist  nur  in  Fig.  137  angedeutet. 

In  der  Praxis  sind  diese  Druckcurven  wichtig,  weil  sie  zeigen, 
wie  Gewölbe  belastet  werden  mUssten ,  damit  ihre  StQtzlitiie  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  werde.  Da  die  meisten  Gewölbe  die  Form 
eines  Kreises  oder  einer  Ellipse  erhalten,  so  haben  wir  Taf.  9i 
gezeigt,  wie  die  Belastungscurven  sich  bei  einem  elliptischen  Ge- 
wölbe ändern,  wenn  die  Belastungshöhe  Aq  im  Scheitel  geändert 
wird.  Der  Allgemeinheit  wegen  bestimmen  wir  diese  Belastung 
(Taf.  9|)  für  eine  halbe  Ellipse,  die  über  einem  beliebigen,  der 
Richtung  der  Kräfte,  d.  h.  hier  der  Verticalen  conjugirten  Durch- 
messer steht.  Die  Belastung  dachten  wir  uns  durch  Verticallinien 
in  eine  Zahl  gleichbreiter  Lamellen  getheilt,  deren  Mittellinien 
aufgetragen  wurden. 

Wir  haben  die  erste  Belastungscurve  1  dadurch  erhalten,  dass 
wir  auf  die  Parallele  P  zur  Scheiteltangente  die  Lamellengrenzen 
von  0  aus  projieirt,  und  die  erhaltenen  Strecken  über  den  treffen- 
den Bogen  als  Lamellenhöhen  aufgetragen  haben ;  indem  man  P 
parallel  zu  sich  selbst  und  dem  zur  Richtung  der  Belastung  con- 
jugirten Durchmesser  verschiebt,  erhält  man  die  übrigen  Be- 
lastungshöhen. Taf.  9i  wurden  die  Belastungscurven  fUr  die 
2-,  4-,  6-,  8-,  10-,  12-  und  23  fache  Belastung  einfach  dadurch 
construirt,  dass  die  Segmente  von  P  eben  so  viele  Mal^nach  ein- 
ander aufgetragen  wurden. 

Ausser  dem  schon  über  die  Form  der  Belastungscurven  Ge- 
'  sagten  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  für  die  Be- 
lastungscurven mit  kleiner  Höhe  im  Schlusssteine  dieCurvenl — 10 
auf  Taf.  9i,  bei  demSchluss  in  dem  gleichen  Sinne  wie  die  Ellipse, 
bei  den  Widerlagern  aber,  in  entgegengesetztem  Sinne  gekrümmt 
sind.  Zwischen  den  in  entgegengesetztem  Sinne  gekrümmten 
Curventheilen  liegen  natürlicher  Weise  die  Inflectionspunkte.  Mit 
wachsender  Belastung  nähern  sich  diese  Inflectionspunkte  dem 
Scheitel ,  und  der  Krümmungshalbmesser  des  CurvenstUcks  zwi- 
schen denselben  wird  immer  grösser. 

Wird  die  Belastungshöhe  im  Scheitel  =  7s  ^^^  verticalen 
EUipsenaxe,  so  fallen  laut  Nr.  77  S.  299  die  Inflectionspunkte  im 
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Scheitel  zusammen ,  der  Krümmungshalbmesser  daselbst  wird  un- 
endlich gross.  Vier  Punkte  fallen  dann  zusammen  und  die  Gurve 
scheint  dort  auf  einer  ziemlichen  Strecke  geradlinig  zu  sein. 
Dieses  Yerhältniss  wird  durch  die  Curve  12  dargestellt. 

Die  Geometrie  als  solche  hat  natürlich  kein  Mittel ,  um  zum 
Zahlenverhältniss  ^/a  zu  gelangen ;  wir  können  daher  hier  nur  auf 
die  analytische  Ableitung  von  Nr.  77  verweisen. 

Um  zur  Anschauung  zu  bringen,  welche  Form  ein  freitragen- 
der elliptischer  Bogen,  z.  B.  ein  Strebebogen,  haben  müsse,  haben 
wir  den  Raum  zwischen  der  Ellipse  und  dem  Bogen  1  schraffirt; 
man  sieht,  dass  diese  schraffirte  Figur  so  ziemlich  der  Form 
gleicht,  welche  die  alten  Architekten  ihren  Strebebogen  gaben; 
die  Thttrmchen,  die  immer  über  die  Widerlager  gestellt  werden, 
entsprechen  ganz  den  unendlich  langen  Belastungshöhen  daselbst, 
Taf.  9t.  Jene  Baumeister  hatten  also  ein  vollkommen  richtiges 
Gefühl  von  der  Form,  die  sie  ihren  Bogen  aus  Stabilitätsgründen 
geben  mussten. 

So  viel  uns  bekannt  ist,  war  Herr  Prof.  Bauemfeind  in  Mün- 
chen der  erste,  der  im  IV.  Bande  der  Stuttgarter  Eisenbahnzeitung 
1846,  Nr.  34,  S.  299  die  Gleichung  der  Belastungscurven  für 
Kegelschnitte  aufgestellt  hat. 
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des  einen  Polygons. 

Wir  vereinigen  die  Ellipse  und  Hyperbel  zur  Parabel ,  indem 
wir  mit  dem  Mittelpunkt  der  Curve  in  der  Sichtung  der  Kräfte  in's 
Unendliche  rücken. 

Hierbei  verweilen  wir  einen  Moment  im  Mittelpunkt  der  Erde, 
bloss  um  zu  constatiren,  dass  alle  gleichförmig  belasteten  Gewölbe 
und  Ketten  als  Ellipsen  und  Hyperbeln  betrachtet  werden  können, 
deren  Mittelpunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zusammenfallen. 

Denken  wir  uns  nun,  dieser  liege  im  Unendlichen,  so  werden 
diese  Curven  Parabeln,  durch  deren  unendlich  fernen  Punkt  gleich- 
zeitig die  Richtung  aller  Kräfte  geht.  Der  Strahlenbüschel  der- 
selben liegt  daher  perspectivisch  mit  der  Curve ,  es  gilt  also  alles 
in  Nr.  75  S.  292  Gesagte ;  da  endlich  auch  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  Tangente  der  Curve  wird ,  so  werden  alle  überhaupt 

20 
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Yorkommenden  einförraigen  projectivischen  Gebilde,  deren  bis 
jetzt  Erwähnung  geschah,  ähnlich ,  weil  in  allen  der  unendlich 
ferne  Punkt  oder  die  unendlich  ferne  Tangente  der  Gurve  ent- 
sprechende Elemente  bestimmt. 

Insbesondere  also  sind  ähnlich : 
Der  Parallelstrahlenbüschel ,  welcher  in  der  Richtung  der  Kräfte 
(des  unendlich  fernen  Pols)  die  einzelnen  Parabelpunkte  pro- 
jicirt; 
Die  Segmente,  in  welche  die  Tangenten  an  diesen  Punkten  jede 

andere  Tangente  theilen ; 
Die  Segmente,  in  welche  die  Gerade   des  Kräftepolygons  vom 
StrahlenbUschel  des  Kräftepols  getheilt  wird,  dessen  einzelne 
Strahlen  mit  jenen  Tangenten  parallel  laufen. 

Die  Parabel  des  Kräftepolygons  hat  man  sich  jetzt  als  auf 
zwei  parallele  Gerade  reducirt  vorzustellen,  von  denen  eine  durch 
den  Pol  der  Kräfte  geht,  weil  dieser  jetzt  perspectivisch ,  also  in 
der  Curve  selbst  liegt.  Der  Nr.  78  S.  300  gegebene  Beweis  ist 
jetzt  nicht  mehr  gültig,  weil  in  den  Gebilden  aboo,  b  mit  oo  zu- 
sammenfällt, mithin  wird  a  b  gleich  a  oo ,  d.  h.  die  Entfernung  je 
zweier  Curvenpunkte  wird ,  parallel  zur  Richtung  der  Kräfte  ge- 
messen, gleich  der  Poldistanz. 

Aus  der  Aehnlichkeit  des  durch  die  Curvenpunkte  bestimmten 
I  ParallelstrahlenbUschels  und  der  Segmente  des  Kräftepolygons 
folgt  noch,  dass,  wenn  erstere  äquidistant  sind,  auch  die  einzel- 
nen Kräftesegmente  gleich  sein  müssen  (vergleiche  Nr.  77  S.  299); 
die  Belastung  aller  in  der  Richtung  irgend  einer  geraden 
Linie  gemessenen,  gleich  langen  Strecken  ist  demnach  auch 
gleich  gross,  die  Parabel  erscheint  daher  als  die  Gurve  der  gleich- 
massigen  Belastung. 

Der  Schnitt  irgend  zweier  Parabeltangenten  liegt  immer  in 

der  Mitte  zwischen  den  Durchmessern  ihrer  Berührungspunkte; 

denn  betrachtet  man  diese  beiden  Durchmesser  als  Seiten  eines 

•^  einer  Curve  zweiter  Ordnung  einbeschriebenen  Dreiecks,  so  sind 

sie  durch  die  Tangeute  ihres  Schnittpunktes  hier  die  unendlich 

\  ferne  Gerade,    und  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  übrigen 

'Tangenten   harmonisch   getrennt.     Der   Mitteldruck   einer 

^gleichmässig  belasteten  Strecke  gehtdaher  immer 

lurch  ihre  Mitte.     Hieraus  folgt  auch  noch,  dass  das  Aehn- 

ichkeitsverhältniss  zwischen  den  geraden  Gebildeu,  welche  durch 
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den  Schnitt  aller  Tangenten  und  den  Parallelstrablenbüschel 
aller  ihrer  Berührungspunkte  mit  irgend  einer  Tangente  entsteht, 
gleich  1 : 2  ist. 

Hat  man  Fig.  139  das  Seilpolygon  einer  gleichförmigen  Be- 
lastung mit  Hülfe  des  Kräftepolygons  construirt,  indem  man  die 

Fiff.  139. 


jpCOl^COSTCtSX 


♦ 


mit  Pfeilen  angedeuteten  Kräfte  1  2  3  in  der  Mitte  der  oben  ge- 
zeichneten Belastungsstrecken  und  dann  das  Kräftepolygon  links 
am  Ende  eines  Horizontalschubs  oder  einer  Poldistanz  H\  den- 
selben Strecken   proportional   annahm:   so   schneiden  sich   alle 
Seilpolygonseiten   als  Parabeltangenten   in  ähnlichen  Gebilden. 
Da  das  Kräftepolygon  den  fortlaufenden  Belastungsstrecken  pro- 
portional, und  diese  doppelt  so  gross  als  die  Scheitelstrecken  sind, 
und  gerade  so  gross  als  wie  die  Strecken  der  Leitlinie,  siehe  die 
Figur,  so  ist  auch  das  Kräftepolygon  den  Punktgebildeu  ähnlich,  | 
in  welchen  sich  alle  Tangenten  gegenseitig  sehneiden.    Da  ferner  ^ 
die  Strahlen,  ii^^elche  vom  Brennpunkte  aus  die  Schnitte  einer 
Tangente  mit  allen  andern  projiciren,  mit  allen  diesen  letzteren, 
d.h.  mit  den  Seilpolygonseiten,  die  mit  den  Strahlen  0  AP  parallel 
laufen,  gleiche  Winkel  bilden ,  so  sind  die  Strahlenbttschel  F  un 
0  congruent;  die  Strahlen  der  Bttschel  0  ubd  F  bilden  constan 
Winkel  miteinander:    demnach    ist    das  Kräftepolygo 
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mit  seinem  Pol  0,  dem  Punktgebilde  irgend  einer 
Tangente  mit  dem  Brennpunkt  F  ähnlich,  und 
congruent  mit  einem  dieser  Gebilde. 

Dies  Verhältniss  giebt  uns  ein  Mittel ,  fttr  jedes  parabolische 
Seilpolygon  leicht  den  Brennpunkt  zu  construiren ;  man  braucht 
nur  eine  Parallele  zu  A  P  so  zu  ziehen ,  dass  die  Segmente 
1,  2,  3  zwischen  den  Strahlen  0  gleich  den  entsprechenden  Seg- 
menten irgend  einer  Tangente  sind ,  und  dann  von  irgend  einem 
Theilpunkt  ausgehend  den  Winkel  F  (1  2)  3  gleich  dem  Winkel 
0  (1 2)3,  und  die  Strecken  F  (1 2)  der  Strecke  0  (1 2)  gleich  zu 
machen,  so  wird  F  der  gesuchte  Brennpunkt  sein.  Hiermit  sind 
auch  alle  andern  Gonstructionselemente  gegeben. 

Hat  man  hiefttr  insbesondere  den  Strahl  nach  dem  Berührungs- 
punkt der  treffenden  Tangente  gewählt,  wie  es  Fig.  139  geschah, 
so  dass  der  entsprechende  Strahl  im  Kräftepolygon  parallel  mit 
der  Tangente  läuft;  betrachtet  man  diese  als  Abscissenaxe,  und  die 
Richtungslinie  der  Kräfte  als  Ordinatenaxe ,  so  wird  laut  Nr.  77 
S.  299  die  Gleichung  der  Parabel: 

H' 

a?2  =  2  —  y  =  2p  X 

sein. 

Elf 

—  =  ü'  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  doppelte  Entfernung 
P 
des  Berührungspunktes  vom  Brennpunkte,  die  wir  soeben  con- 

struirt  haben,  denn  man  hat  im  Kräftepolygon,  siehe  Fig.  139: 

H         p^x 

u 

woraus  p  =  —  folgt ;  was  mit  dem  geometrischen  Satz  überein- 
stimmt, dass  allgemein  in  der  Parabelgleichung  auch  für  schief- 
winkelige Coordinatenaxen ,  die  Entfernung  des  Scheitels  vom 
Brennpunkt,  selbst  wenn  diese  Entfernung  nicht  in  der  Axe  liegt, 
gleich  dem  halben  Parameter  sei. 

In  Fig.  139  wurde  die  Tangente  an  denAxenächeitel  gezogen, 
und  die  anliegenden  Tangentensegmente  mit  1  bezeichnet,  diese 
Segmente  wurden  auf  allen  Tangenten  von  F  aus  unter  dem  glei- 
chen Winkel  projicirt.  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit  r,  so 
ist  dies  auch  der  Winkel,  den  die  als  Kräftepolygon  markirte  Tan- 
gente mit  der  Scheiteltangente  bildet,  und  es  ist  offenbar: 


80.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Seilpolygone  paralleler  Kräfte.       309 


H 


=  p  cos  ^z. 


Ebenso  erhält  man  die  Länge  der  Normalen : 

=  p  cos  «^. 


n  = 


p  cos  T 
Alle  diese  Verhältnisse  sind  in  der  Figur  hervorgehoben. 


80.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Seilpolygone  paral- 
leler Kräfte. 

Von  der  Bestimmung  dieses  Krümmungshalbmessers  kann 
natürlich  nur  dann  die  Rede  sein ,  wenn  keine  concentrirten »  son- 
dern nur  vertheilte  Belastungen  vorkommen. 

Errichtet  man  Fig.  140  in  den  Berührungspunkten  oder  in  den 
Lamellengrenzen  sehr  nahe  aufeinander  folgender  Seilpolygon- 

Fig.  140. 
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Seiten  zwei  Perpendikel ,  so  kann  der  Schnitt  derselben  als  der 
Erümmungsmittelpunkt  des  Seilpolygons  für  die  treffende  Stelle 
betrachtet  werden.  Ist  A.r  die  Abscissendifferenz  der  beiden  Be- 
rührungspunkte, p  die  Belastung  pro  Längeneinheit,  soist;7A.r 
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die  in  der  Mitte  der  Lamelle  wirkende  Kraft.  Zieht  man  jetzt 
durch  den  einen  der  beiden  Berührungspunkte  eine  Senkrechte 
zur  Richtung  der  Kräfte,  so  ist  das  Dreieck,  welches  die  zwei  auf- 
einander folgende  Normalen  mit  derselben  bilden ,  dem  Dreieck 
ähnlich,  das  die  auf  jenen  Normalen  senkrecht  stehenden  Strahlen 
des  Kräftepolygons  mit  der  Belastung  ;;A/r,  siehe  Fig.  140,  des 
entsprechenden  Curvenelementes  bilden.  Nun  ist,  wenn  mit  i  der 
Winkel  zwischen  dem  Curvenelement  und  den  in  der  Regel  hori- 
zontalen Normalen  zu  den  Kräften  bezeichnet  wird,  die  Länge 

eines  dieser  Strahlen  = ,  und  die  Länge  der  oben  erwähn- 

cos  V 

ten  Horizontalen  =  ,   was  ein  Blick  auf  die  Figur  zeigt. 

cos  %  ÖD 

Die  Länge  der  Normalen  aber  ist  gleich  dem  gesuchten  Krtlm- 
mungshalbmesser  r,  wenn  sie  zusammenfallen,  man  hat  daher: 

A  .r  H 

cos  H         cos  T 
oder 

H 

r  =  -_     . 

p  cos  3 1 

Diese  Ableitung  ist  übrigens  identisch  mit  der  allgemein  üblichen 
geometrischen  Ableitung  der  Länge  des  Krümmungshalbmessers. 

Dieser  Krümmungshalbmesser  lässt  sich  nun  auch  sehr  leicht 
construiren.     Trägt  man  auf  einer  Verticalen,  einer  Parallelen  zu 

den  Kräften  durch  den  Gurvenpunkt  von  diesem  aus  die  Länge  - 

auf,  so  schneidet,  siehe  Fig.  140,  eine  Horizontale  durch  denEnd- 

u 

punkt  von      -    auf    dem   Krümmungshalbmesser  r    die    Länge 
P 

EI 

ab.   Eine  Antiparallele  (Nr.  3  S.  15),  die  senkrecht  auf  r 

p  cos  t 

u 

steht,  schneidet  auf  der  Verticalen     -  -    -      und  endlich  eine  Ho- 

/;  cos  ^T 

rizontale  durch  den  Endpunkt  der  letzten  Länge  auf  r  den  Krüm- 
mungshalbmesser -     ^  —  ab. 

°  ,      p  cos  ^r 

Für  die  Tangente,  welche  auf  der  Richtungslinie  der  Kräfte 
senkrecht  steht,  ist  r  =  0^  und  cos  i  =  1,  demnach: 
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-     =  r  oder  H  =  vr. 
P 

Dieses  Verhältniss  hat  Hr.  Prof.  Bauemfeind  in  dem  schon 

Seite  305  citirten  Aufsatz  dazu  benutzt,  um  appraKimativ  die  Ge* 

wölbstärken  zu  bestimmen. 

IM 

Ist  die  Belastung/;  eine  gleichförmige,  so  ist  — constant, das 

Seilpolygon  also  eine  Parabel.    In  diesem  Fall  ist,  wie  ein  Blick 
auf  Fig.  139  S.  307  zeigt,  der  Krümmungshalbmesser: 

H  n  p 

p  cos  '^^  cos  2r  cos  %  ' 

u 

und  mit  derjenigen  der  drei  Grössen     -  ,  »,  p'y   die  man  gerade 

P 
unter  der  Hand  hat,  kann  der  Krümmungshalbmesser  construirt 

werden,  wie  es  in  der  Figur  geschah. 

Ist  die  Belastung  der  Länge  des  Seiles  selbst  proportional,  so 

ist  0  =s    ^^       wenn  man  mit  p*  die  Belastung  im  Scheitel  be- 
'^       cos  T  '^^  ^ 

zeichnet,  und  man  hat  dann  /•  = ,  .    Die  obige  Construc- 

Px  cos  H 

tion  vereinfacht  sich  in  diesem  Fall  noch  etwas,  indem  man  das 

constante     -  sogleich  auf/*  an  der  Stelle  auftragen  kann,  wo  früher 
P\ 

u 

aufgetragen  wurde ;  zwei  Reductionslinien  genügen  dann, 

p  cos  f 

um  auf  derselben  Linie         — ,  d.  h.  den  Krümmungshalbmesser  zu 

px  cos  T 

erhalten.    In  diesem  Fall  ist  die  Curve  eine  Kettenlinie,  die  wir 

noch  später  werden  kennen  lernen. 

Nachdem  wir  die  KrUmmungsmittelpunkte  zeichnen  können, 
sind  wir  auch  im  Stande,  für  ein  beliebiges  Belastungsgesetz  die 
Evolute  des  Seilpolygons  zu  construiren,  welche  mit  ihren  Spitzen 
die  Eigenthümlichkeiten  des  Seilpolygons  oder  vielmehr  der 
Drucklinie  besser  zur  Anschauung  bringt  als  diese  selbst. 

Taf.  9^  haben  wir  die  Drucklinie  eines  halbkreisförmigen  Ge- 
wölbes mit  geradliniger  horizontaler  Belastungslinie  mit  ihrer  Evo- 
lute gezeichnet.  Die  Belastung  denken  wir  uns  durch  Vertical- 
linien  in  Lamellen  zerlegt,  deren  Mittellinien  punktirt  wurden. 
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Die  aneinander  gereihten  halben  Längen  dieser  Mittellinien 
bilden  das  Kräftepolygon  P\  Da  die  Normallinien ,  die  wir  zur 
Darstellung  der  Evolute  ziehen  müssen ,  länger  als  die  Curven- 
elemente  der  Drueklinien  sind ,  und  parallele  Linien  genauer  als 
senkrechte  gezogen  werden  können :  haben  wir  das  Eräftepolygon 
um  einen  Viertelskreis  gedreht,  sodass  die  Curvenelemente  senk- 
recht auf  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  stehen,  die  Normal- 
linien aber  parallel  mit  ihnen  laufen*  Der  Horizontalschub  H 
wurde  durch  Probiren  so  bestimmt,  dass  die  Drucklinie  die  obere 
horizontale  Begrenzungslinie  im  Scheitel  und  die  untere  kreis- 
förmige zwischen  den  Strahlen  23  und  24  berühren  würde,  wenn 
erstere  in  das  Gewölbe  hinein  gezeichnet  worden  wäre ;  der  Deut- 
lichkeit wegen  aber  wurde  sie  so  weit  vortical  und  parallel  mit 
sich  selbst  verschoben,  bis  sie  ganz  aus  dem  Gewölbe  heraus- 
getreten war. 

Indem  jetzt  bei  dem  Ziehen  jeder  einzelnen  Druckpolygon- 
seite gleichzeitig  auch  die  Normale  parallel  mit  dem  entsprechen- 
den  Strahl  des  Kräftepolygons  HP'  bis  zur  vorausgehenden  Nor- 
malen und  theilweise  weiter  gezogen  wurden,  erhielt  man  die  Figur 
Taf.  92-  Man  ersieht  aus  derselben,  dass  die  Evolute  zwei  Rück- 
kehrpunkte bei  ^  und  beii9  haben  kann;  j4  ist  ein  Rückkehrpunkt, 
weil  sich  rechts  Alles  gerade  wie  links  wiederholt.  Im  Scheitel  ist 
der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  ein  relatives  Maximum,  ein 
absolutes  Minimum  ist  er  in  dem  der  Spitze  B  entsprechenden 
Punkt  12 — 13,  und  von  dort  wächst  er  bis  in*s  Unendliche. 

Die  Brechungspunkte  des  Gewölbes  liegen  da,  wo  die  Nor- 
malen der  Laibungen  des  Gewölbes  und  die  der  Drucklinie  dessel- 
ben zusammenfallen.  So  wie  Taf.  9^  die  relative  Lage  des  Ge- 
wölbes und  der  Drucklinie  gezeichnet  ist,  gehen  durch  den  Mittel- 
punkt 0  des  Gewölbes  drei  Tangenten  an  die  Evolute,  nämlich  die 
Normalen  0;  12,  13  und  18,  19.  Bei  der  ersten  und  letzten  ist  die 
Evolute  am  weitesten  vom  Gewölbekreis  entfernt,  bei  der  mittel- 
sten steht  sie  ihm  am  nächsten.  Es  hat  nun  durchaus  keine 
Schwierigkeit,  sich  das  Verhältniss  in  der  wahren  Lage  der  Druck- 
linie vorzustellen.  Rücken  wir  z.  B.  das  Gewölbe  in  seine  wahre 
Lage  so  herunter,  dass  die  horizontale  Belastungslinie  den  Scheitel 
der  Drucklinie  berührt,  so  kommt  der  Mittelpunkt  der  innern  Lai- 
bung  nach  0'  herunter.  Durch  diesen  Punkt  kann  man  die  drei 
Normalen  bei  0,  bei  4, 5  und  bei  23,  24  auf  die  Drucklinie  ziehen. 
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Im  ersten  Punkt  steht  die  Drucklinie  der  aussein  horizontalen  Be- 
grenzungsfläche am  nächsten,  weil  aus  dem  Punkt  oc ,  dem  Mittel- 
punkt der  geraden  Begrenzungslinie,  nur  eine  einzige  Normale  an 
die  Drucklinie  gezogen  werden  kann.  Dasselbe  findet  auch  noch 
statt,  solange  der  Krümm ungsmittelpunkt  der  äussern  Wölbfläche 
unter  den  Punkt  A  hinunterfällt.  Ist  die  äussere  Laibung  mit  der 
innem  concentrisch ,  so  steht  die  Drucklinie  jener  bei  dem  Punkt 
45  am  nächsten,  und  der  äussere  obere  Brechungspunkt  fällt  nicht 
mit  dem  Scheitel  zusammen.  Dasselbe  findet  überhaupt  nur  statt, 
wenn  derKrttmmungsmittelpunkt  der  äussern  Laibung  zwischen^ 
und  C  fällt,  denn  nur  durch  einen  Punkt  dieser  Strecke  können 
zwei  Yon  der  Verticallinie  verschiedene  Normaleu  an  die  Druck- 
linie gezogen  werden :  weil  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit 
der  Verticallinie  die  Strecke  «^C^oo  beschreibt,  während  die 
Normale  selbst  die  Evolute  beschreibt,  sodass  nur  die  Punkte  der 
Strecke  ^C  zweimal  bestrichen  werden.  In  23,24  liegt  der  untere 
Brechungspunkt. 
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Seil-  und  dem  Kräftepolygon. 

Die  bisher  besprochenen  reciproken  Beziehungen  zwischen 
dem  Seilpolygon  und  dem  Kräftepolygon  sind  ohne  aus  der  Ebene 
herauszutreten  abgeleitet  worden ;  will  man  aber  diese  Polygone 
als  Projectionen  räumlicher  Linienzttge  betrachten,  so  können 
diese  Linienzüge  jederzeit  als  reciproke  Gebilde  eines  Nullsystems 
aufgefasst  werden.  Dies  wurde  zuerst  nachgewiesen  durch  Prof. 
Clerk  MajnveU  in  den  Philosophical  Magazine  1864  S.  250,  und 
weiter  ausgebildet  durch  Cremona  in  seinem  schönen  Werkchen : 
„Le  figure  reciproche  nella  Statica  Graßcay  Milano  Bemardoni 
1872".    Hier  folgen  wir  vorzugsweise  diesem  letztem. 

Wir  nehmen  in  einem  NuUsytem  einen  räumlichen  Linienzug 
12  3,  Fig.  140,  an  und  schneiden  ihn  durch  eine  Ebene  iV;  der 
Schnitt  wird  ein  Polygon  sein ,  durch  dessen  Ecken  die  einzelnen 
Linien  des  Zuges  gehen.  Die  reciproke  Figur  141  wird  wieder 
aus  einem  Linienzug  bestehen  und  aus  Strahlen ,  welche  dessen 
Ecken  aus  dem  der  Ebene  N  entsprechenden  und  in  ihr  liegenden 
Nullpunkt  0  projiciren.    Projicirt  man  nun  diese  beiden  räum- 
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liehen  Gebilde  aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Gentralaxe 
auf  irgend  eine  Ebene,  so  erhält  man  (siehe  die  Figuren)  zwei  Po- 
lygone, welche  im  Verhältniss  von  Seil-  und  Kräftepolygon  zu 
einander  stehen.  In  beiden  Polygonen  wurden  die  Polygonseiten 
durch  stärkere  Linien  hervorgehoben. 

In  Nullsystemen  werden  entsprechende  Linien  durch  Parallel- 
ebenen  aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Gentralaxe  projicirt, 
daher  laufen  die  Projectionen  des  Linienzuges  Fig.  141  mit  denen 
des  Zuges  von  Fig.  142  parallel.  Wir  betrachten  diese  Projectionen 
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Fig.  141  als  Richtungslinien  von  Kräften  in  einer  Ebene  und  die 
Projection  von  Fig.  142  als  das  entsprechende  Kräftepolygon. 
Fasst  man  weiter  die  Projection  des  Schnittpolygons  in  der 
Ebene  iVals  ein  Seilpolygon  auf,  das  diese  Kräfte  mit  einander 
verbindet,  so  sind  die  Projectionen  der  entsprechenden  Strahlen 
des  Büschels  0  die  Spannungen  in  diesen  Seilpolygonseiten,  denn 
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sie  gehen  alle  durch  den  Pol  0'  und  laufen  mit  den  Seilpolygon- 
seiten parallel. 

Es  ist  auch  klar,  dass  man  zu  je  einem  Seil-  und  Kräfte- 
polygon in  einer  Ebene  unendlich  viele  reciproke  Linienzüge 
zeichnen  kann.  Man  kann  zunächst  die  Ebene  iVganz  willkürlich 
annehmen  und  erhält  durch  Projection  des  Seilpolygons  und  des 
Poles  ff  auf  sie  die  Durchstosspunkte  der  einzelnen  Linien  des  * 
Zuges  in  Fig.  141,  und  den  Pol  0  in  Fig.  142.  In  dieser  letztem 
Figur  sind  nun  ebenfalls  die  Durchstosspunkte  2',  3'  des  Kräfte- 
polygons mit  der  Ebene  N  gegeben,  denn  sie  liegen  auf  den 
Strahlen,  welche  von  0  aus  die  entsprechenden  Durchstosspunkte 
der  Figur  141  projiciren;  diese  Strahlen  sind  Leitlinien  des 
Systems,  weil  sie  in  der  Nullebene  liegend  durch  den  Nullpunkt 
gehen.  Da  sich  also  diese  Strahlen  und  die  treffenden  Linien  des 
Zuges  schneiden,  so  sind  auch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  O 
in  der  Projection  mit  den  Kräftepolygonseiten  die  Projectionen 
dieser  Durchstosspunkte,  man  braucht  sie  daher  nur  rückwärts  auf 
die  Sti'ahlen  O  zu  projiciren,  um  diese  Durchstosspunkte  zu  erhal- 
ten. Nachdem  so  alle  Durchstosspunkte  in  den  Fig.  141  und  142 
gegeben  oder  construirt  sind,  kann  man  noch  einen  Punkt  des 
Linienzuges  auf  dem  Mantel  des  Projectionsprismas  der  Kräfte 
willkürlich  wählen;  er  bestimmt  durch  seine  Verbindung  mit  dem 
entsprechenden  Durchstosspunkt  eine  Linie  des  Zuges;  die  Ver- 
bindung der  Schnitte  dieser  Linien  und  der  Kanten  der  nächsten 
Prismenseite  mit  den  entsprechenden  Durchstosspunkten  geben 
zwei  weitere  Zuglinien ,  u.  s.  f.  bis  zur  ersten  und  letzten  Zug- 
linie. 

Die  Projection  der  Verbindungslinien  der  Punkte  Ol  mit  34 
in  Fig.  142  ist  die  Mittelkraft  123  im  Kräftepolygon;  ihr  ent- 
spricht die  Schnittlinie  der  Ebenen  0 1  und  3  4  in  Fig.  141  (wo 
auch  die  Construction  dieser  Schnittlinie  angedeutet  ist),  sie  geht 
durch  den  Schnitt  der  äussersten  Seilpolygonseiten.  Also  geht  die 
Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  von  Kräften,  die  durch  ein  Seil- 
polygon mit  einander  verbunden  sind,  durch  den  Schnitt  der 
äussersten  Polygonseiten. 

Nimmt  man  123  in  Fig.  141  und  142  in  entgegengesetztem 
Sinn,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht  und  die  Polygone  er- 
scheinen geschlossen.  Kräfte,  die  im  Gleichgewicht  sind,  geben 
geschlossene  Seil-  und  Kräftepolygone. 
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Vertauscht  man  in  Fig.  142 ,  vom  Punkt  0 1  ausgehend ,  die 
Reihenfolge  in  der  Addition  der  einzelnen  Linien  des  Zuges,  so 
gelangt  man  laut  Nr.  38  S.  162  immer  zu  dem  gleichen  Endpunkt 
34.  In  Fig.  141  sind  demnach  die  erste  und  die  letzte  Ebene  Ol 
und  3  4 ,  also  auch  ihre  Schnittlinie  mit  ihrer  Projection,  unver- 
ändert geblieben.  Die  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  Kräfte 
ist  von  der  Reihenfolge  ihrer  Zusammensetzung  unabhängig ,  sie 
ist  das  Resultat  einer  Addition. 

Aendert  man  die  Ebene  N  mit  ihrem  Nullpunkt,  so  erhält 
man  in  der  Projection  einen  andern  Pol  0\  des  Kräftepolygons 
und  ein  anderes  Seilpolygon.  Je  zwei  Polygonseiten  der  Schnitt- 
ebenen N  und  iVi  schneiden  sich ,  denn  sie  liegen  in  der  gleichen 
Ebene  zweier  aufeinanderfolgender  Seiten  des  Zuges;  ihr  Schnitt 
kann  daher  nur  in  dem  Schnitt  der  beiden  Ebenen  NN^  liegen. 
Da  dies  vom  Schnitt  je  zweier  entsprechenden  Polygonseiten  gilt, 
so  folgt,  dass  alle  diese  Schnitte  in  einer  geraden  Linie  liegen ; 
in  der  Projection  werden  sie  daher  auch  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  woraus  der  Nr.  46  S.  176  bewiesene  Satz  folgt:  dass  die 
entsprechenden  Seiten  zweier  Seilpolygone,  welche  dieselbe 
Reihenfolge  von  Kräften  mit  einander  verbinden ,  sich  auf  einer 
geraden  Linie  schneiden.  Auch  versteht  es  sich  von  selbst,  dass 
diese  Schnittlinie  und  die  ihr  entsprechende  Verbindungslinie  der 
beiden  Pole  im  Kräftepolygon  nichts  anderes  ist,  als  wie  die  Mit- 
telkraft der  in  irgend  zwei  Seilpolygonen  wirkenden  Kräfte ,  von 
denen  die  eine  negativ  zu  nehmen  ist. 

Einer  unendlich  fernen  Geraden  entspricht  im  Nullsystem 
eine  zur  Gentralaxe  parallele  Gerade ;  bewegt  sich  also  die  Ebene 
iV parallel  zu  sich  selbst,  so  wird  ihr  Nullpunkt  0  eine  Parallele 
zur  Centralaxe  beschreiben;  da  aber  aus  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  Gentralaxe  projicirt  wird,  so  wird  die  Projection  des 
Linienzuges  von  Fig.  141  S.314,  also  das  Kräftepolygon  sich  nicht 
ändern.  Die  Seilpolygonseiten  aber  werden  alle  mit  einander 
parallel  laufen,  weil  sie  sich  im  Unendlichen  schneiden.  Auf  diese 
Weise  erhält  man  alle  Seilpolygone,  die  mit  einem  und  demselben 
Kräftepolygon  construirt  werden  können.  Die  Mittelkraft  der  in 
zwei  entsprechenden  Seilpolygonseiten  wirkenden  gleichen  Kräfte, 
von  denen  die  eine  negativ  zu  nehmen  ist,  ist  für  alle  Kräfte  eine 
und  dieselbe  unendlich  ferne  Kraft,  ein  und  dasselbe  Moment. 

Mit  Hülfe  des  Nullsystems  konnten  hier  alle  auf  den  gegen- 
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seitigen  Zusammenhang  bezüglichen  Eigenschaften  des  Kräfte-  und 
Seilpolygons  einfach  und  leicht  entwickelt  werden,  und  man 
könnte  diese  Beweise  an  die  Stelle  der  Nrn.  41,  42,  44,  45  und 
46  setzen,  wenn  das  Verständniss  des  NuUsytems  überall, 
vorausgesetzt  werden  dürfte.  In  constructiver  Beziehung  leistet 
es  jedoch  keine  Dienste,  indem,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Poly- 
gone erst  gezeichnet  sein  müssen ,  um  einen  im  Nullsystem  mög- 
lichen Linienzug  zu  erhalten ;  immerhin  haben  Betrachtungen,  die 
sich  an  das  Nullsystem  knüpfen,  zur  cyclischen  Reihenfolge  in  der 
Zusammensetzung  der  Kräfte  geführt,  welche  an  einem  Fachwerk 
wirken,  und  diese  Reihenfolge  führt  zu  den  bei  Weitem  schönsten 
und  elegantesten  Figuren ,  wie  wir  in  der  nächsten  Nummer  zei- 
gen wollen. 


82.  Fachwerke  mit  constanter,  sonst  aber  beliebiger 

Belastung. 

Es  sei  Taf.  lOi  ein  Fachwerk,  an  dessen  Knotenpunkten  be- 
liebige constante  Kräfte  wirken.  Auf  die  verschiedenen  Arten 
von  Fachwerken  werden  wir  später  zurückkommen,  bemerken  aber, 
dass  die  Constructionen  MaaivelPs  und  Cremona^s,  die  wir  jetzt  er- 
läutern wollen,  nur  dann  möglich  sind ,  wenn  die  Kräfte  auf  Kno- 
tenpunkte wirken,  die  auf  einem,  alle  Constructionstheile  umfan- 
genden Rande  liegen.  Ferner  müssen  die  Kräfte  im  Gleichgewicht 
sein ;  sind  daher  0 1 2  .«•  7  die  gegebenen  Kräfte ,  so  müssen  diese 
erst  zusammengesetzt,  und  dann  nach  den  Richtungen  der  Wider- 
lagerreactionen  ^  und  B  zerlegt  werden,  siehe  Nr.  55  S.  199.  Jetzt 
ist  erst  ein  neues  geschlossenes  Kräftepolygon  zu  construiren  in 
der  Reihenfolge  AX^bl  Ä6420-^,  wo  dem  Druckbogen  die 
ungeraden ,  dem  Spannbogen  die  geraden  Ziffern  so  zugewiesen 
wurden,  dass  die  Füllungsglieder  einen  fortlaufend  numerirten 
Zug  bilden.  Mittelst  dieses  kann  man  ein  beliebiges  Seilpolygon 
und  dann  nach  den  Regeln  der  vorigen  Nrn.  einen  räumlich  ge- 
schlossenen Linienzug  der  Kräfte  analog  Fig.  140  construiren, 
und  auf  diesen  die  Knotenpunkte  des  t'achwerks  projiciren ;  wer- 
den dann  die  im  Fachwerk  verbundenen  Punkte  auch  auf  dem 
Linienzug  mit  einander  verbunden ,  so  erhält  man  ein  Vielflach, 
das  aus  so  vielen  Flächen  besteht,  als  das  Fach  werk  Fächer  be- 
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sitzt,  und  das  ringsum  von  der  developpabeln  ringförmigen  Fläche 
d^s  Linienzuges  begrenzt  ist.  Vergleicht  man  diese  Figur  mit 
Fig.  140,  so  erscheint  die  jetzt  geschlossene  ringförmige  develop- 
pable  Fläche  nicht  mehr  durch  die  Ebene  N^  sondern  durch  das 
Vielflach  begrenzt,  das  dem  Fachwerk  entspricht. 

Wir  construiren  nun  im  Nullsystem  das  reciproke  Gebilde. 
Es  besteht,  vergleiche  Fig.  141,  aus  .dem  geschlossenen,  nicht 
ebenen  Linienzug  der  Kräfte ;  an  die  Stelle  des  Poles  0  aber  tritt 
ein  Vieleck,  das  so  viele  Ecken  hat,  als  das  in  Fig.  140  den  Kno- 
tenpunkten entsprechende  Vi^flach  Flächen  hatte,  und  an  die 
Stelle  der  Projectionsstrahlen  von  0  treten  die  den  Strecken  des 
Druck-  und  Spannbogens  entsprechenden  Linien.  Jedem  Knoten- 
punkt des  Fachwerks  entspricht  ein  ebenes  Vieleck  von  so  viel 
Seiten,  als  im  Knotenpunkt  Constmctionstheile  und  Kräfte  zu- 
sammentreffen. 

Die  Projection  Taf.  10^  dieses  Gebildes  ist  nun  der  gesuchte 
Kräfteplan.  Er  besteht  aus  dem  mit  starken  Linien  ausgezogenen 
geschlossenen  Zug  der  Kräfte,  die  einzelnen  Linien  desselben  tra- 
gen die  Nrn.  der  Kräfte;  aus  den  Eckpunkten,  welche  den  Flächen 
des  durch  die  Flillungsglieder  gebildeten  Vielflachs  entsprechen. 
Jedem  FUllungsglied,  Taf.  lOi,  als  Schnittlinie  zweier  aufeinander 
folgenden  Flächen  des  Vielflachs  entspricht  Taf.  lOg  die  Verbin- 
dungslinie zweier  aufeinander  folgenden  Ecken  des  Vielecks. 
Diese  Ecken  erscheinen  daher  ebenfalls  durch  einen  fortlaufenden 
Linienzug  mit  einander  verbunden,  der  dem  Zug  der  Fallungs- 
glieder entspricht.  Den  einzelnen  Strecken  des  Zug-  und  Druck- 
baums, welche  zwei  gerade  oder  ungerade  Ecken  des  Zuges  der 
Füllungsglieder  mit  einander  verbinden,  entsprechen  die  Treu- 
nungslinien  der  Flächen,  welche  jedem  dieser  Eckpunkte  ent- 
sprechen ,  und  welche  zwischen  den  Linienzttgen  der  FQlluugs- 
linien  und  der  Kräfte  liegen. 

Jedem  Fach  Taf.  lOj  des  Fachwerks,  als  Fläche  betrachtet, 
entspricht  Taf.  10^  ein  Eckpunkt  des  Zuges  der  FttUungsglieder, 
den  Eckpunkten  des  Kräftezuges  dieser  Figur  entspricht  Taf.  lOi 
ein  Dreieck,  das  aus  einer  Strecke  des  Zug-  oder  Druckbaums  und 
den  beiden  anstossenden  Kräften  besteht;  also  ein  Dreieck,  das 
die  Projection  eines  Elementes  der  developpabeln  Fläche  ist.  Da 
alle  diese  Flächen  Dreiecke  sind,  so  schneiden  sich  in  jedem  Eck- 
punkt der  Taf.  IO.2  nur  drei  Linien,  nämlich  eine  Bogenstrecke 
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und  zwei  äussere  Kräfte,  oder  zweier  in  den  Füllungsgliedern 
wirkenden  Kräfte.  Die  zwei  Kräfte  tragen  die  Zeichen  der  Kno- 
tenpunkte, welche  die  Bogenstrecke  Taf.  10]  verbindet,  und  die 
Ecke  des  Linienzuges  liegt  dieser  Strecke  gegenüber.  Mit  Aus- 
nahme der  ersten  und  letzten  Strecke  AO  und  TB  liegt  die  Nr. 
des  Linienzuges  zwischen  den  der  beiden  Kräfte.  Mittelst  dieser 
Anhaltspunkte  lassen  sich  also  leicht  die  zusammengehörigen  Bo- 
genstrecken  finden. 

Jedem  Knotenpunkt  der  Taf.  10]  entspricht  in  Taf.  10^  ein 
geschlossenes  Polygon  von  so  viel  Seiten,  als  im  Knotenpunkt 
Constructionstheile  und  Kräfte  zusammentreffen.  Jede  Kraft 
erscheint  nur  als  Seite  eines  dieser  Polygone,  dagegen  jeder  Con- 
structionstheil  als  Seite  zweier  Polygone ;  hinsichtlich  des  durch 
den  Sinn  der  Kraft  bestimmten  Sinnes  der  Polygonfläche  wird  der 
Constructionstheil  beidemal  in  entgegengesetztem  Sinn  umfahren, 
nämlich  die  Bogenstrecken  trennen  zwei  aufeinander  folgende 
Kräfte  gleichen  Sinnes ,  sie  können  daher  bezüglich  der  beiden 
Kräfte  nicht  den  gleichen  Sinn  haben;  der  Zug  der  Füllungs- 
glieder ist  für  alle  Polygone,  welche  auf  den  Kräften  stehen,  die 
dem  gleichen  Bogen  angehören ,  in  gleichem  Sinn  befahren ,  da- 
gegen in  entgegengesetztem  für  die,  welche  dem  andern  Bogen 
angehören. 

Betrachtet  man  daher  alle  diese  Polygone  als  die  der  Kräfte, 
welche  auf  den  treffenden  Knotenpunkt  wirken,  so  sind  diese 
Kräfte  an  jedem  Knotenpunkt  im  Gleichgewicht,  weil  alle  Poly- 
gone geschlossen  sind.  Ist  demnach  das  Fachwerk  so  construirt, 
dass  den  äusseren  Kräften  nur  durch  ein  System  innerer  Kräfte 
das  Gleichgewicht  gebalten  werden  kann,  so  ist  Taf.  10^  der 
Kräfteplan  dieses  Systems;  und  jeder  einzelne  Constructionstheil 
hat  einfach  den  zwei  an  seinen  Endpunkten  wirkenden,  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräften  zu  widerstehen.  Auf  Taf.  10]  wurden 
die  Kraftlinien  derjenigen  Constructionstheile,  welche  rückwirkend 
in  Anspruch  genommen  sind,  durch  einen  Schattenstrich ,  den  ge- 
spreizten Querschnitt  darstellend,  ausgezeichnet. 

Summirt  man  die  Flächen  aller  Polygone,  welche  das  Gleich- 
gewicht an  den  Knotenpunkten  darstellen ,  so  fallen  die  sämmt- 
lichen  Linien ,  welche  den  Constructionstheilen  entsprechen ,  als 
Grenzlinien  aus,  weil  sie  in  entgegengesetztem  Sinn  befahren  sind, 
die  Flächensumme  der  Polygone  ist  daher  gleich  der  Fläche  des 
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geschlossenen  Eräftepolygons.  Dieser  Satz  ist  noch  einleuch- 
tender, wenn  man  sich  die  Fläche  durch  ein  einfaches  Planimeter, 
Fig.  76  und  77  S.  125,  bestrichen  denkt;  der  eine  Stift  beschreibt 
den  Linienzug  der  Ftlllungsglieder  einmal  hin  und  einmal  her,  um 
in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückzukommen,  die  bestrichene 
Fläche  ist  =  0,  der  andere  Stift  umfahrt  dabei  das  geschlossene 
Kräftepolygon. 

Führt  man  durch  ein  Fachwerk  irgend  einen  Schnitt,  so  wird 
das  Gleichgewicht  auf  keiner  Seite  des  Schnittes  gestört,  wenn 
man  an  den  durchschnittenen  Constructionstheilen  die  in  ihnen 
wirkenden  Pressungen  und  Spannungen  anbringt:  denn  geschieht 
es,  so  sind  alle  Kräfte  im  Gleichgewicht,  welche  an  den  Knoten- 
punkten wirken,  und  auf  den  geschnittenen  Constructionstheilen 
sitzen.  Lässt  der  Schnitt  eine  Zahl  im  Kräftepolygon  aufeinander 
folgender  Kräfte  auf  einer,  die  übrigen  auf  der  andern  Seite ,  so 
wird  dies  Gleichgewicht  ebenfalls  durch  Taf.  lO^  bestätigt ;  näm- 
lich die  Endpunkte  des  Kräftezuges  der  auf  einer  Seite  liegenden 
Kräfte  können  durch  den  Zug  der  geschnittenen  Constructions- 
theile  mit  einander  verbunden  werden ,  und  bilden  dann  ein  ge- 
schlossenes Polygon.  Für  den  Taf.  lOi  angedeuteten  Schnitt  wird 
z.  B.  in  Taf.  lOj  das  Gleichgewicht  dargestellt:  durch  das  Fül- 
lungsglied 3  4,  durch  die  beiden  anstossenden Spann-  und  Druck- 
bogenstrecken 3  5  und  2  4 ,  endlich  durch  den  Kräftezug  2  0^13 
oder  57  S 6 4,  je  nachdem  man  das  Gleichgewicht  auf  der  rechten 
oder  auf  der  linken  Seite  des  Schnittes  in's  Auge  fasst.  Hat  man 
wie  im  vorliegenden  Fall  nur  drei  Constructionstheile  geschnitten, 
so  kann  man  auch  zur  Controle  die  in  ihnen  wirkenden  Kräfte 
direct  nach  Nr.  56  bestimmen. 

Wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  ist  es  durchaus  nicht  noth- 
wendig,  zur  Construction  der  Figuren  Taf.  10|  a  auf  das  Nullsystem 
zurückzugreifen ;  im  Gegentheil,  es  muss  das  Seilpolygon  erst  con- 
struirt  werden,  um  den  ihm  entsprechenden  räumlichen  Linienzug 
zu  erhalten ,  und  die  beiden  Polygone  unterscheiden  sich  von  ge- 
wöhnlichen Kräfte-  und  Seilpolygonen  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  zusammenzusetzenden  Kräfte,  die  so  einzig  schöne  Kräftepläne 
liefert.  Einen  Nachtheil  aber  hat  diese  Reihenfolge,  es  muss  erst 
das  Gleichgewicht  der  äussern  Kräfte  durch  ein  besonderes  Seil- 
und  Kräftepolygon  hergestellt  werden,  wozu  die  von  Crernona  in 
seine  Figuren  eingezeichnete   und   einem   bestimmten   Pol    ent- 
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sprechenden  Seilpolygone  nicht  dienen  können,  weil  von  vorn 
herein  die  in  den  Kräftezug  einzuschaltenden  Widerlagerreactionen 
nicht  bekannt  sind.  Im  Allgemeinen  wird  man  daher  entweder 
zwei  Kräftepolygone  zeichnen  oder  so  construiren  müssen ,  wie  es 
auf  Taf.  16  der  ersten  Ausgabe  dieses  Werkes  geschah.  In  allen 
Fällen  aber,  wo  die  äussern  Kräfte  von  vorn  herein  bekannt  sind, 
giebt  es  keine  schönere  und  zweckmässigere  Disposition  der 
Kräftepolygone.  Wir  werden  sie  daher  ausschliesslich  im  Laufe 
dieses  Werkes  zur  Bestimmung  der  vom  Eigengewicht  nicht  sym- 
metrischer Faehwerke  herrührenden  inneren  Kräfte,  oder  auch  für 
die  krahnartigen  Constructionen  benutzen ,  und  geben  Taf.  10 
noch  als  Beispiele  einige  derartige  Kräftepläne,  die  mit  Aus- 
nahme des  Pauli'^chen  Trägers  ebenfalls  der  Cremona^üahen 
Schrift  entnommen  sind. 

Taf.  IO34  ist  der  Kräfteplan  eines  jPat//i 'sehen  Trägers.  Die 
vertical  aufwärts  wirkenden  Widerlagerreactionen  ^  und  B  sind 
gleich  dem,  als  bekannt  vorauszusetzenden  halben  Trägergewichte, 
mit  der  Kräfte  beginnend  wurden  von  deren  obern  Endpunkte  ab 
die  Belastungen  des  Spannbogens  0  2  4 ..  1  2 ,  dann  B  und  schliess- 
lich die  des  Druckbogens  13' 11  9 ...  1  aufgetragen,  da  nur  verticale 
Belastungen  angenommen  wurden,  so  klappt  das  geschlossene 
Kräftepolygon  zu  einer  geraden  Linie  zusammen.  Durch  die 
Trennungspunkte  der  Kräfte  werden  Parallellinien  zu  den  ent- 
sprechenden Bogenstreeken  geführt,  und  dann  bei  1  oder  13  be- 
ginnend, die  Bogenkräfte  durch  den  Linienzug  1...  13,  dessen 
Strecken  mit  den  treffenden  Constructionstheilen  parallel  laufen, 
abgeschnitten.  In  der  Zeichnung  wurden  die  Belastungen  des 
Spannbogens  und  die  des  Druckbogens  verschieden  gross  ange- 
nommen, wäre  das  nicht  geschehen,  so  hätte  man  verschwindend 
kleine  Kräfte  in  den  Füllungsgliedern  erhalten.  In  Fachwerken 
wie  in  dem  vorliegenden  sind  in  der  Regel  Gegenbänder  in  den 
Fächern  vorhanden;  bei  der  Disposition  der  Figuren  Taf.  IO34 
giebt  die  eine  Hälfte  der  Zeichnungen  die  Kräfte ,  welche  in  der 
einen  Schaar,  und  die  andere  Hälfte  giebt  die  Kräfte,  welche  in 
der  andern  Schaar  wirken. 

Taf.  lOse  ist  der  Kräfteplan  eines  Hängwerks,  es  unter- 
scheidet sich  vom  Paulf^cheu  Träger  nur  durch  die  symmetrische 
Disposition  der  Füllungsglieder  und  der  Mittelpfosten.  Die  aus- 
geführten Constructionen  bedürfen  keiner  weitern  Erläuterung. 
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Taf.  lOyg  ist  der  Kräfteplan  einer  versteiften  Rette.  Die  in 
den  äussersten  Kettengliedern  wirkenden  Spannungen  ^iS  ergeben 
sich  dadurch,  dass  ihre  verticale  Seitenkraft  gleich  der  halben 
Summe  aller  Belastungen  seinmuss;  sind  sie  dem  entsprechend 
bestimmt,  so  kann  das  Kräftepolygon  construirt  werden ,  das  im 
vorliegenden  Fall  ein  verschlungenes  Viereck  ist,  und  hierauf,  wie 
in  den  früheren  Beispielen  die  in  den  Gonstructionstheilen  wir- 
kenden Kräfte. 

Noch  einfacher  ist  der  Kräfteplan  des  Krahnen  Taf.  IO9  lo.  Das 
Kräftepolygon  besteht  nur  aus  der  nicht  geschlossenen  Vertical- 
linie  der  Belastungen.  Von  der  an  der  Spitze  0  wirkenden  Kraft 
ausgehend,  können  alle  Kräfte  construirt  werden,  käme  der  Boden 
nicht,  so  könnte  man  dieses  krahnartige  Fachwerk  in  das  Unend- 
liche fortspinnen.  Das  Kräftepolygon  kann  mit  den  Mittelkräften 
der  auf  dem  Boden  aufsitzenden  Constructionstheile  geschlossen 
werden. 
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83.  Znsammensetzung  zweier  paralleler  Kräfte. 

Mittelst  der  Momente  können  wir  bereits  schon  parallele 
Kräfte  zusammensetzen ;  in  der  Praxis  aber  werden  sie  am  zweck- 
mässigsten  mit  Hülfe  eines  Seilpolygons  zusammengesetzt  In 
diesem  Kapitel  sollen  nun  die  praktischsten  Methoden  auf  einige 
häufig  vorkommende  Fälle  angewendet  werden. 

Um  zwei  Kräfte  P  und  Q  (Fig.  143) ,  die  in  den  parallelen 
Sichtungen  ^i?  und  C/^  wirken,  zusammenzusetzen,  vertausche 
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Fig.  143. 
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man  zur  Construction  ihrer  Mittelkraft  ihre  Richtungen,  und  trage 
mit  Bertlcksichtigung  des  Zeichens  Q  in  JIB  und  P  in  CD  auf,  so 
geht  die  Mittelkraft  durch  den  Schnitt  0  der  beiden  Linien  BC 
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und  DA  y  welche  die  vier  Punkte  in  der  Art  zu  einem  Viereck 
ABCD  ergänzen ,  dass  dessen  Umfang  von  den  Kräften  P  und  Q 
in  demselben  Sinn  umfahren  wird. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen,  hat  man  nur  die 
'  Kraft  Q  mittelst  der  Parallelen  BE  zu  AD  in  der  Art  auf  ihre  ur- 
sprüngliche Richtung  CD  nach  DE  zu  projiciren ,  dass  sich  dort 
die  P  und  Q  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes  zu  CE  addiren. 
Dann  kann  man  OCDE  als  ein  Kräftepolygon  und  6^8 EE^  als 
das  entsprechende  Seilpolygon  betrachten ,  dessen  Mittelseite  BE 
mit  OD  parallel  läuft,  und  dessen  äussere  Seiten  sich  in  0  schnei- 
den, also  ist  0  ein  Punkt  der  gesuchten  Mittelkraft.  Die  Grösse 
der  Mittelkraft  ist  gleich  P  +  ö  oder  gleich  CE. 

Aus  der  Figur  143  und  aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden 
Dreiecke  OAB  und  OCD  geht  femer  hervor,  dass  die  Richtung 
der  Mittelkraft  zweier  paralleler  Kräfte  mit  der  der  Kräfte  selbst 
übereinstimmt,  zwischen  die  Richtungen  derselben  fällt,  wenn 
beide  in  gleichem  Sinne  (bezüglich  der  unendlich  fernen  Geraden) 
dagegen  jenseits  dieser  Richtungen  und  zwar  auf  die  Seite  der 
grössern  Kraft  (hier  jP,  deren  Richtung  mit  AB  zusammenfällt) 
fällt,  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken  und  dass  end- 
lich das  Verhältniss  der  Entfernung  der  beiden  Kräfte  P  und  Q 
von  0  also 

OB  ^  AO  _  j^ 
OC  ~  DÖ  ~  "7 

gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  =^    ^    ist. 

Dieser  letztere  Satz  geht  auch  aus  den  Lehren  von  den  Mo- 
menten, wonach  Pp  =^  Qq  sein  muss,  hervor. 

Die  häufig  vorkommende  reciproke  Aufgabe,  eine  in  Richtung 
und  Grösse  gegebene  Kraft  in  zwei  parallele  Seitenkräfte  zu  zer- 
legen, die  nach  gegebenen  Richtungen  wirken,  ist  in  obiger 
Fig.  142  ebenfalls  gelöst.  Durch  einen  Punkt  0  der  Mittelkraft 
ziehe  man  zwei  Strahlen  OC  und  OE  nach  der  auf  der  einen  der 
beiden  gegebenen  Richtungen  aufgetragenen  und  zu  zerlegenden 
Kraft  CE.  Zieht  man  dann  durch  0  einen  Strahl  OD  parallel  zur 
Linie  BE,  welche  die  Schnittpunkte  der  beiden  Strahlen  mit  den 
gegebenen  Richtungen  der  Seitenkräfte  verbindet,  so  theilt  dieser 
Strahl  in  D  die  gegebene  Mittelkraft  CE  mit  Berücksichtigung  des 
Sinnes  in  die  beiden  Seitenkräfte  CD  und  DE. 
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Braucht  man  nicht  beide  Seitenkräfte  P  und  Qy  sondern  nur 
die  eine  derselben,  Q  z.  B.,  dsifi  in  der  Richtung  CD  wirkt  (in  der 
wir  P  aufgetragen  haben),  so  erhält  man  sie  unmittelbar  als  Seg- 
ment der  Verticallinie  zwischen  0  und  BE.  Dass  diese  Länge 
gleich  DE  gleich  Q  sei,  geht  aus  dem  Parallelismus  der  Linien 
OD  und  BE  hervor. 


84  Znsammensetznng  mehrerer  paralleler  Kräfte  in 

der  Ebene. 

Sind  mehr  als  zwei  Kräfte  in  einer  Ebene  zusammenzusetzen, 
so  ist  es  am  zweckmässigsten ,  das  Seilpolygon  regelmässig  zu 
construiren,  was  auch  schon  bei  zwei  Kräften  vortheilhaft  ist,  wenn 
man  ihrer  Momente  bedarf.  Da  parallele  Kräfte  sich  erst  in  un- 
endlicher Ferne  schneiden ,  so  kann  man  natürlich  die  erste  der 
Kräfte  nicht  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der  zweiten  verlängern  und 
als  Pol  im  Kräftepolygon  den  Anfang  der  ersten  Kraft  annehmen, 
sondern  es  muss  dieser  Pol  ausserhalb  der  geraden  Linie  ange- 
nommen werden,  auf  die  sich  das  Kräftepolygon  reducirt,  weil  die 
Richtungen  aller  Kräfte  zusammenfallen.  Jede  Parallele  zum  Strahl 
des  Anfangs  der  ersten  Kraft  kann  dann  als  erste  Seilpolygonseite 
betrachtet  und  das  Seilpolygon  nach  den  früheren  Regeln  con- 
struirt  werden. 

In  Fig.  144  und  145  (siehe  S.  328)  ist  eine  solche  Zusammen- 
setzung ausgeführt  worden.  Die  in  Fig.  145  aufgetragenen  4  Kräfte 
liegen  in  einer  geraden  Linie,  die  mit  dem  Pol  0  das  Kräfte- 
polygon bildet.  Im  Seilpolygon  (Fig.  144)  laufen  die  einzelnen 
Polygonseiten  mit  den  entspreohenden  Strahlen,  z.  B.  die  Seiten 
zwischen  2  und  3  mit  dem  Strahl  0  (2  3),  die  äussersten  Polygon- 
seiten mit  den  äussersten  Strahlen  parallel. 

Durch  den  Schnitt  zweier  Seilpolygonseiten  erhält  man  einen 
Punkt  der  Mittelkraft  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte,  deren 
Richtung  und  Grösse  durch  das  Kräftepolygon  gegeben  ist.  Häufig 
ist  die  Mittelkraft  der  1,  2,  3..  ersten  Kräfte  zu  bestimmen,  dann 
gestaltet  sich  die  Gonstruction  wie  Fig.  144,  wo  diese  Mittelkräfte 
durch  (1 2)  (1 2  3)  (1 2  3  4)  angedeutet  sind. 

Wirken  die  4  Kräfte  an  einem  Balken  oder  an  einer  andern 
Gonstruction  und  handelt  es  sich  darum,  den  Druck  auf  die  Stütz- 
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punkte  A  und  B  zu  bestimmen ,  bo  hat  man  (nach  Nr.  83  S.  326 
Fig.  142,  vergleiche  auch  Nr.  55)  nur  die  Mittelki*aft  (12  3  4)  in 

Fig.  144. 


Fig.  145. 

zwei  Seitenkräfte  nach  den  Richtungen  A  und  B  zu  zerlegen. 
DiesB  geschieht,  indem  man  die  äussersten  Polygonseiten  bis  zu 
ihrem  Schnitt  mit  den  Parallelen  durch  A  und  B  verlängert, 
und  das  Polygon  durch  die  Schlusslinie  AB  schliesst.  Der  zu 
^^  parallele  Strahl  0(^J9)  (Fig.  145)  im  Eräftepolygon  theilt  dann 
die  Summe  (12  34)  in  die  zwei  Seitenkräfte  A  und  B. 

Stellt  man  das  Gleichgewicht  dadurch  her,  dass  man  diese 
Seitenkräfte  in  umgekehrter  Richtung  wirken  lässt,  wie  es  in 
Figur  145  durch  die  Pfeile  angedeutet  ist,  so  stellen  diese  Kräfte 
A  und  B  den  Gegendruck  der  Widerlager  dar;  wie  es  das  Gleich- 
gewicht verlangt,  ist  die  Summe  der  6  Kräfte  A12S4:B  im 
Kräftepolygon  :=  0  und  das  Seilpolygon,  in  welchem  die  Linie 
AB  jetzt  eine  Seite  zwischen  A  und  B  darstellt,  geschlossen 
(Nr.  53  S.  193). 

Bei  Brückenconstructionen  ist  es  häufig  nothwendig,  die  Mit- 
telkraft aller  ausserhalb  eines  bestimmten  Querschnitts  yi  z.  B. 
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wirkenden  Kräfte  zu  kennen;  man  nennt  diese  Kräfte  scheerende, 
in  80  fern  man  sie  sich  in  dem  Querschnitt  selbst  wirkend  denken 
kann.  Diese  Kräfte  sind  im  vorliegenden  Fall  A  und  1.  Durch 
Verlängerung  der  Polygonseiten  ausserhalb  A  und  ausserhalb  1 
(Nr.  44  S.  172)  erhält  man  einen  Punkt  der  Richtungslinie  von 
iA\)  und  das  Kräftepolygon  giebt  die  Summe  A^  von  {A  1),  wie 
es  in  beiden  Polygonen  angedeutet  ist. 

Aus  der  Construction  geht  auch  hervor,  dass  die  Summe  der 
ausserhalb  des  Querschnittes  yy  wirkenden  Kräfte  durch  zwei 
Strahlen  des  Poles  0,  Fig.  145,  auf  der  Linie  der  Kräfte  ausge- 
schnitten wird,  die  parallel  mit  den  Polygonseiten  ausserhalb  der 
aufeinanderfolgenden  Kräfte  laufen^  Man  kann  daher  auch  ohne 
auf  das  Kräftepolygon,  Fig.  14^^  zurückzugreifen,  direct  auf 
Fig.  144  die  zwischen  zwei  Polygonseiten  wirkenden  Kräfte  con- 
struiren ;  es  werden  dieselben  auf  einer  S«cante ,  die  parallel  zu 
den  Kräften  in  der  Entfernung  H  vom  Schnitte  der  äussern  Poly* 
gonseiten  geführt  wird,  ausgeschnitten.  —  Diese  Construction  ist 
für  die  Kräfte  2  3  in  Fig.  144  angedeutet.  Das  Dreieck  zwischen 
den  äusseren  Polygonseiten  12,34  und  der  stark  ausgezogenen 
Verticalen  2  3  ist  congruent  mit  dem  entsprechenden  Dreieck  0 
(2  3)  des  Kräftepolygons  Fig.  145. 

Ferner  ist  auch  die  Summe  der  Segmente  y\ 3  -f-  y\ 3 ,  Fig. 
144,  welche  zwei  Polygonseiten  auf  den  Verticalen  durch  die 
Widerlager  absehneiden ,  den  zwischen'  ihnen  wirkenden  Kräften 
2  4*  3  proportional ;  denn  zieht  man  durch  den  Schnitt  einer  Po- 
lygonseite mit  einer  Verticalen  eine  Parallele  zur  andern  Polygon- 
seite, so  bilden  diese  beiden  Linien  mit  der  Verticalen  durch  das 
andere  Widerlager,  deren  Segment  zwischen  ihnen  gleich 
y\z'\-y\z'y^'^^^v^iy^t\^f^^  das  dem  Kräftepolygon  ähnlich  ist;  und 
ihm  gleich  wird,  wenn  dessen  Poldistanz  gleich  der  Spannweite  2  / 
genommen  wird.    Man  hat  demnach : 

2/ 
y'aa  +y'23  =  (2  +  3)  -^. 

Aus  dieser  Ableitung  geht  hervor,  dass  diese  Summe  sich  in 
eine  Differenz  verwandelt,  wenn  der  Schnitt  der  Polygonseiten 
ausserhalb  der  Oeffnung  liegt,  wie  es  z.  B.  bei  der  Schlusslinie 
der  Fall  ist. 

Hätte  man  die  Poldistanz  gleich  2/  genommen,  so  wäre,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  die  Segmentensumme  einfach  gleich  der 
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Summe  der  zwischen  den  Polygonseiten  wirkenden  Kräfte.  Ins- 
besondere schneiden  in  diesem  Fall  die  beiden  äussersten  Polygon- 
seiten die  beiden  Widerlagerreactionen  je  auf  der  Verticalen  des 
andern  Widerlagers  ab,  denn  die  Segmente  zwischen  der  Schluss- 
linie und  der  einen  dieser  äussersten  Polygonseiten  sind  immer 
gleich  Null. 

Ist  die  Poldistanz  nicht  gerade'  gleich  2/,  aber  2/ :  /f,  doch 
eine  runde  Verhältnisszahl ,  so  können  dennoch  die  Segment- 
Bummen  der  Widerlagerverticalen  als  die  Reactionen  darstellend 
betrachtet  werden,  nur  hat  man  sie  auf  einem  in  jenem  Yerhältniss 
veränderten  Maassstab  abzugreifen. 

Wir  machen  hier  darauf  aufmerksam,  dass,  wie  es  aus  der 
Figur  hervorgeht,  die  Summe  der  ausserhalb  eines  Querschnitts 
wirkenden  Kräfte  mit  der  durch  den  Strahl  0  {/4B)  im  Kräfte- 
polygon bezeichneten  Kraft,  hier  3,  ihr  Zeichen  wechselt.  Also 
die  Kräfte  {A 1 2)  und  (^^  1 2  3)  haben  entgegengesetzte  Zeichen 
und  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Polygons.  Betrachtet 
man  die  Schlusslinie  ^^  als  Abscissenaxe,  so  liegt  in  3  der  Punkt, 
für  welchen  die  Ordinate  des  Seilpolygons  ein  Maximum  ist.  In 
diesem  Punkt  ist  die  Tangente  an  das  Seilpolygon  natürlich  pa- 
rallel zur  Schlusslinie,  die  Mittelkraft  der  ausserhalb  wirkenden 
Kräfte  ist  eine  unendlich  kleine  und  ferne  und  ist  gleich  0. 

Das  Seil-  und  Kräftepolygon,  wie  es  hier  in  Fig.  144  und  145 
gezeichnet  ist,  giebt  unmittelbar  die  Gleichgewichtsbedingungen 
eines  belasteten  Bogenhängewerks  (Fig.  146)  oder  einer  Ketten- 
brücke (Fig.  147).  Die  Strahlen  von  0  sind  die  Spannungen  in 
den  entsprechenden  Bogenstücken  oder  Kettengliedern. 

Fig.  146. 


Fig.  U7. 
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Der  ganz  allgemein  bewiesene  Satz ,  dass  die  Aenderung  in 
der  Reihenfolge  der  ZusämmeTisetzung  keinen  Einfluss  auf  das 
Endresultat  ausübe,  gilt  natürlich  auch  von  parallelen  Kräftep. 
Man  kann  daher  z.  B.  bei  Kräfteplänen  von  Brücken,  wie  wir  später 
sehen  werden ,  zuerst  das  constante  Polygon  des  Eigengewichtes 
auftragen,  und  die  wechselnde  zufällige  Belastung  immer  nur  zu- 
letzt beifügen. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken ,  dass  laut  Nr.  79  S.  305  diese 
Polygone  Parabeln  umhüllen,  wenn  die  Belastungen  gleichmässig 
in  irgend  einer  geraden  Richtung  gemessen  vertheilt  sind. 
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Setzt  man  bei  Anwendung  der  in  Nr.  49  S.  185  entwickelten 
Construction  zur  Bestimmung  des  Momentes  einer  beliebigen  Zahl 
aufeinander  folgender  paralleler  Kräfte  die  Länge  H  (Fig.  105 
S.  185),  das  heisst  die  Kraft  oder  den  Hebelarm,  auf  welchen  man 
alle  Momente  reduciren  will,  gleich  dem  senkrechten  Abstand  des 
Punktes  0  von  der  Richtungslinie  der  Kräfte  im  Kräftepolygon, 
so  werden  die  beiden  zu  Q  und  zu  Qy  (Fig.  104)  parallelen  Linien 
OA  und  OAx  mit  der  Richtungslinie  der  Kräfte  und  mit  der  Rich- 
tung der  Linie  h  -j- ^i»  die  senkrecht  auf  H  steht,  zusammenfallen. 
Das  Maass  des  Momentes  A  -f-  ^i  ^^^d  gleich  dem  Segment  sein, 
das  die  Seilpolygonseiten  ausserhalb  der  gegebenen  Kräfte,  auf 
der  zu  ihnen  parallelen  Linie  abschneiden,  in  Bezug  auf  welche 
das  Moment  bestimmt  werden  soll.  So  ist  z.  B.  Fig.  144  S.  328 
das  Moment  der  Kräfte  AI  A12  234 

in  Bezug  auf  die  Querschnitte  t/x      t/%      y^ 
gleich  den  Producten  yy  H  y^H  yi^H 

wo  der  eine  Faktor,  jedoch  beliebig  welcher,  als  Kraft  und  der 
andere  als  Hebelarm  abgegriffen  werden  muss.  Der  Drehungs- 
sinn der  Momente  kann  natürlich  immer  nur  der  Richtung  und 
Lage  der  Mittelkraft  bezüglich  dieses  Querschnittes  entnommen 
werden.  Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  dieses  Verfahren 
mit  der  Multiplication  von  Nr.  4  S.  25  Taf.  3^  identisch  ist. 

Direct  kann  der  Satz  auch  bewiesen  werden ,  indem  man  die 
in  den  beiden  äussersten  Seilpolygonseiten  wirkenden  Kräfte  in 
ihrem  Schnitt  mit  der  Verticalen  in  Bezug  auf  welche  das  Moment 
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bestimmt  werden  soll,  in  den  Horizontalschub  H  und  in  eine  ver- 
ticale  Kraft  zerlegt;  das  Moment  xler  beiden  letzteren  ist  gleich 
Null,  und  das  der  beiden  parallelen  H  gleich  Amal  dem  Segment 
der  Verticalen. 

Sind  Momente  als  Kräfte  in  das  Seilpolygon  einzuschalten,  so 
ist  laut  Nr.  52  S.  191  die  Seilpolygonseite  um  so  viel  parallel  mit 
sich  selbst  zu  verschieben,  dass  ihre  Spannung  multiplicirt  mit 
ihrer  Distanz ,  oder  was  bei  parallelen  Kräften  dasselbe  ist,  das 
Segment,  das  sie  auf  einer  Parallelen  zu  den  Kräften  abschneiden, 
multiplicirt  mit  der  Poldistanz  gleich  dem  einzuflechtenden  Mo- 
ment sei.    Es  geht  dies  aus  dem  Verhältniss : 


Sih 


:  s 


der  beiden  ähnlichen  mit  diesen  Buchstaben  bezeichneten  Dreiecke 
Fig.  149  und  150  hervor,  wo  zwischen  die  Reactionen  der  Auf- 

Fig.  US. 


Fig.  150. 


lager  und  die  äussersten  Seilpolygonseiten 
die  Momente  $,  und  $i  +  i  eingeschaltet 
wurden.  Es  kann  Fig.  148  das  Stttck  eines 
continuirlichen  Balkens  zwischen  dem  tund 
/  -|-  1  ten  Pfeiler  darstellen.  Das  Moment 
^,  ttber  dem  iten  Pfeiler  wurde  negativ  (; 


angenommen;  es  muss  daher  das 


?.• 


in 
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Fig.  149  80  aufgetragen  werden  y  dass  nach  der  Verschiebung  der 
ersten  Seilpolygonseite  Sy  auf  der  die  Richtung  der  Kraft  durch 
einen  Pfeil  angedeutet  ist,  sie  in  diesem  Sinne  (;    um  einen 

ihrer  Punkte  drehe ;  -j—  ist  also  aufwärts  aufzutragen.  Das  Po- 
lygon wird  hierauf  bis  zum  Pfeiler  i  -{-  1  bei  B  gezeichnet  wie 
jedes  andere,  dort  aber  wird  das  Seilpolygon  um  eine  dem 
Moment  $1-4.1  entsprechende  Höhe  $,4.1  :  A,  parallel  zu  den 
Kräften  gemessen,  verschoben.  Bei  B  wurde,  wie  die  Figur  148 
zeigt,  ein  positives  Moment  •)  angenommen,  das  in  entgegenge- 
setztem Sinn,  als  wie  das  bei  ^  dreht,  die  letzte  Seilpolygonseite 
ist  daher  abwärts  zu  verschieben. 

Die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  die  Pfeilerreactionen 
bei  ^  und  B,  die  Verbindung  dieser  Punkte  giebt  daher  die 
Schlusslinie;  eine  Parallele  zu  denselben  durch  den  Pol  in 
Fig.  150  schneidet  auf  dem  Kräftepolygon  die  Pfeilerreactionen 
Pi  und  Pi+\  aus. 

Alles ,  was  in  der  vorigen  und  in  dieser  Nummer  von  dem 
Polygon  Fig.  144  S.  328  gesagt  wurde,  gilt  auch  von  diesem;  führt 
man  ynen  Schnitt  durch  den  Balken,  so  schneiden  sich  die 
äussersten  Polygonseiten  auf  der  Mittellinie  der  an  dem  abge- 
trennten Stück  wirkenden  Kräfte ,  und  auf  irgend  einer  Secante 
parallel  zu  den  Kräften  schneiden  die  geschnittenen  Polygonseiten 
Segmente  aus,  welche  mit  der  Poldistanz  multiplicirt  das  Moment 
der  abgetrennten  Kräfte  bezüglich  eines  Punktes  der  Secante 
geben.  In  Fig.  149  schneidet  das  Seilpolygon  zweimal  die 
Schlusslinie.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  diesen  Punkten 
das  Moment  sein  Zeichen  ändert.  Es  geht  daselbst  durch  0,  ohne 
dass  es  die  Kräfte  thun,  demnach  muss  es  sein  Zeichen  wechseln, 
und  führt  man  Schnitte  rechts  und  links  von  diesen  Punkten,  so 
liegen  die  Mittellinien  der  ausserhalb  dieser  Schnitte  wirkenden 
Kräfte  zwischen  den  Schnitten,  sie  drehen  daher  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  wenn  die  Kraft  innerhalb  der  Schnitte  ihr  Zeichen 
nicht  gewechselt  hat.  Umgekehrt  darf  man  auch  schliessen:  damit 
ein  Moment  sein  Zeichen  wechsle ,  muss  es  durch  0  gehen ,  weil 
unendlich  grosse  Momente  bei  Constructionen  unzulässig  sind.  Da 
nun  auch  Flächen,  siehe  Fig.  76  S.  125,  nur  dann  ihr  Zeichen 
wechseln,  wenn  ihr  Umfang  zwischen  der  positiven  und  negativen 
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Fläche  sich  kreuzt,  bo  kann  man  von  Polygonen  paralleler  Kräfte, 
die  im  Gleichgewicht  sind,  allgemein  sagen : 

Trennt  man  einen  Theil  geschlossener  Seil- 
polygone, welche  im  Gleichgewicht  befindliche 
parallele  Kräfte  mit  einander  verbinden,  durch 
Schnitte  parallel  zu  den  Kräften  ab:  so  istdasMo- 
ment  der  abgetrennten  Kräfte  bezüglich  dieses 
Schnittes  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
durchschnittene  Fläche  des  geschlossenen  Seil- 
polygons  positiv  oder  negativ  von  einem  Stifte 
umfahren  würde,  der  dem  Seilpolygon  inderBich- 
tung  der  in  ihnen  wirkenden  Kräfte  folgte.  Für 
Punkte  ausserhalb  des  Schnittes  hat  das  Moment 
dasselbe  oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nach- 
dem dieserPunkt  aufderselben  oder  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Mittelkraft  der  abgetrennten 
Kräfte,  d.  h.  der  Parallelen  durch  den  Schnitt  der 
geschnittenen  Polygonseiten,  liegt. 

In  diesem  Sinne  kann  man  die  Fläche  eines  geschlossenen 
Seilpolygons  paralleler  Kräfte  eine  Momentenfläche  nennen. 
Von  Seilpolygonseiten  im  Allgemeinen  gelten  diese  Sätz^  nicht, 
weil  die  Richtung  der  Mittelkraft  veränderlich  ist. 

Sind  die  Kräfte,  welche  in  Fig.  149  zusammengesetzt  wurden, 
solche,  die  an  einem  Balken,  Fig.  148,  im  Gleichgewicht  sind ,  so 
wird  die  Biegung  des  Balkens,  den  wir  uns  vorher  gerade  dachten, 
immer  mit  dem  Sinn  des  Momentes  oder  der  Momentenfläche  im 
Einklang  sein.  Theilen  des  Polygons,  die  über  der  Schlusslinie 
liegen,  entsprechen  Balkenstrecken,  die  abwärts  gebogen  sind,  und 
umgekehrt,  wie  die  Figuren  es  andeuten.  Den  Punkten ,  in  wel- 
chen die  Momente  gleich  0  sind ,  entsprechen  daher  Balkenquer- 
schnitte, auf  deren  beiden  Seiten  die  Balken  in  entgegengesetztem 
Sinn  gebogen  sind ;  in  diesen  Querschnitten  selbst  findet  gar  keine 
Biegung  statt. 

Diese  Punkte  heissen  Inflectionspunkte;  in  ihnen 
könnte  man  die  Streckbäume  des  Balkens  schneiden,  ohne  das 
Gleichgewicht  zu  stören,  wenn  nur  dafür  gesorgt  würde,  dass  die 
Querschnitte  nicht  aneinander  vorübergleiten  können.  Dies 
könnte  z.  B.  durch  Unterstützung  oder  einfach  dadurch  geschehen, 
dass  man  das  Balkenstttck  zwischen  den  beiden  Inflectionspunkten 
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an  dem  Balkenstücke  über  den  Pfeilern  aufhinge ;  dieses  Verhält- 
niss  wird  vielleicht  am  deutlichsten  durch  Fig.  151  dargestellt. 

Fig.  151. 


Wir  dachten  uns  ein  Balkenstück  über  jeden  Pfeiler  gelegt  und  an 
seinen  Endpunkten  das  Mittelstück  jeder  Oeffnung  aufgehängt. 

Betrachtet  man  einmal  die  Kräfte,  die  auf  der  einen  Seite,  und 
das  andere  mal  die,  die  auf  der  andern  Seite  eines  durch  eine  Con- 
struction  geführten  Schnittes  wirken,  als  die  abgetrennten,  so 
erhält  man  nach  Nr.  53  S.  193  entgegengesetzte  Zeichen  für  die 
Mittelkraft  und  ihr  Moment  Es  ist  nun  für  die  Eräftepläne  ganz 
einerlei,  welche  Seite  als  die  abgetrennte  betrachtet  wird;  immer- 
hin wird  es  nützlich  sein,  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen,  stets 
die  gleiche  Seite  abzutrennen ,  man  wird  sich  schneller  vergegen- 
wärtigen können ,  wie  diese  Kräfte  und  die  Widerstände  der  ge- 
schnittenen Constructionstheile  wirken.  Wenn  daher  nichts  Be- 
sonderes bemerkt  wird,  so  werden  wir  uns  immer  den  auf  der 
Seite  —  .r^  liegenden  Theil  der  Construction  abgetrennt,  und 
durch  die  an  den  geschnittenen  Constructionstheilen  wirkenden 
Kräfte  ersetzt  denken.  Da  wir  gewöhnlich  auch  -f-  a:^  rechts 
annehmen,  so  wird  Fig.  152  dieses  Verhältniss  klar  machen.    Die 
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abgetrennte  Balkenstrecke  wurde  punktirt,  und  die  Mittelkraft  der 
ausserhalb  des  Schnittes  wirkenden  Kräfte  durch  4~  ¥  ^^^  —  P 
angedeutet. 

Sehr  wichtig  ist  es,  den  Punkt  oder  den  Querschnitt  zu  er- 
mitteln ,  für  welchen  das  Moment  der  ausserhalb  desselben  wir- 
kenden Kräfte  ein  Maximum  ist,  und  den  wir  den  Max  i  mal - 
momentenpunkt  oder  Querschnitt  nennen  wollen.     Man 
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erhält  denselben,  indem  man  (Fig.  144)  eine  Tangente  parallel 
zur  Schlusslinie  AB  an  das  Seilpolygon  zieht.  So  wie  die  Figur 
gezeichnet  ist,  geht  dieselbe  durch  den  Eckpunkt  3,  und  fällt  mit 
keiner  Polygonseite  zusammen ;  denken  wir  uns  jedoch  das  Po- 
lygon als  Curve ,  wie  sie  bei  Zusammensetzung  vertheilter  Lasten 
entsteht,  so  wird  die  Tangente  mit  der  unendlich  kleinen  Polygon- 
seite zusammenfallen,  die  mit  der  Schlusslinie  AB  parallel  läuft 
und  deren  Spannung  im  Eräftepolygon  (Fig.  145)  durch  den  Strahl 
0  {AB)  angegeben  ist.  Dieser  Punkt  fällt  demnach  mit  dem 
Punkt  zusammen ,  dessen  wir  schon  in  der  vorigen  Nr.  84  S.  328 
erwähnt  haben,  und  man  kann  daher  ganz  allgemein  sagen : 

BeimMaximalmomentenpunkt  reducirt  sich  die 
Summe  der  ausserhalb  desselben  wirkenden  Kräfte 
auf  eine  unendlich  kleine  und  ferne  Kraft,  sie  än- 
dert hier  ihr  Zeichen,  und  ihre  Mittellinie  springt 
durchs  Unendliche  gehend,  von  einer  Seite  des 
Seilpolygons  auf  die  andere  hinüber. 

In  Anwendung  auf  einen  belasteten  Balken  kann  man  auch 
sagen:  der  Maximalmomentenquerschnitt  liegt  da,  wo  das  Gewicht 
des  von  ihm  abgeschnittenen  Balkenstückes  gleich  dem  Gewicht 
ist,  mit  dem  er  das  Widerlager  belastet. 

Das  Maass  der  ausserhalb  des  Maximalmomentenquerschnitts 
wirkenden  unendlich  fernen  Kraft  ist  demnach  gleich  dem  Product 
des  Auflagerdrucks  mit  der  Entfernung  zwischen  ihm  und  der 
ihm  gleichen  Mittelkraft  der  am  abgeschnittenen  BalkenstUck  wir- 
kenden Kräfte. 

Ist  speciell  der  Balken  gleichförmig  mit  der  Last  p  auf  die 
Längeneinheit  belastet,  so  fällt  die  Richtung  sämmtlicher  am 
Balken  wirkenden  Kräfte  laut  Nr.  79  S.  306  in  die  Mitte  zwischen 
die  Auflager,  die  Reactionen  der  Auflager  sind  daher  gleich  gross 
und  der  Maximalmomentenquerschnitt  liegt  ebenfalls  in  der  Mitte 
zwischen  den  Auflagern. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  von  ihm  abgeschnittenen 
gleichlangen  Balkenstücke,  d.  h.  die  halbe  Spannweite  mit  /,  so 
ist  der  Auflagerdruck  gleich  der  Summe  der  am  abgeschnittenen 
Balkenstück  wirkenden  Kräfte  gleich  pl^  die  Entfernung  der 
Mittelkraft  dieser  letztern  vom  Auflager  ist  gleich  V,/,  und  das 
Maximalmoment  ist  nach  Obigem  gleich  pl ,  ^/^l  ^^^  V»7^^^« 
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Endlich  folgt  noch  aus  einem  Blick  auf  Fig.  145  S.  328,  dass 
die  Summe  der  ausserhalb  eines  beliebigen  Querschnittes  z.  B.  y^ 
wirkenden  Kräfte  gleich  den  Kräften  ist,  die  zwischen  diesem 
Punkt  und  dem  Maximalmomentenpunkt  angreifen;  bei  concen- 
trirten  Lasten,  wie  z.  B.  der  Kraft  3  im  vorliegenden  Fall,  hat  man 
sich  diese  natürlich  in  zwei  Theile  durch  den  Punkt  {AB)  getheilt 
zu  denken,  wovon  der  eine  dem  Balkenstück  diesseits,  der  andere 
dem  jenseits  des  Maximalmomentenpunktes  zuzutheilen  ist.  Die 
Kraft  2  mehr  diesem  Theil  der  Kraft  3,  bildet  also  die  Summe  Ax 
der  ausserhalb  des  Querschnittes  y^  wirkenden  Kräfte.  Denkt 
man  sich  den  Querschnitt y^  fortschreitend,  jedoch  so,  dass  dabei 
keine  Angriffspunkte  von  Kräften  überschritten  werden ,  so  ent- 
spricht einer  Aenderung  der  Lage  um  die  Länge  Ao?  (s.  Fig.  144 
S.  328)  eine  Aenderung  des  Momentes  der  ausserhalb  wirkenden 
Kräfte  von  ^x  {A\\  denn  wo  auch  A\  bezüglich  y^  liege,  so 
ändert  sich,  wenn  keine  neuen  Kräfte  hinzukommen,  dessen 
Hebelarm  um  Ao:,  Setzt  man  daher  für  irgend  einen  Querschnitt 
die  Summe  der  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  =P  und  ihr  Moment 
=  $,  wo  beide  Buchstaben  noch  mit  den  Zeichen  der  Querschnitte 
und  Kräfte  versehen  werden  können,  so  hat  man,  weil  dieses  Mo- 
ment auch  gleich  H  Ay^  ist,  ganz  allgemein 


Die  Gleichung: 


Aw  Ax 


Ay 


Ax  U 

geht  übrigens  auch  aus  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  hervor, 
welche  diese  Längen  im  Seil-  und  im  Kräftepolygon  bilden  und  ist 
identisch  mit  den  Verhältnissen  Nr.  4  S.  23. 

Ganz  dem  oben  Gesagten  entsprechend  wird$  ein  Maximum, 
wenn 

Ax 

ist,  d.  h.  wenn  die  Summe  der  ausserhalb  des  Querschnittes  wir- 
kenden Kräfte  =  0  ist  oder,  wie  wir  uns  vorhin  ausdrückten,  wenn 
sie  sich  auf  ein  Kräftepaar  reducirt. 


23 
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86*  Aendernng  der  Snmme  und  des  Momentes  {P  und  f) 
der  ausserhalb  eines  festen  Querschnittes  auf  einen 
Balken  wirkenden  parallelen  Kräfte  durch  weitere  dazu 

kommende  Kräfte. 

Da  die  parallelen  Kräfte  und  ihre  Momente  sich  einfach  ad- 
diren,  so  können  wir  eine  jede  zu  den  4  Kräften  (Fig.  144  S.  328) 
kommende  Kraft  fUr  sich  behandeln ,  ihre  Wirkungen  auf  einen 
gegebenen  Querschnitt  untersuchen ,  und  diese  Wirkungen  zu  den 
yorhandenen  Kräften  addiren.  Führt  man  daher  die  Constructionen 
in  Fig.  153  fttr  eine  hinzugekommene  Kraft  AP  genau  Fig»  144 
und  145  (S,  328)  entsprechend  aus,  so  vergrössem  sich  die 
Pressungen  auf  die  Widerlager  -^und  B  direct  um  die  Drücke  A^ 
und  AB  von  Fig.  153,  die  Momentenordinaten  werden  sich  eben- 

Fig.  153. 


Ua 


falls  um  die  entsprechenden  yi  y^  undy^i  ändern,  und  die  ent- 
sprechenden Ordinaten  in  Fig.  144  würden  um  diese  Ordinaten- 
diflFerenzen  grösser  geworden  sein,  wenn  AP  gleich  in  den  Verband 
mit  hereingekommen  wäre. 

Da  wir  über  die  Grösse  der  Poldistanz  H  und  die  Lage  des 
Kräftepolygons  frei  verfügen  können,  so  wurde  der  Einfachheit 
wegen  die  Poldistanz  gleich  der  Spannweite  ^B  angenommen. 
Laut  Nr.  84  S.  330  schneiden  in  diesem  Fall  die  äusseren  Polygon- 
seiten auf  den  Verticalen  ^  und  B  die  Reactionen  A  B  und  A  J 
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aus;  werden  daher  auf  denselben  diese Reactionen  so  aufgetragen, 
dass  sie  sich  zu  AP  ergänzen,  so  sind  die. Strahlen  von  A  und  B 
zwei  Seilpolygonseiten ,  welche  sich  auf  AjP  schneiden,  und  die 
Ordinate  Y  dieses  Schnittes  multiplicirt  mit  der  Poldistanz  2/, 
also  2  /  F,  ist  das  Moment  der  ausserhalb  des  Schnittes  Y  wirken- 
den Kräfte.  Wir  haben  F,  nicht  y  geschrieben,  um  anzudeuten, 
dass  nachdem  2/  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abgegriffen  wurde, 
Y  auf  dem  der  Kräfte  abzugreifen  sei.  Der  Ort  dieser  Schnitte 
ist  eine  Parabel,  denn  die  Büschel  ^  und  £  sind  projectivisch,  und 
nur  die  Strahlen  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Yerticalen 
laufen  parallel,  so  dass  die  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden nur  einen  Doppelpunkt  gemein  hat. 

Projicirt  man  aus  den  Endpunkten  des  einen  Strahles  A  z.  B. 
die  Strecken  i^A  und  A  J9  mittelst  Parallelen  zum  andern  Strahl 
auf  die  Ordinate  von  Fund  verschiebt  dann  dieses  Gebilde  so,  dass 
der  Strahl  von  A  nach  dem  Endpunkt  von  A  ^  in  die  Lage  A'B 
kommt,  die  beiden  parallelen  Projectionsstrahlen  mit  der  Linie  ^^ 
parallel  laufen,  so  sieht  man,  dass  die  Gerade  BA  der  Ort  aller 
bkA  ist,  wenn  diese  auf  F  aufwärts  aufgetragen  werden,  die  Er- 
gänzung dieses  t^A  zu  AP  auf  der  Parallelen  zu  AB  ist, 
gleich  A  0. 

Sowohl  aus  der  Figur,  als  auch  aus  Nr.  54  S.  197  ergeben 
sich  die  Werthe  von  A  A  und  A  B : 

A^         ^P    _    t^B 
~BY  ^   AB   ~   YA  ' 

Aus  diesen  Verhältnissen  bestätigt  sich ,  dass  A  A  und  A  B 
negativ,  AA-^-aP-^-AB^O,  und  dass,  wenn  die  Construction 
im  Sinne  von  Fig.  152  S.  335  geschnitten  werde,  die  Summe  der 
ausserhalb  der  Schnitte  wirkenden  Kräfte,  fUr  solche  zwischen  A 
und  AP  gleich  aA  also  negativ,  und  für  solche  zwischen  AP  und 
J?  =  A^-[-aP  =  —  AB  also  positiv  seien.  AP  übt  demnach 
entgegengesetzte  Wirkungen  auf  diese  Summe  aus,  je  nachdem  es 
auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seite  des  Schnittes  angebracht 
wird.  Ferner  ergiebt  sich  aus  obigen  Verhältnissen  das  Moment 
A  ^  der  ausserhalb  eines  Querschnittes  F|  wirkenden  Kräfte  für 
die  Strecke  AY: 

^^  JB         '^^  AB       '     '^' 

22* 
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In  gleicher  Weise  findet  man  dieses  Moment  für  einen  Querschnitt 
der  Strecke  YB : 

Dieses  Resultat  lässt  sich  leicht  durch  die  folgende  Figur  ver- 
anschaulichen : 

F\g,  154. 

—  Z                                               0     ßl-^              x->            +1 
A \ Y  F, B 

API 

Das  Moment  ist  gleich  dem  durch  stark  ausgezogene  Striche 
angedeuteten  Product  der  ausserhalb  der  Last  und  des  gegebenen 
Querschnitts  liegenden  Segmente  der  Spannweite ,  getheilt  durch 
die  ganze  Spannweite  AB. 

Aus  der  Figur  lässt  sich  auch  ein  sehr  einfacher  Ausdruck  für 
das  von  A  P  herrührende  Moment  A  ^  ableiten.  Nimmt  man  den 
Anfangspunkt  der  Abscissen  in  der  Mitte  0  an.,  und  setzt  man  die 
Abscisse  von  A  Pgleich  /?/,  die  des  Querschnitts,  für  welchen  man 
das  Moment  sucht,  ==^,  so  ist  für  die  Strecke  —  /  bis  ßl^  die  wir 
schlechtweg  mit  —  1  und  ß  bezeichnen  wollen,  und  die  Strecke 
/?  bis  +  1 : 

—  1  * 

Aft  =  V»  (1  -  /y)  (1  +  4)  ^  ^^- 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  schliessen  wir  weiter: 
durch  Aufbringen  einer  weitern  Last  zu  vorhan- 
denen Belastungen  wird  der  Maximalmomenten- 
punkt  dem  Angriffspunkt  dieser  LastAP  genähert, 
und  zwar  desto  mehr,  je  näher  AP  bei  dem  Maxi- 
malmomentenpunkt  liegt. 

Denken  wir  uns  z.  B.,  es  liege  dieser  Punkt  zwischen  Y  und 
J9,  so  ändert  sich  jenseits  desselben  durchaus  nichts  als  B^  das 
grösser  wird;  es  muss  daher  nach  Nr.  85  S.  337  das  Balkenstück 
zwischen  ihm  und  B  länger  werden ,  damit  sein  Gewicht  so  gross 
als  der  Druck  auf  das  Widerlager  bei  B  werde.     Def  Maximal- 
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momentenpunkt  entfernt  sieb  also  von  B  und  nähert  sich  Y,  weil 
der  Voraussetzung  gemäss  AP  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
liegt  und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  B  ist,  je  näher  also  AP  an 
By  d. h. am Maximalmomentenpunkt  angebracht  wird,  über  den  AP 
der  Voraussetzung  gemäss  nicht  hinaus  darf. 

Ist  die  Belastung  eines  Balkens  eine  gleichmässige ,  so  findet 
die  grösste  Annäherung  des  Maximalmomentenpunktes  an  ein 
Widerlager  dann  statt,  wenn  zwischen  diesen  der  Balken  total 
belastet  ist  Kann  man  diese  gleichförmige  Belastung  stellen- 
weise, z.  B.  durch  die  Stellung  einer  Locomotive  im  Zug  ver- 
grössern,  so  wird  die  Annäherung  des  Maximalpunktes  an  das 
Widerlager  desto  grösser  sein,  je  näher  die  Locomotive  zu  jenem 
gestellt  wird.  Da  nun  jede  Belastung  jenseits  dieses  Punktes  ihn 
wieder  entfernt,  so  muss  die  Locomotive  jedenfalls  vom  zu  ihm 
hingestellt  werden,  damit  er  sich  dem  Widerlager  am  meisten 
nähere. 

Fährt  also  ein  Zug  auf  eine  Brücke,  mit  der  Locomotive  vorn, 
herein ,  so  nähert  sich  der  Maximalmomentenpunkt  beständig  der  . 
heranrückenden  Locomotive ,  bis  er  von  ihrem  vordersten  Rad  er- 
reicht wird ;  bei  weiterem  Vorrücken  des  Zuges  entfernt  er  sich 
wieder  vom  ersten  Widerlager  und  nähert  sich  dem  andern,  bis 
das  letzte  Wagenrad  über  ihm  wegfährt  und  dann  tritt  er  wieder 
mit  fortrollendem  Zug  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück. 

Die  Summe  P  der  ausserhalb  eines  beliebigen 
Querschnitts  Fi  (Fig.  144  und  153)  wirkenden  Kräfte 
wird  vergrössert  oder  verkleinert,  je  nachdem 
eine  Kraft  jenseits  oder  diesseits  dieses  Quer- 
schnittes aufgebracht  wird  und  zwar  desto  mehr, 
je  mehr  sich  diese  Kraft  dem  Querschnitt  nähert. 

Denn  so  eben  haben  wir  nachgewiesen,  dass  A  P  entgegen- 
gesetzte Wirkung  ausübe,  je  nachdem  es  auf  der  einen  oder  auf 
der  andern  Seite  eines  durch  die  Gonstruction  geführten  Schnittes 
angebracht  wurde ;  handelt  es  sich  demnach  um  die  Vergrösserung 
der  negativen  scheerenden  Kräfte  ausserhalb  des  Schnittes,  so  muss 
die  Strecke  zwischen  A  P  und  B  möglichst  belastet  werden ;  han- 
delt es  sich  aber  um  die  Vergrösserung  der  positiven  scheerenden 
Kräfte,  so  muss  die  Strecke  zwischen  ^  und  AP  möglichst  be- 
lastet werden. 

Da  femer  diese  Kräfte  A^  und  Äff,  d.  h.  den  Strecken  ^Y 
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und  YB  proportional  sind^  so  ist  die  Wirkung  der  l^P  desto 
grösser^  je  näher  sie  bei  dem  Schnitt  angebracht  werden. 

Das  obige  Beispiel  fortsetzend  kann  man  daher  sagen ,  dass 
für  jeden  Querschnitt  die  Summe  der  ausserhalb  wirkenden  Kräfte 
(-f-  F)  ein  Maximum  sei ,  wenn  das  vorderste  Locomotivenrad 
eines  von  B  kommenden  Zuges  den  Querschnitt  y^  erreicht ;  da- 
gegen ein  Minimum  sei  ( —  P  absolut  ein  Maximum) ,  wenn  das 
vorderste  Locomotivenrad  eines  von  A  herkommenden  Zuges 
diesen  Querschnitt  erreicht. 

Das  Moment  der  ausserhalb  eines  beliebigen 
Querschnittes  yt  (Fig.  144  und  153)  wirkenden  Kräfte 
wird  durch  jede  innerhalb  der  Strecke  AB  zuge- 
fügte Kraft  A/'vergrössert  und  zwar  um  desto  mehr, 
je  mehr  sich  diese  Kraft  dem  Querschnitt  nähert. 

Da  diese  Momente  laut  Nr.  85  S.  331  den  Ordinaten  des  Seil- 
polygons in  Bezug  auf  dessen  Schlusslinie  proportional  sind  und 
diese  Ordinaten  sich  bei  jedem  Querschnitt  in  Fig.  144  um  die 
Ordinaten  von  Fig.  152  vergrössern ,  so  gilt  diese  Vergrösserung 
nothwendig  auch  von  den  Momenten.  Dass  übrigens  diese  Ver- 
grösserung überall  innerhalb  AB  das  gleiche  Zeichen  habe ,  geht 
aus  Fig.  152  daraus  hervor,  dass  alle  Ordinaten  derselben  Mo- 
mentenfläche ^angehören,  vergleiche  Nr.  85  S.  334. 

Ferner  zeigt  auch  ein  Blick  auf  dieselbe  Figur,  dass  yx  ein 
Maximum  wird,  wenn  es  mit  A  P  zusammenfällt. 

Wenden  wir  das  eben  Bewiesene  noch  auf  das  oben  ange- 
führte Beispiel  an,  so  folgt,  dass  das  Moment  der  ausserhalb  eines 
beliebigen  Querschnittes  wirkenden  Kräfte  dann  ein  Maximum  sei, 
wenn  die  ganze  Brücke  belastet  und  die  schwersten  Lasten  bei 
diesem  Querschnitt  concenti*irt  sind.  Zwei  mit  ihren  Kaminen 
gerade  über  dem  in  Frage  stehenden  Querschnitt  zusammen- 
stossende  Locomotiven  mit  darauf  folgenden  Zügen  bewirken 
daher  das  grösste  Moment  in  demselben. 


87.  Analytische  Zasammensetznng  paralleler  Kräfte. 

Wenn  die  Richtungslinien  zufiammenzasetzender  Kräfte  paraUel  laufen ,  so 
siDd  die  Verhältnisse  a  :  h  ihrer  Coefflcienten ,    demnach  auch  die  Verhältnisse 

—  (a   und  —  ta   für  alle  Richtungsliulen 

6  6 
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a^=^iax  +  5y  +  c,)  —  , 

constant,  und  nur  die  c^varüren  bei  dem  Uebergang  von  einer  Linie  zur  andern. 

In  der  Summenformel  können  daher  diese  Verhältnisse  als  Factoren  herausge- 
nommen  werden,  und  man  erhält  als  Gleichung  der  Mittelkraft : ' 

Ss  —  (ax  +  hy)  —:SA^S  -^  A. 

Da  diese  Gleichung  durch  Division  mit  SA  auf  die  Normalform  gebracht 
wird,  so  ist : 

Ferner  folgt  ans  obiger  Gleichung,  dass  die  Mittelkraft  parallel  mit  allen 
Kräften  laufe,  und  ihr  Moment  gleich  der  Momentensnmme  aller  einzelnen 
Kräfte  sei. 

Für  das  Gleichgewicht  zweier  paralleler  Kräfte  gilt  der  allgemeine  Satz 
Nr.  58  S.  193,  dass  die  Bichtungen  zusammenfallen  und  die  Kräfte  entgegen- 
gesetzt gleich  sein  mfissen.  Für  das  Gleichgewicht  dreier  paralleler  Kräfte  ändert 
sich  nichts  an  der  Ableitung  Yon  Nr.  54  S.  197,  man  hat  sich  dabei  unter  a  die 
Normalformen  der  Gleichungen  zu  denken. 

Wenn  parallele  Kräfte  ihre  Richtung  nicht  ändern ,  so  ist  es  am  einfachsten, 
die  Richtung  der  einen  Axe ,  z.  B.  die  der  y  parallel  und  die  andere  x  senkrecht 
zur  Richtung  der  Kräfte  anzunehmen.  Die  Gleichung  eines  positiven  AP,  das  an 
dem  positiven  Hebelsarm  b  wirkt ,  demnach  positiv  um  den  Ursprung  herumdreht, 
ist  gleich : 

(b  —  X)  AP, 

die  Gleichung  der  Mittelkraft  aller  AP  demnach  gleich : 

-T  (ft  —  «)  AP  —  —  a:2;AP  +  SbAP 

erstreckt  über  alle  vorhandene,  zusammenzusetzende  Kräfte.  Diese  Gleichung 
wird  durch  Division  mit  2 AP  auf  die  Normalform  gebracht,  demnach  ist  2 AP 
die  Grösse  der  Mittelkraft  und  die  Abscisse  ihres  Angriflispunktes  ist  gleich : 

X'^SbAPiSAP. 

Wirken  die  Kräfte  an  einem  Balken,  und  soll  das  Gleichgewicht  durch  zwei  Wider- 
lagerreactionen  i4  und  i^i  hergestellt  werden,  die  bei  a  und  Oi  vrirken,  so  ist : 

0  — —  a;(i4  -f  .TAP-f  Ai)  +  aA  +  JbAP+  a^A^. 

Diese  Gleichung  kann  für  ein  variables  x  nur  bestehen ,  wenn  man  gleich- 
zeitig hat : 

0-=il     H-  JSAP     ^  At      , 

0  =  a^l  -f  SbAP  -f-  «i-4i. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  nun : 

A ^-^LT-IaP,    und.4, 2±^I±.AP. 

Ox  —  a  Gl  —  a 

Führt  man  zwischen  dem  t  und  t  -f  1  ten  A  P  einen  Schnitt  so  durch  die 
Construction  il,  dass  die  ersten  t  Kräfte  mit  dem  einen,  die  übrigen  undi^i  mit  dem 
andern  Theil  derselben  in  Verbindung  stehen ,  und  bezeichnet  man  die  Gleichung 
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der  ausserhalb  des  Schnittes  wirkenden  Kräfte,  d.  h.  ihr  Moment  in  Bezng  anf  den 
Punkt  X  mit  $,  so  bat  man,  in  Uebereinstimmnng  mit  "St.  86  S.  839 : 

$  —  (a  —  a;)  J  +  ^  (6  —  x)  AP«  —  (Ci  —  a:)  i4|  —  Z  (ft  —  x)  AP 

a  i 

_  J  {h  —  a)  (Ol  -  X)  ^p  ^  ^  (X  -  o)  (q,  ^  h)  ^^ 

Die  Summe  P  der  ausserhalb  des  Schnittes  t  wirkenden  Kräfte  ergiebt  sich  direct, 
oder  als  Coefflcient  von  —  x  im  eben  entwickelten  $ : 

P=^  +  JTAP«  -  ^  — -TAP  —  Z- ^AP—S^ -AP. 

a  i  a  «i  —  ö  I    «1  —  ö 

Fasst  man  hierin  P  als  J2?  AP  anf,  so  spielen,  wie  ans  diesen  letzten  Gleichungen 
hervorgeht,  A  und  A^  die  Bollen  von  Integrationsconstanten. 

Setzt  man  die  Spannweite  gleich  /,  die  Entfernungen  der  AP  von  den  beiden 
Widerlagern  -"  b  und  b%  und  die  Entfernungen  des  Momentenpunktes  von  den- 
selben gleich  X  und  x',  so  dass  also 

b  J^y  ^x  +  X  ^l 

ist,  und  b  x  entgegengesetzten  Sinn  als  wie  b'x'  haben,  so  vereinfachen  sich  obige 
Formeln  wie  folgt . 
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Sb' 
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*      0 

A  +  i-AP 

0 

Ar- 

l 

SAP 
i 

- 

I 

l 

t 
O 

6AP- 

/ 

■Sb' 

i 

I  / 

$  —  —  Xil  —  -2  (X  —  6)  AP—  -  x'ii,  —  -2  (X  —  O  AP 

o  t 

*    iftAP+  -^-Z6'AP. 


i    0  '      l    i 

Handelt  es  sich  um  die  Berechnung  der  Kräfte,  die  von  einer  festen  Belastung 
z.  B.  vom  Eigengewicht  einer  Brücke  herrühren ,  so  sind  A  und  Ai  constant,  und 
man  rechnet  am  leichtesten  nach  einer  der  ersten  Formelii.  Sind  aber  die  Be- 
lastungen veränderlich  für  verschiedene  x ,  wenn  sie  z.  B.  von  einem  über  eine 
Brücke  wegrollenden  Zug  herrühren ,  so  rechnet  man  besser  nach  der  letzten  di- 
recten  Formel. 

Ist  nur  die  von  einem  einzigen  AP  herrührende  Kraft  zu  bestimmen,  so  fällt 
in  obigen  Formeln  immer  eine  Summe  aus;  lässt  man  ferner  noch  den  Punkt,  in 
Bezug  auf  welchen  man  das  Moment  bestimmen  will ,  mit  A  P  zusammenfallen ,  so 
hat  man  x  und  x'  gleich  6  und  &'  zu  setzen  und  man  erhält : 


und 


P=^«— ^-^AP, 


0 

XX 
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Tragt  man  in  irgend  einem  Maassstab  anf  der  Ordinate  des  treffenden  Qaer- 
scbnitts  diese  Kraft  und  dieses  Moment  anf,  so  erh&lt  man  die  gerade  Linie  and  die 
Parabel  von  Fig.  158  S.  388. 

Für  symmetrische  Balken  and  für  gewisse  analytische  Ableitungen  ist  es 
zweckmässig,  den  Anfangspunkt  der  Abscissen  in  die  Mitte  der  OeffnuDg  za  legen, 
Fig.  154  S.  340.    Die  Formeln  verwandeln  sich  dann  wie  folgt: 


A V»-5:0  -ftAP, 

—  1 


Ai 'A-2"0  +«AP, 


+1  «  4-1 

P— i4  +  JPAP=  — i4,  — l-AP^  \li2i\  —  ^)  AP+  Vj-S'CI  +  iS)  AP, 
—1  I    .  — 1  > 

^  =  -  (Z  +  x)  il  +  %2(ß-  -^)l^P {l^x)A,--^jJ{ß ?-)  /AP 

«  +1 

=  1/,  (/  -  X)  -T  (1  +  ß)  AP  +  V«  (/  +  X)  2:  (1  —  ß)  AP. 
—  1  t 

Besteht  die  Belastung  aas  vertheilten  Belastungen ,  deren  Grösse  p  auf  die 
Längeneinheit  als  Function  von  ß  gegeben  ist,  so  hat  man  einfach  AP«i  Ipdß 
zu  setzen,  und  statt  zu  summiren  zu  integriren. 

Sind  die  Belastungen  gleichförmig  vertheilt ,  so  kann  man  sich  dieselbe  in 
ihre  Mitte  concentrirt  denken  und  hat  demnach  in  obigen  Formeln  statt  AP  die 
ganze  Belastung  und  statt  ßl  die  Abscisse  der  Mitte  zu  setzen  und  dann  zu 
summiren. 

Wenn  diese  gleichförmig  vertheilten  Belastungen  durch  ihre  Grenzen  b  bis  ^i 
oder  auch  ßl  und  ß^l  gegeben,  so  ist  statt  AP,  (6i  —  b)p  oder  (ßi  —  ß)lpy 
statt  6  AP,  (1  +  ß)  lAP  und  (1  —  ß)  /AP,  und  statt  Va  ( V  —  &*)  p, 
[1  +  Vj  (ß  +  A)]  (ft  —  ß)  np  und  [\  —  V»  iß  +  ßd]  (ßi  -  ß)  ^P  2«  setzen, 
und  alle  diese  einzelnen  Gewichte  und  Momente  zu  summiren. 

Die  in  der  Praxis  am  häufigsten  vorkommenden  Fälle  sind  die,  wo  der  Quer- 
schnitt %  auch  verschiedene  Belastungen  p  und  q  pro  Längeneinheit  von  einander 
trennt,  und  wo  die  ganze  Oeffnung  total  belastet  ist. 

In  diesem  Fall  reducirt  sich  die  Zahl  der  einzelnen  AP  auf  zwei;  bezeichnet 
.  man  die  von  den  Widerlagern  aus  gemessenen  Abscissen  des  Trennungspunktes 
.  mit  b  und  b\  des  Momentenmittelpunktes  mit  x  und  x',  und  die  ganze  Spannweite 

mit  /,  so  sind  die  A  P  gleich  6j9 ,  b'  q\  und  ihre  Momente  In  Bezug  auf  die  nächsten 

Widerlager  gleich  Vs^V»  Va  *''*?• 


Ä \-  [{l-%b)  bp  +  V.^'«?],  A 


__L[./,ft2^    +   (/-./,6')6'^], 


P  = 


i 


/ 

X 


X 


Legt  man  dagegen  den  Ursprung  der  Abscissen  in  die  Mitte  der  Oeffnung, 
und  bezeichnet  die  Abscisse  des  Trennungspunktes  mit  ß  l ,  des  Momentenmittel- 
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Punktes  mit  x  nnd  die  halbe  Spannweite,  die  Abscissen  der  Wideriager  mit  ±  i^  ao 
Bind  die  AP  gleich  (1  •{•  ff)lp  und  (1  —  P)lq%  und  ihre  Momente  in  Bezog  anf 
die  nächsten  Widerlager  Vs  6  +  ßyt^p  nnd  V2  (I  —  ß)*^  ^^  °nd  man  erhält: 

A V4  (3  -  ß)  (l  +«/;>-  V4  (1  -  ft*  Iq. 

A,^-  V4 (i  +  /»)* ip -  V4 (3  +  « ci  - ß) lg. 

¥  -V4a-a:)(l  +/»)»/;>+  V4(/  +  x)(l-/r)Mj. 

Ist  der  Balken  seiner  ganzen  Länge  nach  gleichförmig  belastet,  so  wird 
p  wsa  g^  und  man  erhält  für  den  Ursprung  der  Abscissen  am  Balkenende ,  wo  Jetzt 
b  nur  mehr  die  Abscisse  des  Schnittes,  x  .wie  Arüher  die  des  Punktes  be- 
zeichnet in  Bezag  anf  welchen  man  das  Moment  bestimmen  will,  l  aber  die  g  a  n  z  e 
Spannweite  bezeichnet : 

^-^j«  — 1/,/;,, 

P i'Ui  —  ^P, 

^  SB  Y,  (&t  —  2fcx  +  Ix)  p. 

Nimmt  man  endlich  auch  in  diesem  Fall  den  Ursprung  der  Abscissen  in  der 
Mitte  der  Spannweite  an,  nnd  bezeichnet  mit  ßl  die  Abscissen  des  Schnittes,  mit  x 
die  des  Momentenmittelpnnktes,  mit  ±  /  die  der  Widerlager,  also  auch  die  h  al be 
Spannweite,  so  erhält  man : 

Am«Ai^  —  lp, 
P'=ßlp, 

¥-0  +  /J«-8/»-^)Vt'';'- 


88.  Mitteldrack  der  Bäder  eines  Locomotiyenznges. 

LocomotivenzUge  bilden  die  bedeutendste,  und  man  darf  bei- 
nahe auch  sagen  die  häufigste  Belastung  der  neuzuerbauenden 
Brücken ,  und  gar  häufig  hat  man  den  Locomotirzug  als  grösste 
zufällige  Belastung  zu  bertlcksichtigen.  Da  fragt  es  sich  nun  vor 
Allem :  wo  liegt  der  Angriffspunkt  des  Mitteldrucks  oder  die  Ver- 
ticallinie  durch  den  Schwerpunkt  einer  gewissen  Anzahl  Kader, 
die  vor  oder  hinter  einem  gewissen  Brttckenquerschnitt  stehen. 

Da  die  zur  Bestimmung  dieses  Angriffspunktes  nothwendigen 
Operationen  bekannt  sind ,  so  haben  wir  nichts  weiter  zu  thun  als 
sie  an  einem  Beispiel  zu  erläutern. 

Taf.  lli  wurden  die  Verticalen  des  Mitteldrucks  einer  belie- 

_  • 

bigen  Zahl  aufeinanderfolgender  Bäder  eines  Engerth'schen  Loco- 
motiYzages  bestimmt.    Im  Maassstab  von  0,003  wurden  die  Bad- 
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stände  der  mit  Tender  10,6  Meter  langen  Locomotiven  auf  einer 
Horizontalen  am  obern  Blattrand  aufgetragen,  und  von  1  bis  35 
numerirt;  die  Blattlänge  reichte  fUr  7  Locomotiven  aus.  Die  vier 
ersten  Locomotiven  fahren  nach  rechts,  die  drei  letzten  nach  links, 
so  dass  sie  zwischen  dem  20.  und  2L  Bad  mit  ihren  Kaminen 
gegeneinanderstossen.  Unter  diesen  und  nächstliegenden  Bädern 
werden  später  die  Maximalmomente  gefunden  werden.  Auf  den 
hier  nicht  ausgezogenen  Verticalen  durch  diese  Badaxen  liegen 
die  Ecken  des  Polygons. 

Die  Belastungen  pro  Badaxe  wurden  auf  der  Verticalen  am 
linken  Blattrand  im  Maassstab  von  O'^yOOS  pro  10  Tonnen  aufge- 
tragen und  zwar  13  Tn.  fUr  jedes  der  3  ersten  Locomotivräder  und 
8,5  Tn.  für  jedes  der  beiden  letzten  Tenderräder.  Alle  Belastungen 
tragen  nattlrlich  die  Nummer  des  entsprechenden  Bades. 

Der  horizontal  gemessene  Abstand  des  Poles  von  der  Verti- 
callinie  der  Kräfte  wurde  zu  0,06  Meter  angenommen  und  be- 
zeichnet daher  eine  Länge  von  20  Meter  oder  ein  Gewicht  von 
200  Tonnen,  je  nachdem  man  etwa  die  Momente  als  Gewichte 
oder  als  Hebelarme  ablesen  will. 

Durch  Verlängerung  zweier  beliebiger  Polygonseiten  erhält 
man  in  ihrem  Schnitt  einen  Punkt  des  Mitteldrucks  der  zwischen 
ihnen  liegenden  Bäder.  Meistens  wird  die  Entfernung  dieses 
Druckes  vom  ersten  Bad  des  Zuges  gebraucht,  Taf.  11|  ist  das  Bad 
Nr.  20  das  erste,  und  es  ist  gezeigt,  wo  die  Entfernungen  des 
Mitteldrucks  aller  vorausgehenden ,  und  die  aller  folgenden  Bäder 
von  diesem  20.  Bad  abgegriffen  werden  können. 

Da  in  dieser  Figur  die  Schnitte  naher  Polygonseiten  etwas 
undeutlich  sind,  so  wurde  Taf.  11^  dasselbe,  aber  nur  2  Locomo- 
tiven umfassende  Polygon  im  doppelten  Maassstab  und  mit  einem 
Horizontalschub  von  nur  50  Tonnen  »=  5  Meter  construirt. 

Endlich  wurde  noch  als  Beispiel  eines  leichten  Zuges  die- 
selbe Operation  mit  Personenzug-Locomotiven  Taf.  lls  wiederholt. 

Die  Belastungen  der  Badaxen  sind  i^j^ ,  10,  g  >  2, 7 ,  4,  4, 
4  Tonnen,  und  die  Totallänge  der  Locomotive  mit  Tender 
12,6  Meter. 
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89.  Moment  eines  LocomotiYenznges  in  Bezug  anf  den 
Qnersclinitt  eines  belasteten  Balkens. 

Die  Polygone  (Taf.  11)  dienen  hauptsächlich  dazu^  die  Mo- 
mente der  zufälligen  Belastung  zur  Anschauung  zu  bringen ,  und 
die  für  eine  bestimmte  Spannweite  ungünstigste  Belastungsart 
durch  Verschieben  des  Zuges  zu  bestimmen. 

So  lange  die  Belastungen  keine  regelmässigen  durch  irgend 
ein  Gesetz  ausdrUckbaren  sind,  lassen  sich  natürlich  keine  be- 
stimmten Regeln  über  dieses  Verschieben  geben ;  man  wird  nicht 
im  Stande  sein  von  vornherein  zu  sagen :  der  und  der  Spannweite 
entspricht  die  und  die  ungünstigste  Stellung  des  Zuges ;  man  wird 
probiren  müssen.  Hierbei  werden  vielleicht  aber  die  folgenden 
Betrachtungen ,  namentlich  bei  kleineren  Spannweiten ,  von  eini- 
gem Nutzen  sein. 

Werden  auf  irgend  einem  der  Seilpolygone  (Taf.  11)  zwei 
Punkte  durch  eine  Gerade  mit  einander  verbunden ,  deren  hori- 
zontale parallel  mit  dem  Horizontalschub  gemessene  Länge  gleich 
einer  gegebenen  Spannweite  ist,  so  sind  die  Ordinaten  dieses  Po- 
lygons in  Bezug  auf  diese  Linie  laut  Nr.  85  (S.  331)  dem  Moment 
der  ausserhalb  derselben  wirkenden  Kräfte  proportional,  sie 
müssen  als  Längen  noch  mit  dem  Horizontalschub  als  Kraft  mul- 
tiplicirt  werden ,  um  das  Moment  zu  geben ;  man  kann  diese  Mo- 
mente selbst  direct  abgreifen,  wenn  man  den  Maassstab  selbst  mit 
dem  Horizontalschub  multiplicirt.  In  Taf.  11^  und  II3  sind  also 
0,003  Meter  gleich  200  Metertonnen ,  in  Taf.  IIa  dagegen  0,006 
gleich  50  Mtn. 

Verschiebt  man  nun  eine  und  dieselbe  Spannweite  BB,  (Taf. 
II2)  als  Sehne  auf  dem  Polygon,  so  dass  ihre  Endpunkte  hori- 
zontal gemessen  immer  gleich  weit  abstehen:  so  werden  diese 
Sehnen  eine  Parabel  TT„OT,  umhüllen,  so  lange  sie  sich  auf 
dieselben  zwei  Polygonseiten  stützen,  weil  ihre  Endpunkte  ähn- 
liche Gebilde  in  diesen  Leitseiten  des  Polygons  beschreiben ;  und 
bestimmte  feste  Punkte  T„  dieser  Spannweiten  oder  Sehnen  wer- 
den sich  in  Tangenten  BB,  an  diese  Parabeln  bewegen ,  weil  alle 
Tangenten  sich  gegenseitig  in  ähnliche  Gebilde  theilen.  Die 
verticalen  Entfernungen  E  T„  dieser  Parabeln  von  den  Polygon- 
seiten und  Ecken  stellen  die  Maximalmomente  dar ,  welche  unter 


89.  Mono,  eines  Locomottvenzages  in  Bezog  auf  einen  Balkenqnerschnitt.  349 

einem  Punkt  E  des  Polygons  hervorgebracht  werden  können,  denn 
da  die  Parabel  als  UmhüIIungscurve  alle  Sehnen  ausschliesst,  so 
kann  keine,  die  das  Moment  darstellende  Ordinate  ET„  jenseits 
T„  schneiden.  Die  Maximalordinate  E,  aber.  Über  der  Sehne  BB, 
stellt  das  Maxim^lmoment  dar,  welchem  derjenige  feste  Punkt  T„ 
ausgesetzt  sein  kann,  welcher  die  Tangente  BB,  beschreibt. 

Endlich  stellt  der  grösste  verticale  Abstand  zwischen  der  Pa- 
rabel und  dem  Polygon  das  Maximalmoment  dar,  dem  überhaupt 
eine  Spannweite  BB,  ausgesetzt  sein  kann.  Es  bedarf  kaum  der 
Erinnerung,  dass  die  beiden  letzten Maxima  nur  unter  den  Ecken 
des  Polygons  vorkommen  können. 

Die  hier  erwähnten  Maxima  zeigen  sich  sofort  beim  ersten 
Blick,  sobald  die  Parabel  TT„OT^  construirt  ist;  da  aber  das 
Zeichnen  derselben  immerhin  etwas  umständlich  ist,  so  müssen 
wir  diese  Maxima  direct  zu  construiren  suchen. 

Bei  gegebener  Spannweite  BB, ,  horizontal  gemessen ,  erhält 
man  leicht  den  in  einer  bestimmten  Verticalen  E  liegenden  Punkt 
T^  der  Parabel ,  und  die  dazu  gehörige  Sehnenlage  BB, ,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  die  Mitte  0,  der  letztern,  immer  mitten 
zwischen  den  durch  den  gegebenen  und  den  durch  den  Schnitt- 
punkt iS  der  Leitpolygonseiten  gehenden  Verticalen ,  welche  letz- 
tere die  Richtung  des  Mitteldrucks  der  auf  BB,  ruhenden  Lasten 
bezeichnet,  liegt«  Denn  zieht  man  die  Mitteltangente  AA, ,  deren 
Endpunkte  gleichweit  von  0  abstehen,  so  schneidet  sie  alle  andern 
Tangenten,  mithin  auch  BB,  in  der  Mitte  0,.  Als  Schnitt  von 
Tangenten  liegt  diese  Mitte  0,  aber  auch  mitten  zwischen  den  ver- 
ticalen Durchmessern  durch  die  Berührungspunkte  T„  und  0. 

Sind  die  horizontalen  Abstände  BT„B,  gegeben,  so  dient  das 
eben  Entwickelte  auch  dazu ,  die  Lage  der  Tangente  BB,  zu  be- 
stimmen, in  der  sich  der  feste  Punkt  2\  bewegt,  denn  da  BB,  und 
0T„  von  0  gehälftet  wird,  so  erhält  man  die  Lage  der  Punkte  B 
und  B,y  wenn  man  die  Horizontalabstände  BO  und  OB,  den  Ab- 
ständen T^  B,  und  BT„  gleich  macht. 

Die  grösste  Ordinate  einer  Polygonecke  E,  bezeichnet  nun 
das  Maximalmoment,  das  im  Querschnitt  T„  erzeugt  werden  kann, 
allein  es  ist  klar,  dass  dies  nicht  in  der  Lage  BB,  stattfindet ,  son- 
dern dann,  wenn  7„  unter  E,  liegt. 

Ist  endlich  die  Lage  des  Endpunktes  B  und  E  gegeben ,  was 
dann  der  Fall  ist,  wenn  neue  Räder  in  die  Oeffnung  eintreten,  so 
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erhält  man  die  Lage  des  andern  Endpunktes  dadurch ,  dass  man 
den  Horizontalabstand  SB,  gleich  BE  macht 

Wir  könnten  jetzt  die  Maximalmomente  direct  construiren, 
wenn  nur  die  Ecke  E,  bekannt  wäre ,  bei  der  diese  Maxima  statt- 
finden. Diese  lässt  sich  nun  von  vornherein  nicht  bestimmen, 
doch  wird  sie  bei  einer  gleichartigen  Belastung  durch  eine  Beihe 
gleich  schwerer  aufeinander  folgender  Locomotiven  oder  Bäder, 
meist  eine  dem  Mitteldruck  der  Belastung  S  zunächst  liegende 
Ecke  sein.  Eine  Ausnahme  hiervon  wird  nur  dann  stattfinden 
können,  wenn  die  Belastung  eine  ungleichartige  ist,  wenn  z.  B. 
auf  eine  Beihe  Locomotivräder  eine  Beihe  weniger  belasteter  Wa- 
genräder folgt :  dann  wäre  es  möglich ,  dass  die  schwereren  Loco- 
motivräder sich  länger  als  die  Verticale  des  Mitteldrucks  über  der 
Maximalmomenten  -  Ordinate  erhielten.  Denn  so  lange  die  Be- 
lastung eine  gleichartige  ist,  wird  das  Polygon  so  parabelartig 
sein,  dass  alle  Seiten,  welche  zwischen  den  gleichen  Bädern  liegen, 
Pambeln  umhüllen ;  dann  wird  der  der  Mitte  S  zunächst  liegende 
äussere  Polygonwinkel  E,  immer  die  Bichtungen  (nicht  die  Lage) 
der  Mitteltangenten,  also  auch  die  der  mit  ihnen  parallel  laufenden 
Sehnen ,  auf  welche  die  Momente  bezogen  werden,  enthalten,  mit- 
hin die  Maximalordinate  bestimmen. 

Ist  dagegen  die  Belastung  eine  ungleichartige ,  so  wird  das 
sie  darstellende  Polygon  einer  Parabel  gegenüber,  die  in  densel- 
ben Winkel  der  äussersten  Seiten  einbeschrieben  wäre,  verschoben 
erscheinen.  Die  der  leichteren  Belastung  entsprechende  Hälfte 
wäre  flacher,  die  der  schwereren  Belastung  entsprechende  hohler 
als  die  Parabel ;  diese  und  das  Polygon  schneiden  sich  also,  er- 
scheinen gegenseitig  verschoben,  bilden  ein  Herz  und  ihre  Scheitel 
liegen  weit  auseinander.  Der  Scheitel  der  Parabel  aber  liegt  in 
der  Verticalen  des  Mitteldrucks,  der  des  Polygons  bezeichnet  die 
Maximalordinate,  mithin  ist  es  möglich ,  dass  dann  die  dem  Maxi- 
malmoment entsprechende  Ecke  nicht  mehr  die  der  Verticalen  des 
Mitteldrucks  zunächst  liegende  ist. 

Dieses  Verhältniss  findet  übrigens  bei  keinem  der  Taf.  11 
verzeichneten  Polygone  statt,  trotzdem  dass  die  Locomotivräder 
schwerer  belastet  und  näher  beisammen  stehen  als  die  darauf- 
folgenden Tenderräder. 

Sollte  es  aber  bei  einer  gegebenen  Belastung  stattfinden ,  so 
kann  die  Ecke  des  Maximalmomentes  nur  durch  Probiren  bestimmt 
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werden,  was  ttbrigens  so  leicht  und  schnell  ausführbar  ist ,  dass 
wir  nicht  weiter  darauf  einzugehen  brauchen. 

Uebersetzen  wir  das  bisher  graphisch  Entwickelte  in  die 
Sprache  der  Wirklichkeit,  so  können  wir  uns  zusammenfassend 
also  ausdrücken : 

Bei  Belastung  eines  Balkens  durch  Räder  (auf 
Punkte  concentrirte  Belastungen)  liegt  der 
Maximalmomenten- Querschnitt  des  Balkens 
immer  unter  einem  Rad. 

In  der  Regel  ist  es  das  dem  Mitteldruck  zu- 
nächst liegende  Rad. 

Bei  ungünstigster  Belastung  stehen  dieser 
Mitteldruck  und  dieses  Rad  gleichweit  von  der 
Balkenmitte  ab. 

Bei  ungünstigster  Belastung  eines  bestimmten 
Querschnitts  steht  auch  über  diesem  ein  Rad; 
das  Rad  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass 
man  den  Zug  so  auf  den  Balken  stellt,  dass  der 
Querschnitt  und  die  Richtung  des  Mitteldrucks 
gleichweit  von  der  Balkenmitte  abstehen,  das 
Rad,  unter  dem  nun  das  Moment  ein  Maximum 
ist,  ist  dasjenige,  das  über  den  gegebenen 
Querschnitt  gerollt  werden  muss,  damit  auchin 
diesem  das  Moment  ein  Maximum  sei.  Hierbei 
darf  natürlich  kein  Rad  über  die  Oeffnung  hin- 
austreten. 

Das  eben  Ausgesprochene  kann  als  Ergänzung  des  Nr.  86 
S.  341  Gesagten  betrachtet  werden.  Dem  dort  über  das  Maximum 
der  ausserhalb  eines  bestimmten  Querschnitts  wirkenden  Kräfte 
selbst  Gesagten  haben  wir  hier  noch  nichts  beizufügen. 
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Balken  yerschiedenei  Spannweite. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  ungünstigste  Lage  des  Zuges 
bei  verschiedenen  Spannweiten  darzustellen.  Es  geschah  dies 
Taf.  llji  für  kleine  Oeifnungen. 
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Die  das  Maximalmoment  darstellende  Ordinate  r,  welche  also 
das  Rad  bezeichnet,  unter  dem  dies  stattfindet,  ist  je  zwischen 
zwei  Grenzöffhungen  ausgezogen,  die  Lage  der  Balkenmitte  ist 
—  — irt. 

Nach  Obigem  liegt  diese  Mitte  immer  mitten  zwischen  dem 
Sad  r  und  der  Verticalen  durch  den  Schnitt  der  äussersten  zur 
Belastung  gehörigen  Polygonseiten,  welche  die  Richtung  des 
Mitteldruckes  der  Belastung  bezeichnet.  Da  wo  die  Verticalen  r 
und  m  zusammenfallen,  ist  r  allein  ausgezogen,  m  und  mitunter 
auch  r  ändern  ihre  Lagen,  wenn  neue  Räder  auf  den  Balken 
rollen.  Also  kann  dann  eine  und  dieselbe  Spannweite  ebenfalls 
verschiedene  Lagen  haben,  je  nachdem  man  das  weitere  Rad  dazu 
nimmt  oder  auslässt,  weil  in  beiden  Fällen  die  Balkenmitte  in  zwei 
verschiedenen  m  liegt.  Zwei  also  verschiedene  Lagen  der  Sehnen 
können  als  Grenzlagen  betrachtet  werden;  sie  wurden  Taf.  ll^ 
auf  verschiedene  Weise  eingezeichnet. 

Mit  den  kleinsten  Oeffnungen  beginnend  wurden  bei  dem 
Eintreten  der  Räder  3  und  4  als  Ende  der  einen  Spannweite  diese 
Räder  selbst  angenommen. 

Bei  dem  Eintreten  neuer  Räder  kann  sich  die  Lage  der  Mitte 
einer  Spannweite  ändern ;  die  Mitte  aller  Spannweiten,  die  kleiner 
sind  als  wie  die  doppelte  Entfernung  des  eintretenden  Rades  von 
der  Mitte  der  kleinern  Spannweiten  muss  entschieden  auf  diese 
gelegt  werden ;  die  Mitte  aller  Spannweiten ,  die  grösser  sind  als 
wie  die  doppelte  Entfernung  des  Rades  von  der  Mitte  der  grössern 
Spannweite ,  entschieden  auf  diese  letztere.  Die  Mitte  der  Spann- 
weiten, welche  zwischen  diesen  liegen ,  können  entweder  auf  die 
Mittellinie  der  grössern  oder  auf  die  der  kleinern  gelegt  werden. 
Taf.  11)  wurde  die  Mitte  der  mitten  zwischen  ihnen  liegenden 
Spannweite  fUr  das  eintretende  4.  Rad  der  zweiten  Locomotive 
einmal  auf  die  Mitte  der  vorausgehenden  und  einmal  auf  die  Mitte 
der  folgenden  Spannweiten  gelegt  und  in  beiden  Fällen  innerhalb 
der  Grenzen  der  Genauigkeit,  mit  der  gezeichnet  werden  kann, 
das  gleiche  Moment  erhalten.  Es  können  daher  diese  zwei  Lagen 
der  mittleren  Spannweiten  als  die  Grenzlagen  fUr  grössere  und  für 
kleinere  Spannweiten  betrachtet  werden.  Bei  dem  Eintreten  des 
dritten  Rades  der  zweiten  Locomotive  wurde  diese  mittlere  Spann- 
weite nur  einmal  eingezeichnet,  und  zwar  mit  ihrer  Mitte  in  M 
mitten  zwischen  den  Mitten  der  grossem  und  der  kleinern  Spann- 
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weiten.  Ueberall  wo  die  Mitte  sich  ändert  bei  sich  ändernder 
Spannweite  wurde  die  Grenzlage  auf  diese  Weise  eingezeichnet 

Bei  dem  Eintreten  des  ersten  Rades  der  zweiten  Locomotive 
zeigte  sich,  dass  gleichzeitig  mit  ihm  auch  das  zweite  Rad  eintritt. 
Als  Grenzlage  wurde  fUr  diesen  Fall  die  mittlere  Spannweite 
zwischen  den  äussersten  Längen  in  der  mittleren  Lage  ein- 
gezeichnet. 

Giebt  man  einem  kurzem  Brückenträger  einen  constanten 
Querschnitt,  so  kann  man  nun  das  Maximalmoment,  dem  derselbe 
unter  der  Belastung  eines  ^n^er/A'schenLocomotivzuges  zu  wider- 
stehen hat,  unmittelbar  aus  Taf.  II3  abgreifen,  nachdem  man  fttr 
eine  Spannweite  von  8  Meter  z.  B.  die  also  bezeichnete  Linie  ein- 
gezogen hat,  deren  Endpunkte  8  Meter  weit  von  einander  abstehen 
und  deren  Mitte  in  m  liegt.  Die  durch  r  angedeutete  Ordinate  des 
Eckpunktes  2  misst  (auf  einer  Zeichnung  im  doppelten  Maassstab 
abgegriffen)  14,2  Tonnen  oder  1,42  Meter.  Da  nun  der  Horizon- 
talschub 5  Meter  oder  50  Tonnen  beträgt,  so  ist  das  Maximal- 
moment gleich  71  Metertonnen. 

Zieht  man  durch  den  Pol  des  Kräftepolygons  eine  Parallele 
zur  Sehne  8  Meter  (der  Schlusslinie  des  Seilpolygons) ,  so  theilt 
sie  die  Totalbelastung  1 2  3  4  in  die  Reactionen  der  beiden  Wider- 
lager 22V4  und  25«/4  Tonnen. 

Sehr  häufig  vergleicht  man  das  Maximalmoment  dem  eines 
gleichförmig  belasteten  Balkens;  es  geschieht  dies  hauptsächlich, 
um  leicht  nach  der  Formel  Vaf/^  das  Moment  berechnen  zu 
können.  Bei  graphischen  Methoden  bedarf  man  natürlich  dessen 
nicht,  weil  man  viel  schneller  zum  Moment  selbst  gelangt,  doch 
haben  wir  Taf.  ll^  den  Vergleich  noch  durchgeführt.  Da  die 
Parabel  Nr.  79  S.  306  die  Curve  der  gleichförmigen  Belastung  ist 
und  bei  der  Parabel  diö  subtg  gleich  der  doppelten  Abscisse  ist,  so 
gelangt  man  leicht  zur  Richtung  der  Taugenten  p  p  einer  über 
8  Meter  gespannten  Parabel,  deren  Maximalordinate  gleich  der 
Ordinate  der  Polygonecke  2  ist ,  wenn  man  über  der  Mitte  m  der 
8  Meter  diese  doppelte  Ordinate  aufträgt  und  ihren  Endpunkt  mit 
den  Enden  der  Sehnen  durch  p  und  p  verbindet.  Zieht  man  nun 
durch  den  Pol  des  Kräftepolygons  zwei  Parallele  zu  diesen  End- 
tangenten ,  so  schneiden  sie  auf  der  Verticalen  der  Kräfte  die  Be- 
lastung ab,  welche  gleichförmig  über  8  Meter  vertheilt,  ein  eben 
so  grosses  Maximalmoment  als  die  Locomotive  verursacht.  Indem 
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wir  diese  Last  im  Verhältniss  von  8: 10  oder  0,04  Meter:  0,05  Meter, 
wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  vergrössem,  so  erhalten  wir 
88  Tonnen  als  ebenso  intensive  Belastung  für  10  Meter.  Die 
gleichförmige  Belastung  beträgt  also,  wie  man  sich  gewöhnlich 
ausdrückt,  8,8  Tonnen  pro  lfm.  In  der  That  giebt  auch  diese 
gleichförmig  vertheilte  Belastung  laut  Nr«  85  S.  336  ein  Maximal* 
moment  von  ^9  •  8,8* .  4^  =  70,4  Mtn,,  während  wir  weiter  oben 
71  Mtn.  gefunden  hatten. 

Bei  Trägern  aus  schweren  Materialien,  Eisen  oder  Stahl,  wo 
der  Querschnitt  des  Balkens  den  ausserhalb  wirkenden  angepasst 
wird,  genügt  es  nicht  mehr,  nur  das  Maximalmoment  überhaupt  zu 
kennen ,  sondern  man  muss  es  für  verschiedene  Querschnitte  be- 
stimmen. Es  geschah  dies  Taf.  II4,  wo  für  Spannweiten  von  2 
bis  10  Meter  die  Momentencurven  mittelst  Taf.  II2  gezeichnet 
wurden.  Dass  sich  über  die  Form  dieser  Gurven  nichts  Allge- 
meines sagen  lässt,  dass  einige  derselben  im  Scheitel  überhöht, 
andere  dort  gedrückt  erscheinen ,  geht  aus  den  Rechnungen  der 
nächsten  Nummer,  deren  Besultate  für  die  kleineren  Spannweiten 
von  2  34  Met.  in  verzerrtem  Maassstab  Taf.  11|  aufgetragen 
wurden,  hervor. 

Bei  Fachwerken  braucht  man  diese  Momente  nur  für  die  ein- 
zelnen Knotenpunkte.  Um  zu  zeigen,  wie  diese  Momente  sich 
von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  ändern,  wurden  Taf.  11^  die 
Wege  eingezeichnet,  welche  die  9  äquidistanten  Knotenpunkte 
einer  Spannweite  von  40  Met.  beschreiben,  wenn  man  sie  über  das 
Polygon  des  Liocomotivenzuges  gleiten  lässt. 

Links  vom  20.  Rad  sind  die  gebrochenen  Linien  gezeichnet, 
welche  von  den  4  ersten ,  rechts  die ,  welche  von  den  4  letzten 
Knotenpunkten  beschrieben  werden.  Die  innerste  Linie  wird  von 
der  Mitte  beschrieben.  Die  Lage  des  Balkens  selbst  ist  3  Mal 
angedeutet. 

Die  verticalen  Abstände  dieser  Linien  von  dem  Seilpolygon 
geben  die  Momente  in  den  verschiedenen  Lagen  des  Zuges  an. 

Schon  ein  Blick  auf  diese  Zeichnung  lässt  erkennen,  dass  die 
Maxima  der  Momente  bei  einem  der  drei  ersten  Räder  der  zu- 
sammenstossenden  Locomotiven,  also  bei  einem  derRäder  18—23, 
vorkommen ,  indem  der  Linienbüschel ,  den  die  Wege  bilden ,  bei 
diesen  Rädern  anschwellt.  Durch  Probiren  mit  dem  Zirkel  aber 
findet  man  leicht  die  Maximalmomente  heraus,  welche  auf  jeder 
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Gurre  durch  ein  m  ausgezeichnet  ist.  Auch  sieht  man ,  ganz  dem 
früher  Gesagten  entsprechend,  sofort ,  dass  die  Maxima  überhaupt 
nur  unter  einem  der  schwerbelasteten  Locomotivräder  vorkommen 
können ;  da  die  Unregelmässigkeiten  in  der  Krümmung  der  ver- 
schiedenen Curven  gegen  den  Knotenpunkt  der  Mitte  hin  ab- 
nehmen 9  so  können  die  Einsenkungen  im  Seilpolygon  nie  durch 
die  der  innern  Polygone  ausgeglichen  werden.  Die  grössten 
Verticalabstände  zwischen  den  verschiedenen  Polygonen  werden 
daher  immer  den  Einsenkungen  des  Seilpolygons  bei  den  am 
meisten  belasteten  Bädern  entsprechen. 

Die  ftlr  jeden  Knotenpunkt  gefundenen  Maxima  wurden  noch- 
mals über  einer  Spannweite  aufgetragen,  und  so  die  Gurve  der 
Maximalmomente  gebildet,  womit  der  Zweck  der  Gonstniction 
erreicht  ist. 

Um  zu  zeigen ,  wie  sich  diese  Momente  einer  EngerihL^^heu 
Locomotlve  zu  denen  einer  leichten  Personenzuglocomotive  ver- 
halten, wurden  auch  Taf.  llj  dieselben  Gonstructionen  für  eine 
Spannweite  von  40  Metern  noch  einmal  wiederholt. 

Nach  Nr.  84  S.  329  können  diese  Polygone  Taf.  11  auch  dazu 
dienen,  die  von  der  zufälligen  Belastung  herrührenden  scheerenden 
Kräfte  zu  bestimmen.  Verschiebt  man  eine  Spannweite,  deren 
Länge  gleich  der  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abgegriffenen 
Poldistanz,  also  für  Taf.  ll^  und  11s  gleich  20  Meter  ist,  so,  dass 
ein  beliebiger  Knotenpunkt  s  über  den  Endpunkt  des  Zuges,  hier 
das  20.  Rad,  das  eine  Ende  der  Spannweite  auf  das  Polygon  nach 
Y  und  das  andere  Ende  auf  die  letzte  Polygonseite  nach  d  zu  liegen 
kommt,  so  ist  Sy  auf  dem  Maassstab  der  Kräfte  abgegriffen  das 
Maximum  der  scheerenden  Kraft,  das  bei  s  durch  den  Zug  hervor- 
gebracht werden  kann.  Ist  die  Spannweite  nicht  gleich  der  Pol- 
distanz ,  so  müssen  diese  Kräfte  S  im  Yerhältniss  der  Poldistanz 
zur  Spannweite  vermindert  werden.  Für  jede  Spannweite  also 
sind  die  scheerenden  Kräfte  den  Yerticallinien  S  proportional. 

91.  Analytische  Berechnung  der  Momente  paralleler 

Kräfte, 

Als  Anwendung  der  in  Nr.  87  entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  in  der 
vorigen  Nammer  graphisch  bestimmten  Momente  nnd  Kräfte  auch  rechnen.  Wir 
beschränken  ans  dabei  anf  die  Berechnung  der,  durch  die  Belastung  mit  einer 
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Engerth^sehen  Locomotive,  Taf.  llj  tind  lls»  an  Balken  von  verschiedener  Spann- 
weite hervorgebrachten  Kräfte  and  Momente.  —  Wir  beginnen  mit  den  Momenten 
bei  kleinen  Spannweiten. 

Bei  einer  Spannweite  von  l  Met.  swiscben  den  Mittelreactionen  der  Wider- 
lager kann  höchstens  nnr  ein  Bad  von  18  Tonnen  über  dem  Querschnitt  angebracht 
werden,  ffir  den  man  das  Maximalmoment  bestimmen  will ,  weil  die  kleinste  Ent- 
fefnnng  der  Bäder  gleich  1,1  Met.  ist.  In  diesem  Fall  ist  also  das  Moment  für 
alle  Punkte  des  Querschnitts  laut  Nr.  87  S.  844  durch  die  Gleichung: 

$  =.  i/j  (l  .^  x)  X  .  18  —  74  .  13  —  (Vj  —  X)*  13 

ausgedrückt.  Dieses  Moment  wird  ein  Maximum  für  x  ■>-  Vi  i  nämlich  gleich 
Vi  -  18  »•  8,25  Mtn.  Trägt  man  die  Momente  als  Ordinaten  über  den  Absoissen 
«auf,  so  ist  die  Curve  Nr.  86  S.  338  entsprechend  eine  Parabel,  welche  ihren 
Scheitel  in  der  Mitte  der  Oeifnung  hat. 

Verschiebt  man  auf  einer  Oeffnung  von  2  Met.  Spannweite  die  swei  Loco- 
motivräder,  welche  1 , 1  Met.  weit  auseinander  stehen ,  so  können  alle  zwei  auf  den 
Balken  stehen,  wenn  das  eine  derselben  nicht  über  einen  Querschnitt  der  mittleren 
0,2  Met.  langen  Strecker bu  stehen  kommen  soll.  Für  Querschnitte  von  x  *«  0  bis 
0,9  stehen  daher  zwei  Bäder  auf  dem  Balken,  das  eine  beia;,  das  andere  bei 
X  -\'  1,1.  Ffir  Querschnitte  von  x  —  0,9  bis  1  steht  nur  ein  Bad  von  13  Tonnen 
bei  X,    Die  Momente  für  diese  beiden  Strecken  sind  demnach : 

^  '    «  Va  •  13  (2  —  x  H-  2  —  X  —  1,1)  X  =  13  (1,45  —  x)  x 
—  6,8331  —  13  (0,725  —  x)«, 

K»  ""  ''*  .  ^3  (2  —  a^)  ic  =-  6,5  -  6,5  (l   -  x)«. 

Aus  diesen  Momentengleichungen  geht  hervor,  dass  die  Momente  zunächst 
zunehmen  bis  zur  Abscisse  x  =■  0,725,  wo  der  Scheitel  der  Parabel  liegt,  welche 
die  Momente  für  die  erste  Strecke  0  bis  0,9  darstellt;  die  Momentenordinate  da- 
selbst ist  gleich  6,8331.  Von  hier  an  nehmen  die  Momente  wieder  ab  bis  zur 
Grenzabscisse  0,9,  für  welche  die  beiden  Gleichungen  die  Momentenordinate 
$  B-  6,435  geben.  Hierauf  nimmt  das  Moment  wieder  bis  zur  Mitte  bei  x  -» 1  zu, 
wo  es  gleich  $  >=  6,5  ist. 

Dieses  eigen thümliche  Verhältniss  wurde  Taf.  114  durch  die  Parabeln  in 
verzerrtem  Maassstab  dargestellt,  welche  diesen  Gleichungen  entsprechen.  Man 
sieht,  dass  in  diesem  Fall  das  Maximalmoment  nicht  in  der  Mitte,  sondern  seitwärts 
bei  der  Abscisse  0,725  liegt.  In  dem  Maassstab,  in  welchem  die  Momente  in  der 
vorigen  Nummer  construirt  wurden ,  ist  dieses  Herz  nicht  zu  bemerken  gewesen, 
immerhin  erscheinen  in  Folge  desselben  die  für  kleine  Spannweiten  construirten 
Momentencurven  mehr  kreis-  als  wie  parabelsegmentartig. 

In  ähnlicher  Weise  weiter  vorgehend  erhält  man  die  Momentengleichnngen 
für  3  Met.  Spannweite : 

$^'*c=  Va  .  13  (3  —  X  -h  3  — X—  1,1  +  3  —  X  —  2,2)  X«  13  (1,9 --x)x 
»  11,7325  —  13  (0,95  —  x)«. 
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^^•*  «  Va  •  13  (3— X  +  3  —  x—  l,l)a;  — V3  •  13  (2,45  —  z)  x 
■=  18,0054  —  Va  •  13  (1,225  --«)2, 

^^'*  »  1/3  .  I3[(x— l,l)(3-z)  +  (3— a;)a:  +  (3— x— 1,1) x]«.  13  (— «a+Sx— 1, 1) 
B-  14,95  —  13  (1,5  —  X)«. 

Ffir  die  Qrensen  erhält  man  fOr  x  «  0,8  und  1,1 

$j,8-=ll,44,      nnd    <P,  1-12,87. 

Diese  Spannweite  bietet  nichts  Besonderes  dar,  dagegen  ist  die  Spannweite 
Yon  4m-  nicht  ohne  einiges  Interesse;  far  1,1  <[  x-<  1,7  lassen  sich  die  Bäder 
anf  zwei  verschiedene  Weisen  disponiren,  nämlich  bei : 

(x  —  1,1),  X,  X  H-  1,1  13  Tonnen  and  bei  x  +  2,3  8,5  Tonnen, 

oder  bei: 

X,  X  H-  1,1  nnd  x  -f  2,2  13  Tonnen. 

Anfangs  giebt  die  erste  Disposition  später  die  letztere  grössere  Momente, 
nnd  nnr  dadurch,  dass  man  die  beiden  Momentengleichungen  einander  gleich  setzt, 
isann  man  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Belastungsarten  bestimmen ,  sie  ist  bei 
X  BS  1,2168.  Wenn  man  die  Parabeln  von  $  fQr  beide  Belastungsarten  aufträgt, 
so  ist  dieses  x  die  Abscisse  der  Schnittpunlcte  der  beiden  Parabeln.  Mit  BerficlE- 
eichtignng  dieses  Verhältnisses  sind  die  Momentengleichungen : 

$^'*      =V4[(*-a:+2,9  — X+1,8— x)l3  +  (0,6— x)8,5]x— V4(n8,2— 47,5x)x 

—  18,388  —  11,875  (1,244  — x)*, 

1.2168 
^  '       —  Vi.iS  (2,9  —  X)  X  —  20,499  —  9,75  (1,45  —  x)«, 

?|'^jj3-V4[i8(x— 1,1)(4-X)+ 13(4-.X)X+ 18(2,9  — x)x+ 8,5(1,7  — x)x] 
aa  1/4  (—  57,2  +  170,45x  —  47,5x2)  „  23,928  —  11,875  (1,794  —  x)«, 

^*^     —V4.i3[(x— 1,0(4— x)+(4—x)x+(2,9-x)x]  =  V4.i3(-4,4+12x—3x») 
«24,7  —  9,75  (2  — X)«. 

Für  die  Absdssen  der  Grenzen  geben  Je  zwei  dieser  Gleichungen  die  gleichen 
Momente,  nämlich  fär : 

a;  =-  0.6       ,         <P  =  13,455, 
X—  1,2168,  $»  19,969, 

X—  1,7       ,  5  —  23,823, 

X—2  ,  5  —  24,7. 

Auch  diese  Parabeln  wurden  Taf.  II4  dargestellt;  es  geht  ans  dem  Vergleich 
derselben  hervor ,  dass  sich  durchaus  keine  allgemeinen  Regeln  fiber  den  Verlauf 
der  Mazimalmomentencurven  aufstellen  lassen.  Während  bei  Spannweiten,  die  so 
klein  sind,  dass  nnr  ein  einziges  Kad  auf  ihr  Platz  hat  wie  bei  der  von  1  Meter,  die 
Maximalmomentencurve  eine  regelmässige  Parabel  ist ,  ist  der  Scheitel  der  Maxi- 
malmomentencurve  von  2  Met.  Spannweite  eingedrückt,  innerhalb  der  Strecke,  wo 
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nur  ein  einziges  Rad  auf  dem  Balken  Plats  findet.  Dagegen  ist  er  fiberböbt  bei 
der  Carve  von  3  Meter  Spannweite ;  bei  dieser  haben  immer  nnr  3  Räder  auf  dem 
Balisen  Platz,  für  die  Mittelstrecke  aber  sind  es  die  drei  schwersten  Räder,  und 
deshalb  findet  Ueberböhnng  statt.  Seitlich  giebt  es  weiter  noch  Punkte  in  den 
einspringenden  Ecken  der  Parabeln,  wo  die  Maximalmomente  der  Parabeln  relativ 
klein  sind,  und  andere,  wo  sie  relativ  gross  sind.  Allein  schon  bei  4  Meter  Spann- 
weite gleichen  sich  diese  Unregelmässigkeiten  aiemlicb  ans,  und  bei  noch  grtaerer 
verschwinden  sie  der  Zeichnung,  so  dass  man  rechnen  muss,  um  sie  zu  finden. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  die  Momente  für  die  Knotenpunkte  einer 
grösseren  Spannweite  von  40  Met.  berechnen.  Es  sind  dieselben  Momente,  welche 
Taf.  lli  graphisch  bestimmt  worden  sind.  Es  wurde  dort  einfach  mit  dem  Zirkel 
probirt ,  unter  welchem  Rad  das  Maximalmoment  liege.  Bei  der  Rechnung  der 
Momente  lässt  sich,  ohne  das  Moment  selbst  zu  berechnen,  auf  einfache  Weise  er- 
mitteln, ob  es  i^nter  einem  bestimmten  Rad  AP^  ein  Maximum  sei  oder 
nicht ;  bezeichnet  man  mit  Pi  die  Summe  der  Gewichte  aller  vorausgehenden ,  mit 
Ps  die  Summe  der  Gewichte  aller  folgenden  Räder,  femer  mit  b^  und  b\  die  Ent- 
fernungen des  Rades  AP|  von  den  beiden  Enden  der  Spannweite,  mit  bt ,  b\  pnd 
bs ,  ^'s  die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  Rädergruppen  Pi  und  Pj  von  den 
Enden,  so  ist  laut  Nr.  86  S.  844  das  von  diesen  Lasten  herrührende  Moment  in  Be« 
zug  auf  den  Querschnitt  b^ ,  b\  gleich : 

¥-  -L(^6',P,  +ft,6',AP,  +  6,6',Pa). 

Rfickt  man  Jetzt  das  ganze  Belastnngssystem  um  Ab  vorwärts,  hält  aber  den 
Querschnitt  bei  &2  ^est,  so  vergrössert  sich  bi  um  Ab,  während  sich  die  b\  und  b'^, 
welche  Factoren  von  APs  und  Ps  sind,  um  ebensoviel  vermindern,  es  Ist  also : 

-^  -  J-,  P,  -  J,  (AP,  +  P,), 

Wird  dagegen  das  ganze  Belastungssystem  zurückgerückt,  so  vermindern 
sich  die  bi  und  6],  welche  Factoren  von  Pi  und  AP2  sind,  während  ^'3  sich  um  so 
^el  vergrössert ;  es  ist  also  in  diesem  Fall : 

— ^j-  -  -  y»  (P.  +  AP,)  +  ft,  P,. 

Soll  nun  durch  eine  dieser  beiden  Bewegungen  das  Moment  nicht  vergrössert 
werden,  so  müssen  beide  Momentendifferenzen  negativ  sein,  was  durch  die  folgende 
Ungleichheit  ausgedrückt  werden  kann : 

P,  +  AP,   ^   b,_  ^  P, 


P,  ^   b\   ^    AP, +  P,  • 

Zur  Prüfung  dieser  Ungleichheit  genügt  in  den  meisten  Fällen  der  Rechen- 
schieber ;  stellt  man  auf  diesem  &,  und  b\  einander  gegenüber,  so  muss  die  Distanz 
zwischen  Pi  und  P3  auf  der  Seite  der  links  stehenden  Zahl  kleiner  als  wie  AP, 
sein ,  was  mittelst  eines  Blickes  auf  den  Schieber  geprüft  wird.  Ist  die  Differenz 
grösser,  so  muss  das  Belastungssystem  gegen  daa  kleinere  P  geschoben  werden. 

Das  auf  diese  Weise  ermittelte  Maximum  ist  kein  absolutes ,  und  es  können 
mehrere  aufeinander  folgende  Räder  der  Bedingung  obiger  Ungleiohhdt  genügen ; 
in  diesem  Fall  ändern  die  Seiten  des  Seilpolygons  nnd  die  des  Wegesoges  Taf.  ll| 
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ohogeführ  am  gleichviel  ihre  Richtung  bei  dem  Uebergang  von  einem  Rad  &nm 
andern,  sodass  dieVerticale  zwischen  diesen  zwei  Polygonen  von  Jedem  der  beiden 
Räder  ans  gegen  die  zwischenliegende  Ecke  des  Wegepolygons  abnehmen ,  wo  die 
Minima  der  Momente  liegen.  Findet  das  eben  angedeutete  Yerhältniss  statt,  so 
bleibt  nichts  anderes  übrig,  als  die  Momente  für  beide  Belastnngslagen  auszorechnen 
nnd  das  grössere  beizabehalten.  Die  Minima  nntersnchen  wir  nicht  weiter ,  weil 
sie  an  nichts  dienen ,  und  machen  hier  nur  auf  den  Dualismus  aufmerksam ,  dass 
die  Maxima  der  Momente  durch  die' Ecken  des  Seilpolygons  und  die  Minima  durch 
die  des  Wegepolygons  bezeiehnet  werden. 

Um  nach  Bestimmung  der  Räder,  bei  denen  die  Maxima  vorkommen ,  die 
Momente  selbst  zu  berechnen,  thut  man  am  besten,  die  Momente  aller  Räder  eines 
Zuges  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt,  z.  B.  in  Bezug  auf  das  erste  Bad,  zu  be- 
rechnen, und  sowohl  die  Gewichte  als  auch  die  Momente  der  Räder  zu  summiren, 
siehe  die  Tafel  auf  der  nächsten  Seite;  die  erste  Colonne  enthält  die 
Radnummem,  die  zweite  deren  Al>6cissen,  die  dritte  und  vierte  deren  Gewichte  im 
Einzelnen  und  Ganzen ,  und  die  fünfte  und  sechste  die  Momente  im  Einzelnen  und 
Ganzen.  Die  Summe  der  Gewichte  und  der  Momente  einer  beliebigen  Zahl  auf- 
einander folgender  Räder  in  Bezug  auf  das  erste  Rad  ergiebt  sich  nun  einfach  als 
Differenz  der  treffenden  Summen ,  und  das  Moment  derselben  Räder  in  Bezug  auf 
irgend  einen  andern  Drehpunkt,  z.  B.  den  Schnittpunkt  zweier  Constructionstheile 
ist  gleich  dem  Gewicht  der  sämmtlichra  Räder,  mehr  oder  weniger  dem,  der  Tafel 
zu  entnehmenden  Moment  derselben  Räder  in  Bezug  auf  das  erste  Rad,  Je  nachdem 
die  Räder  auf  der  Seite  des  Drehpunktes  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
stehen.  Man  sieht  also,  dass  diese  Tafel  rechnerisch  ganz  das  Seilpolygon  ersetzt; 
die  Rechnungen  für  die  Spannweite  von  40  Met.  der  Taf.  1 1]  machen  sich  nun 
Wie  folgt :  Der  erste  Knotenpunkt  theilt  die  Spannweite  in  die  beiden  Segmente 
3,33. .  und  36,66 . .  Met.  Es  ist  nun  klar,  dass  nur  durch  ein  Rad  der  vorwärts 
fahrenden  Looomotive  das  Mazimalmoment  bei  ihm  erzeugt  werden  kann,  denn 
würde  man  ein  Rad  des  rücklaufenden  Zuges  über  den  Knotenpunkt  stellen ,  so 
käme  kein  einziges  Rad  des  vorlaufenden  Zuges  mehr  auf  die  Strecke  3,33 . .  und 
die  Räder  der  zweiten  rücklaufenden  Locomotive  stehen  weiter  von  denen  der 
ersten  ab,  als  wie  diese  von  den  der  ersten  rücklaufenden,  so  dass  die  Spannweite 
weniger  belastet  wäre.  Wir  stellen  also  das  vorderste  Rad  des  vorlaufenden 
Zuges  auf  3,38 ;  bei  &  >=  2,2  Met.  der  Tabelle  lesen  wir  P  — >  39  Tonn,  ab,  dem- 
nach ist  P]  s»  26 ,  AP)  -a  13  Tonn.  Das  erste  Rad  des  rücklaufenden  Zuges  hat 
die  Abscisse  3,33  H-  5  «s  8,338 . . ;  von  diesem  Zug  treffen  demnach  noch 
31,666 . .  Met.  auf  die  Oeffnung,  bei  27,1  der  Tabelle  lesen  wir  Ps  -"  168  Tonn. 
Stellt  man  nun  auf  dem  Rechenschieber  die  3,83 . .  der  36,66 . .  oder  die  1  der  1,1 
gegenüber : 

I  3,33  8,5  21,5  26; 

1,1         36,66  168  181  194  ; 

sa  steht  181  links,  26  rechts,  da  nun  auch  181  +  13  «  194  26  rechts  nicht 
erreicht,  so  giebt  diese  Stellung  kein  Maximum. 

Wir  rücken  ehn  Rad  vor,  dann  wird  die  Länge  des  vorlaufenden  Zuges  gleich 
4,433..  und  P,  =  47,5  —  26 -B  21,5,  die  des  rücklaufenden  30,566  nnd 
P^:^  168  -h  13  s»  181 ;  APs  ist  immer  gleich  13  Tonn.    In  der  obigen  Stellung 
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Gewichte  und  Momente  eines  Engerth'schen  Locomotivenzuges. 
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des  Schiebers  steht  immer  noch  181  und  194  links  von  21,5 ;  demnach  giebt  diese 
Zogstellnng  kein  Maximum.  Noch  ein  Rad  vor ;  Länge  des  vorlaufenden  Zuges 
5,533,  des  rücklaufenden  39,466  . .  Met.  Pi  «  47,5  —  39  =>  8,5,  P3»  168  +  26 
-a  194  Tonn.  Jetzt  steht  auf  dem  Schieber  194  zwischen  8,5  und  21,5 ;  demnach 
giebt  diese  Stellung  das  gesuchte  Maximum.     Es  ist  gleich : 

$1  «  "/u  [5,538  .  21,5  —  (71.8  —  14,3)]  + 

Vis  [(35,566  4.  34,466}  13  4.  29,466  .  168  —  2146,65]  =  365,9  Met.  Tn. 

In  dieser  Momentengleichung  sind  (85,566  -f  34,446)  13  die  Momente  der 
beiden  vorgeschobenen  Rader;  5,533  .  21,5  und  29,466  .  168  die  Momente  der 
im  vordersten  Rad  concentrirten  Lasten ,  von  denen  die  der  Tafel  entnommenen 
Momente  dieser  Züge  in  Bezug  auf  das  vorderste  Rad  abgehen. 

Für  den  zweiten  Knotenpunkt  mit  den  Segmenten  6,66 . .  und  33,33  . .  kann 
man  nicht  von  vom  herein  schliessen ,  ob  das  absolute  Maximum  unter  einem  der 
drei  Räder  des  vorlaufenden  oder  des  rücklaufenden  Zuges  stattfinden  werde ,  es 
müssen  daher  die  Proben  und  Rechnungen  für  beide  Fälle  durchgeführt  werden. 
Für  den  vorlaufenden  Zug  mu^s  das  zweite  Rad  über  den  Querschnitt  gestellt  wer- 
den und  giebt  dann  ein  Maximalmoment  von  588,4  Mtn.  Ein  grösseres  Moment 
erhält  man  durch  Räder  des  rückiaufenden  Zuges ;  wir  geben  die  oben  mit  Worten 
beschriebenen  Proben  nur  schematisch  wieder : 

des  vorlaufenden  Zuges  des  rücklaufenden  Zuges 

Länge  Gewicht  <>■  P, 

1,66..    26  =3  26 

0,56       13+13  —  26 
—  0  +  26  —  26 

Schieberstellung : 

6,66..  1  26 

33,33 .  .  5 

Da  in  diesem  Fall  P3  immer  zwischen  Pj  »  26  und  J\  +  APs  —  39  fällt, 
so  tragen  alle  drei  Stellungen  den  Charakter  eines  Maximalmomentes ,  und  wir 
haben  also  hier  den  Fall  vor  uns,  dessen  oben  gedacht  wurde,  in  welchem  das  Seil- 
polygen  ziemlich  parallel  mit  dem  Polygon  der  Wege  läuft ,  und  die  Seilpolygon- 
seiten von  Jeder  Ecke  aus  nach  beiden  Seiten  hin  gegen  die  über  diesen  liegende 
Seite  des  Wegepolygons  convergiren,  siehe  Taf.  1  li . 

In  diesem  Fall  bleibt  nun  nichts  übrig,  als  alle  drei  Momente  zu  berechnen. 
Im  ersten  und  zweiten  Fall  sind  die  Momente  604,0  und  608,2  Mtn.  Das  Maximum 
aber  findet  im  dritten  Fall  statt,  nämlich : 

^  «.  8/a  (4,46  .  .  +  5,566 . .)  13  + 

«/o  [35,533 ..  (215,5  —  26)  —  (3728,95  —  14,3)]  =  611,8. 

Ebenso  muss  man  auch  für  den  dritten  Knotenpunkt  mit  den  Segmenten  10 
und  30  das  Maximum  für  die  Vorderräder  des  vor-  und  für  die  des  rückiaufenden 
Zuges  berechnen.  Für  den  vorlaufenden  Zug  erhält  man  das  Maximum,  wenn  das 
vorderste  Rad  über  den  Knotenpunkt  gestellt  wird,  mit  846,30  Mtn.  Etwas  grösser 
ist  das  Moment  für  den  rücklaufenden  Zng.     Das  wahre  Maximalmoment  für  den 


APj         P3     ^    Gewicht 

Länge 

13           181      —194     —13 

33,33.. 

13           181      —  207     —26 

34,43  . 

13           176,5  —  215,5  —  39 

35,53 

176,5          181          39. 

362 


Momente  paralleler  Kr&fte. 


rneUaBfeiidea  Zog  erhalt  man  dano ,  weno  das  erste  Bad  über  dem  QvenehBitt 
•tebt,  nimlick : 

^,  =  3/^  (5  .  47,5  —  71,8)  +  «/4  (30  .  168  —  2146,65)  =  847,6  Mtn. 

Stellt  man  das  dritte  Bad  des  rücklanfenden  Zofi^es  über  den  yierten  Knoten- 
pankt  mit  den  Segmenten  13,33..  und  26,66..,  so  wird  das  Moment  gleich 
101 1,65  Mtn.  Für  den  rficklaofenden  Zog  giebt  das  zweite  Bad  fiber  dem  Knoten- 
punkt das  Maximalrooment : 

^^  »  J/3  (12,23  .  13  +  7,23  .  56  —  121,95)  + 

Va  [27,76  (168  —  13)  —  2146,65]  —  1013,8  Mtn. 

Für  den  fünften  Knotenpunkt  mit  den  Segmenten  16,66  und  23,33  Met 
erhalt  man  das  grösste  Moment,  wenn  das  zweite  Bad  des  vorlaufenden  Bades  über 
den  Knotenpunkt  gestellt  wird,  mit : 

%  —  Vij  [17,76  (112  —  13)  —  837,5]  + 

Vis  (22,23  .  13  +  17,23  .  112  —  837,5)  -»  1113,2  Mtn. 

Stellt  man  das  dritte  Bad  des  rücklanfenden  Zuges  fiber  den  Knotenpunkt,  so 
erUUt  man  nur  1093,6  Mtn. 

Für  die  Mitte  ist  es  natürlich  ganz  einerlei ,  welchen  der  beiden  Züge  man 
mit  dem  yordersten  Bad  über  sie  stellt ;  stellt  man  das  vorderste  Bad  des  yoriau- 
fenden  Zuges  über  sie,  so  erhält  man  das  Mazimalmoment : 

?6  «"  Vs  [20  .  112  —  837,5  -I-  15  .  103,5  —  697,25]  ^  1128,88  Mtn. 

Zum  Schluss  wollen  wir  die  oben  erhaltenen  Besnltate  noch  mit  den  con- 
struirten  und  mit  den  Momenten  vergleichen ,  welche  durch  zwei  Parabeln  dar- 
gestellt werden,  wovon  die  eine  der  gleichf5rmigen  Belastung  von  5,644  und  die 
andere  der  von  56  :  10,6  ■«  5,283  Tu.  pro  If.  Met.  entspricht.  Die  erste  giebt 
das  gleiche  Maximalmoment  als  wie  der  wirkliche  Locomotivenzug ,  die  zweite 
erhält  man  durch  gleichförmige  Vertheilung  des  Locomotivengewichtes  über  deren 
Länge.    Sie  werden  einfach  nach  der  letzten  Formel  von  Nr.  87  8.  346  gerechnet, 

z 
nachdem  man  /9  »  -^  in  derselben  gesetzt. 

Die  Besultate  stellen  wir  in  folgender  Tabelle  zusammen,  mit  ihren  Dif- 
ferenzen den  gerechneten  Momenten  gegenüber : 


Abgegriffene 

Momente  für  gleichförmige  Belastungen 

Nr. 

Berechnete 
Momente. 

Momente 

von 

1                  1 

A 

5,644  Tn. 

A 

5,283  Tn.         A 

1 

365,9 

360 

—     6 

344,9 

—  21 

322,9 

—  44 

2 

612 

640 

+  28 

627,2 

+  15 

587,0 

—  35 

3 

847,6 

853 

+     5 

846,7 

—     1 

792,5 

—  55 

4 

1013,8 

1013 

—     l 

1003,5 

—  10 

939,2 

—  74 

5 

1113,2 

1120 

+     7 

1097,5 

—  16 

1027,3 

—  86 

6 

1128,88 

1143 

+  14 

1128,88 

0 

1056,6 

—  72 

Betrachtet  man  diese  Ergebnisse  genauer,  so  zeigt  steh  bei  dem  Knotenpunkt 
Bvrei  eine  Unregelmässigkeit,  die  sich  wohl  nur  dadurch  erklären  liUst,  daas  er  mit 
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einem  der  Hinimalmomentenpunkte  sosammenfällt,  welche  Taf.  1I4  in  verzerrtem 
BiUaasstab  markirt  worden  sind ;  nur  ist  es  auffallend ,  dass  die  construirten  Ho- 
mente  sie  nicht  auch  andeuten. 

Wird  von  dieser  Unregelmässigkeit  abstrahirt,  so  kann  man  wohl  sagen,  dass 
die  construirten  Momente  identisch  mit  den  Berechneten  sind ,  wenn  man  erwägt, 
dass  der  Haassstab  Taf.  llt  so  klein  ist,  dass  ,0001  Met.  schon  6,66..  Mtn.  aus- 
machen. Gewöhnlich  werden  die  Polygone  in  einem  5-  bis  6mal  grossem  Maass- 
stab eonstruirt,  und  dann  erhält  man  eine  für  alle  Fälle  der  Praxis  genügende  Ge- 
nauigkeit. Die  langweiligen  Rechnungen,  die  wir  oben  durchmachten ,  sind  daher 
in  der  Praxis  ganz  zwecklos. ' 

Die  gleichfSrmige  Vertheilung  des  Locoraotivengewichtes  über  die  Länge  der 
Loeomotive  ist  bei  40  Met.  Spannweite  durchaus  noch  nicht  gestattet ,  der  Fehler 
ist,  wie  die  Differenzen  es  zeigen,  sehr  gross ;  man  erhält  viel  zu  j^leine  Momente. 

Dagegen  wird  kein  erheblicher  Fehler  begangen ,  wenn  man  das  Maximal- 
moment nur  für  die  Mitte  berechnet,  und  dann  die  Momente  für  die  seitlichen  Kno- 
tenpunkte als  Parabeln  einrechnet.  Besser  aber  als  diese  Rechnung  ist  die  Con- 
strnction,  namentlich  auch  deshalb,  weil  diese  zu  grosse ,  Jene  zu  kleine  Momente 
giebt.  Wenn  diese  Parabel  auch  die  wirkliche  Momentencurve  im  Scheitel  berührt, 
so  liegt  sie  bei  grösseren  Oeffidungen  seitlich,  doch  unter  ihr. 

Das  Maximum  der  ausserhalb  eines  Querschnitts  wirkenden  scheerenden 
Kräfte  bei  einseitiger  Belastung  brauchen  wir  nicht  zu  berechnen ,  es  ist  ein- 
fach der  $  S.  360  proportional,  laut  Nr.  84  S.  330,  und  wirkt  in  dem  der  be- 
lasteten Seite  gegenüber  liegenden  Widerlager. 


92.  Yereinipng  des  Eigengewichtes  und  der  znfölligen 

Belastungen  eines  Balkens. 

Bisher  haben  wir,  sowohl  bei  der  graphischen ,  als  auch  bei 
der  analytischen  Berechnung  der  ausserhalb  eines  Schnittes  wir- 
kenden Kräfte»  über  xlie  Belastungen  frei  verfügt ;  wir  haben  ganz 
belastete  und  ganz  unbelastete  Strecken  angenommen,  um  die  un- 
günstigsten Belastungen  zu  erzeugen.  Ganz  unbelastete  Strecken 
sind  aber  beinahe  nie  möglich,  weil  jede  Gonstruction  in  der 
Regel  auch  ihr  Eigengewicht  zu  tragen  hat,  von  dem  sie  nicht 
entlastet  werden  kann.  Die  Entlastungen  und  die  Belastungen 
der  vorigen  Nummern  können  sich  daher  nur  auf  die  von  der  zu- 
fälligen Last  herrührenden  Belastungen  beziehen. 

In  der  Praxis  thut  man  nun  in  den  meisten  Fällen  am  besten, 
diese  beiden  Belastungsarten  ganz  von  einander  zu  trennen.  Die 
durch  das  feste  unveränderliche  Eigengewicht  erzeugten  Kräfte 
werden  am  zweckmässigsten  nach  den  in  Nr.  81  Taf.  10  dar- 
gestellten Methoden  bestimmt;  dagegen  dienen  zur  Bestimmung 
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der  von  der  yeränderlichen  zufälligen  Belastung  herrührenden 
Kräfte,  die  in  der  vorigen  Nummer  Taf.  11  erläuterten  Methoden. 
Nach  diesen  verschiedenen  Methoden  bestimmte  Kräfte  können 
schliesslich  einfach  zusammengesetzt  werden ,  allein  viele  In- 
genieure fahren  in  der  Trennung  noch  weiter  fort  und  berechnen 
die  von  diesen  verschiedenen  Kräften  herrührenden  Spannungen  ^ 
in  den  bezüglichen  Querschnitten,  indem  sie  das  von  der  zufälligen 
Belastung  herrührende  ^«  wegen  den  mit  ihr  verbundenen  Stössen 
höher  anschlagen  als  wie  das  vom  Eigengewicht  herrührende  ^e. 

Immerhin  giebt  es  Fälle ,  in  denen  es  nützlich  ist,  die  von 
beiden  Belastungen  herrührende  Mittelkraft  zu  kennen ,  z.  B.  bei 
Fach  werken,  um  das  Fach  zu  ermitteln ,  bis  zu  dem  rttcklaufende 
Füllungsglieder  nothwendig  sind ,  oder  auch  bei  Schwedler'»chen 
Trägern,  wo  in  den  äussersten  Fächern  keine  Füllungsglieder  er- 
forderlich sind.  In  solchen  Fällen  kann  die  Vereinigung  des 
Eigengewichtes  und  der  zufälligen  Belastung  auf  die  folgende 
Weise,  für  einen  über  die  Spannweite  jiB  «i  2/  ausgeführt 
werden. 

Mittelst  des  Kräftepolygons,  dessen  Pol  in  Fig.  155  in  B  und 
dessen  Foldistanz  =»  k  angenommen  wurde ,  kann  zunächst  das 
stärker  ausgezogene  Seilpolygon  des  Eigengewichtes  construirt 


Flg.  155. 
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werden.  Die  von  der  zufälligen  Belastung  herrührenden  Maximal- 
momente  werden  durch  eine  Construetion ,  ähnlich  der  in  der  vo- 
rigen Nummer  Taf.  lli  erläuterten,  ermittelt,  nach  S.  11  Fig.  15 
auf  den  Maassstab  der  Fig.  155  reducirt,  über  AB  aufgetragen, 
um  die  reine  Gurve  der  zufälligen  Belastung  zu  erhalten,  und  auch 
zu  den  Momenten  des  Eigengewichtes  addirt,  um  die  Gurve  der 
Totalbelastung  zu  erhalten.  Diese  drei  Curven  geben  für  irgend 
einen  Querschnitt  die  Maximalmomente  getheilt  durch  die  Pol- 
distanz h  in  $e  ^s  und  ^/ ;  handelt  es  sich  um  ein  Fach  werk  mit 
der  Constanten  Hohe  h ,  so  sind  diese  Ordinaten  $«  $«  ^t  laut 
Kr.  56  S.  206,  die  in  den  Druck-  und  Streckbäumen  wirkenden 
Kräfte  selbst ;  sind  die  Belastungen  den  Längen  der  Spannweite 
proportional,  wie  es  in  der  Figur  vorausgesetzt  wurde,  so  sind  die 

drei  Gurven  Parabeln  mit  den  Pfeilen    r! .    ,     ^!  .      und   ^' 


2Ä  '  2A  —  2A 
In  diesem  Fall  ist  es  am  einfachsten,  diese  Pfeile  direct  zu  rechnen, 
aufzutragen  und  die  Parabeln  mittelst  umhüllender  Tangenten  zu 
construiren,  wie  es  auf  der  rechten  Seite  der  Figur  angedeutet  ist. 
Die  vom  Eigengewicht  herrührenden  scheerenden  Kräfte 
können  unmittelbar  auf  dem  Kräftepolygon  abgegrijQTen  und  eben- 
falls in  jedem  Querschnitt  über  AB  aufgetragen  werden,  und  man 
erhält  die  Linie  CMC  für  diese  scheerenden  Kräfte;  ist  die  Be- 
lastung durch  das  Eigengewicht  eine  gleichförmige ,  so  ist  diese 
Linie  eine  Gerade ,  welche  über  A  und  B  die  Ordinaten  pe  l  aus- 
schneidet, wie  es  auf  der  Figur  angedeutet  ist.  Addirt  man  weiter 
zu  den  Ordinaten  von  CMC  die  auf  Taf.  11]  abgegriffenen  und 
nach  S.  11  Fig.  15  reducirten,  von  der  zufälligen  Belastung  her- 
rührenden scheerenden  Kräfte ,  indem  man  einmal  auf  der  linken, 
einmal  auf  der  rechten  Seite  beginnt,  so  erhält  man  die  Curven 
CD  und  Ciy  des  Maximums  der  scheerenden  Kräfte ;  sie  schnei- 
den mit  AB  auf  der  Verticalen  irgend  eines  Querschnittes  diese 
Maxima  S  und  iS'  für  einen  hin-  und  für  einen  herfahrenden  Zug 
aus.  Innerhalb  der  Strecke  EE\  die  diese  Gurven  auf  AB  selbst 
ausschneiden,  können  diese  Kräfte  positiv,  null  und  negativ  wer- 
den; ausserhalb  dieser  Strecke  haben  die  S  immer  nur  ein  con- 
stantes  Zeichen.  Da  nun  ausserhalb  dieser  Strecke  die  S  nicht 
gleich  null  werden  können,  so  sind  diese  Punkte  laut  Nr.  85  S.  336 
die  Grenzen  für  die  Ausweichung  des  Maximalmomentenpunktes; 
die  constructive  Bedeutung  dieser  Strecke  EE'  ist,  wie  wir  später 
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bei  BehandluDg  der  Fachwerke  zeigen  werden,  die,  dass  bei  pa- 
rallelen Streckbäumen  innerhalb  derselben  die  FttUungsglieder 
entweder  absolut  und  rückwirkend  zu  widerstehen  im  Stande  sein 
müssen  9  widrigenfalls  das  eine  System  derselben  verdoppelt  wer* 
den  muss. 

Aus  der  Natur  der  Constructionen  geht  hervor ,  dass  die 
Curven  CD  und  CIX  sowohl  die  Linie  CC\  welche  die  vom 
Eigengewicht,  als  auch  die  Linie  DD\  welche  die  von  der  Total- 
belastung herrührenden  scheerenden  Kräfte  darstellen,  berühren 
müssen.  Ist  nun  das  Eigengewicht  gleichförmig  verthellt  nnd 
demnach  die  Linie  CMC  gerade,  so  ist  die  Curve  CIX  offenbar 
nichts  anderes  als  das  Seilpolygon  der  zufälligen  Belastung,  con- 
struirt  mit  der  Poldistanz  CC  in  Richtung  und  Grösse;  denn  con- 
struirt  man  ein  solches  Seilpolygon,  so  sind  die  Segmente  zwischen 
ihm  und  CC  der  von  der  zufälligen  Belastung  herrührenden 
scheerenden  Kraft  proportional  laut  Nr.  84  S.  330*  Ist  endlich 
auch  die  zufällige  Belastung  noch  eine  gleichförmig  vertheilte  wie 
in  Fig.  155  vorausgesetzt  wurde,  so  werden  auch  die  Curven  CD 
und  CD'  zu  Parabeln ,  welche  die  geraden  Linien  CC  and  DD' 
des  Eigengewichtes  und  der  zufälligen  Belastung  in  den  Verticalen 
von  A  und  B  berühren ,  und  deren  unendlich  ferne  Punkte  in  der 
Richtungslinie  der  Kräfte,  d.  h.  den  Verticallinien  liegen.  Der 
Bet-ührungspunkt  F  der  zu  AB  parallelen  Tangente  FC,  der 
Scheitel  im  vorliegenden  Falle ,  weil  die  Schlusslinie  AB  hori- 
zontal angenommen  wurde,  liegt  im  Schnittpunkt  der  Linien 
ADy  BC.  Denn  denkt  man  sich  der  Parabel  in  ihren  4  Punkten 
FCDoo  ein  Viereck  einbeschrieben,  und  ein  anderes  umbeschrie- 
ben ,  so  sind  die  beiden  Punkte  A  und  B  Eckpunkte  des  Polar- 
dreiecks dieser  Vierecke;  die  Linie  AB  ist  eine  Seite  dieses 
Dreiecks  als  Verbindungslinie  der  Tangentenschnitte  CD^  Fco ; 
in  ihr  liegen  demnach  auch  die  Schnittpunkte  der  Linien  Coo ,  DF 
und  der  Linien  Doo,  CF  als  Diagonalen  des  einbeschriebenen 
Vierecks,  welche  daher  nichts  anderes  als  wie  die  Punkte  A  und  B 
sind.  Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  Sehne  CD  mit  AB^ 
durch  iV,  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Horizontalen  ^jB  mit 
CC  A  9  so  ist  0  QO  A  .  AB  .  MN .  E  ..  eine  Involution  bezüglich  der 
Parabel  conjugirter  Punkte;  ^und  B  sind  conjugirt  als  Eckpunkte 
eines  Polardreiecks ,  und  0  und  N  liegen  in  den  Verbindungs- 
linien der  Parabeipunkte ,  deren  Tangenten  sich  in  M  und  od  a 
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schneiden;  da  nun  0  der  Mittelpunkt  dieser  Involution  ist,  so 
hat  man: 

OE^  =OM.ON=^OA,  OB; 

OEy  siehe  Fig.  155,  ist  demnach  gleich  der  Tangentenlänge  von 
Kreisen,  die  durch  ^,  B  und  M,  N  gehen,  und  kann,  wie  in  der 
Figur  angegeben,  leicht  construirt  werden.  Natürlicher  Weise 
ist  ME  =«  ME\ 

Aus  dieser  Construction  lassen  sich  auch  leicht  analytische 
Änsdrücke  für  die  Lage  der  Punkte  E  und  £'  herauslesen.  Man 
bat  zunächst  von  constructionswegen : 

Ou4  ^  OB  ^  AB^  ^  ^J_ 

Pe  Pt  P» 


r^ 


Woraus  sich  sofort  ergiebt : 


OE  =  YOA  .  OB  =  }-£flL.  .  2/, 


^ 


AE  =  EB 


—  iVPe  Pt 
P% 


Pe).^l, 


AE=  EB  ^—  (p,  -  YpTp^)  .  2/, 

™-  m  -  (1/^-.  ]ff)' . ,. 

In  der  folgenden  kleinen  Tabelle  haben  wir  einige  zusammen- 

gehörige  Werthe  von  —  und  — r—  =  —  (p^  +  ?/  —  2  V  PePi), 

P»  ^  P» 


berechnet: 

M    — 

M     " 

P» 

EM 

P* 

EM 

Pe 

EM 

P' 

l 

■    P» 

l 

P* 

l 

,05 

,6417 

,6 

,2404 

2,5 

,0839 

,10 

,5367 

,7 

,2183 

3,0 

,0718 

,15 

,4693 

,8 

,2000 

3,5 

,0627 

,20 

,4202 

,9 

,1847 

4.0 

,0557 

,25 

,3820 

1,0 

,1716 

4,5 

,0501 

,30 

,3510 

1,2 

,1504 

5 

,0455 

,35 

,3252 

1,4 

,1339 

6 

,0385 

,40 

,3033 

1,6 

,1208 

7 

,0334 

.45 

,2845 

1,8 

,1100 

8 

,0294 

,50 

,2679 

2,0 

,1010 

9 

,0263 
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Man  sieht  aus  dieser  Tabelle ,  dass  der  Maximalmomenten- 
punkt  in  der  Praxis  wohl  nie  aus  dem  inneren  Viertel  heraustreten 
wird,  denn  schon  für  ^^  =  0,15  p^y  was  ein  sehr  geringes  Eigen- 
gewicht ist,  ist  EM  <I  */a/.  Ist /?e  >  2/?;,,  so  tritt  der  Maximal- 
momentenpunkt  nicht  mehr  aus  dem  mittelsten  Fach  heraus,  wenn 
die  Fachlänge  etwa  Vio  der  Spannweite  ist. 

Nachdem  wir  die  Grösse  der  ausserhalb  eines  Schnittes  wir- 
kenden Kräfte  bei  einseitiger  Belastung  bestimmt  haben ,  bleibt 
uns  noch  übrig,  die  Bichtungslinie  derselben  zu  ermitteln.  Da 
es  auf  die  Beihenfolge  in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  durch- 
aus nicht  ankommt,  so  können  wir  das  schon  gezeichnete ,  stark 
ausgezogene  Polygon  des  Eigengewichtes  beibehalten,  und  von 
dem  Schnitt  der  letzten  Seilpolygonseite  AK  auf  der  Verticalen 
des  Querschnittes  bei  K  aus  das  ebenfalls  stark  ausgezogene  Po- 
lygon KG  der  links  liegenden  zufälligen  Belastung  zeichnen.  Ge- 
schieht dies,  so  leuchtet  sofort  ein ,  dass  mit  Berücksichtigung  des 
Maassstabes  das  Segment  AG  gleich  den  Segmenten  S  derTaf.  lli 
ist.  Man  braucht  daher  das  Seilpolygon  der  zufälligen  Belastung 
höchstens  nur  einmal  zu  zeichnen  und  erhält  dann  für  jeden 
Schnitt  den  Endpunkt  Q  des  Seilpolygons  des  einseitig  belasteten 
Balkens,  indem  man  bei  AG  das  S  des  auf  dem  Balken  links  vom 
Schnitt  stehenden  Zuges  aufträgt.  Der  Schnitt  der  Schlusslinie 
BG  mit  der  geschnittenen  Seilpolygonseite,  welche  in  Fig.  155  als 
Tangente  bei  $«  erscheint,  giebt  einen  Punkt  der  ausserhalb  des 
Schnittes  wirkenden  Kraft  P,  Nur  dann,  wenn  die  zufällige  Be- 
lastung in  Bezug  auf  jeden  Punkt  ihrer  Zuglänge  symmetrisch  ist, 
also  wenn  die  zufällige  Belastung  eine  gleichförmig  vertheilte  ist, 
werden  die  Segmente  zwischen  der  Polygonseite  AK  und  der 
Curve  GK  gleich  den  Segmenten  zwischen  dem  Polygon  der  zu- 
fälligen Belastung  A^^  und  der  Polygonseite  G^^  sein,  also  nur 
in  diesem  Fall  ist  das  von  (7.  Hemer,  Erbkam's  Ztschft.  1873 
S.  523  gegebene  Verfahren  richtig. 

Die  Lage  der  so  bestimmten  Kraft  P,  bezüglich  des  Schnittes 
der  Zug-  und  Druckbogen  bei  PöM/rschen  Trägern,  bei  Bogen- 
hängwerken,  zeigt  nach  Nr.  56  S.  207  den  Sinn ,  in  welchem  die 
Füllungsglieder  in  Anspruch  genommen  sind ,  und  bei  Schwedler- 
sehen  Trägern  soll  die  Seite  des  Druckbogens  bei  K  durch  den 
Schnitt  von  P  mit  AB  gehen. 
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Bei  analytischer  Behandlung  hat  man  weiter  nichts  zu  thun ,  als  wie  die  für 
Jeden  Schnitt  für  das  Eigengewicht  nnd  für  die  zafällige  Belastung  nach  Nr.  86 
S.  340  aufgestellten  Momentenglei cbun gen  in  x  zn  addiren.  Bei  gleichförmiger  Be- 
lastung geben  die  Formeln  von  S.  345  unmittelbar  die  Kraft,  für  jeden  Schnitt  und 
für  Jeden  Knotenpunkt. 


Zweites  Kapitel. 

Der  Schwerpunkt. 


93.  Vom  Schwerpunkt  im  Allgemeinen* 

Da  in  Obigem  keine  bestimmten  Voraussetzungen  bezüglich 
der  Zahl  und  Entfernung  der  einzelnen  Kräfte  gemacht  wurden, 
so  gilt  Alles  auch  noch,  wenn  erstere  unendlich  gross  und  letztere 
unendlich  klein  wird.  Hierher  gehören  z.  B.  alle  Körper  und 
Massenelemente,  welche  unter  dem  Einfluss  der  Anziehung  der  Erde 
oder  anderer  paralleler  Einwirkungen  Druck  ausüben;  der 
Mittelpunkt  dieser  Drücke,  Gewichte  oder  Kräfte  ist  dann  der 
Schwerpunkt. 

Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  denkt  man  sich  den 
Körper  in  endlich  oder  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt,  deren 
Schwerpunkte  bekannt  sind  und  deren  Qewichfe  nach  irgend 
einer  der  bisher  entwickelten  Regeln  zusammengesetzt  werden 
können. 

Häutig  ist  man  im  Stande,  die  Elemente  des  Körpers  so  zu 
gruppiren,  dass  ihre  Schwerpunkte  in  eine  Ebene  oder  in  eine 
gerade  Linie  fallen,  dann  beschränken  sich  die  Operationen  auf  diese 
Ebene  oder  diese  Linie.  Handelte  es  sich  z.  B.  darum,  den  Schwer- 
punkt einer  geraden  Eisenbahn-  oder  andern  Schiene  constanten 
Querschnittes  zu  bestimmen,  so  könnte  man  die  ganze  Schiene  in 
prismatische  Elemente  zerlegt  denken,  deren  Schwerpunkte  alle  in 
dem  von  den  Endpunkten  gleichweit  abstehenden  Querschnitt 
lägen,  und  deven  Gewichte  den  Basen  der  Prismen,  d.  h.  den  ent- 
sprechenden Theilen  der  Querschnittsfläche  proportional  wären. 

24 
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Hier  wttrde  also  diese  Querechnittsfläche  als  Trägerin  der 
Schwerpunkte  .aller  prismatischen  Elemente  und  durch  dieselben 
gleichförmig  belastet  erscheinen ;  man  würde  diesen  Schwerpunkt 
erhalten  9  indem  man  den  Querschnitt  in  Flächenelemente  zerlegt 
und  diesen  Kräfte  beimisst,  die  ihrer  Ausdehnung  proportional 
sind.  Auf  diese  Weise  kann  also  auch  von  der  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  von  Flächen  und  auch  von  Linien  die  Rede  sein, 
die  man  sich  als  Träger  der  Schwerpunkte  von  Körpern  denkt. 
Durch  solche  Körper  können  Linien  und  Flächen  gleichförmig  und 
ungleichförmig  belastet  sein.  Unter  der  Voraussetzung  gleich- 
förmiger Belastung  werden  wir  hier  die  Schwerpunkte 
einiger  Linien  und  Flächen  bestimmen. 

In  diesem  ganzen  Abschnitt  wird  immer  nur  von  parallelen 
Kräften  die  Kede  sein. 

* 

Um  analytische  Ansdrucke  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  paralleler 
Kräfte  nnd  des  Schwerpunktes  za  erhalten ,  nehmen  wir  irgend  eine  Ebene  ^  17  C  1 
an,  die  parallel  mit  der  Richtnngslinie  der  Kräfte  länft,  fällen  Perpendikel: 

ixttl  (kl 


von  den  AngrifTripunkten  der  Kraft ü  anf  die  Ebene;  in  der  Formel  bezeichnen 
a  6  c  1  die  Coordinaten  dieser  Angriffspankte ,  o»'  der  Sinns  des  körperlichen  Ecks 
and  ^  die  Function  Nr.  65  8.  237.  Sind  ferner  P  die  Grössen  der  parallelen 
Kräfte,  so  ist  das  Moment  derselben  beiäglich  der  Ebene  im  Sinn  von  Nr.  59 
S.  2 1 5  gleich : 

¥-^  — P-=-r(fl{  +  Äi7  +  cf  +  1)  -  p. 

Damit  dieses  Moment  gleich  0  werde,  haben  die  Coordinaten  der  Ebene 
{9(1  nur  der  Bedingung 

0  —  IZaP  +  J7.r5P  +  f^cP  +  SP 

zu  genügen.  Da  diese  Gleichung  vom  ersten  Grad  hinsichtlich  1 17  (  l  ist,  so  ist  sie 
die  eines  Punktes,  des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte.  Die  Coordinaten  des- 
selben sind : 

^aP_      SbP        ScP 
SP    '      JSP    '      IP    ' 

Diese  Formeln  lassen  sich  unmittelbar  auf  Linien ,  Flächen  und  Körper  aus- 
dehnen, indem  man  statt  P  die  Elemente  der  Linien  A<,  die  der  Flächen  AF  oder 
des  Körpers  A  V  setzt. 

Zu  den  Grenzen  übergehend,  setzt  man  diese  Elemente  gleich  den  Differen- 
tialen und  verwandelt  die  Summen-  in  Integralzeichen. 

So  erhält  man  also  die  Ordinate  yt  des  Schwerpunktes  irgend  einer  Curve 
bezüglich  einer  Coordinatenebene  aus : 
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My  =  sys  «  ^y  ds. 
Die  Abscisse  des  Schwerpaoktes  einer  ebenen  Fläche  F: 

SW*  =»  Fxi  e=  \\  X  dx  dy  ^=^  \  xy  dx. 

In  dieser  Formel  brancht  die  Ordinate  niclit  gerade  von  der  Abiacissenaxe 
aas  gemessen  sn  werden,  sondern  y  kann  die  Länge  sein ,  welche  darch  die  Flache 
irgendwo  anf  der  Ordinate  ausgeschnitten  wird.  Diese  Willkür  ist  nicht  mehr  ge- 
stattet, wenn  es  sich  um  die  Ordinate  y«  des  Schwerpunkts  handelt ,  man  hat  dann 

Wly  «  Fys  3=.  JJ  ydxdy^  J  dx  J  y  dy  «  V»  J  (y""  -  y'*)  dx, 

y' 
oder  was  dasselbe  ist : 

9»y  =  Fy,  «  'l^\y^dx, 

um  den  ganzen  Umfang  hemm  genommen.  Im  ersten  Fall  sind  die  Grenzen  von  x 
die  Abscissen  der  Endpunkte  der  Projection  der  Figur  auf  die  x-Axe.  Im  zweiten 
Fall  sind  die  Grenzen  der  Integrale  nicht  von  einander  verschieden ,  allein  Jedem 
Werth  von  x  entsprechen  zwei  Werthe  von  y,  von  denen  die  einen  den  wachsenden, 
die  andern  den  abnehmenden  x  zuzuweisen  sind,  oder  umgekehrt. 
Multiplicirt  man  Wly  mit  2  tt  ,  so  erhält  man  : 

2  2»y7r-=7r  J(y"«  — y'«)da:, 

den  Cubikinbalt  des  Körpers,  der  durch  Rotation  um  die  x-Axe  erzengt  wird,  in 
Uebereinstimmung  mit  Nr.  30  8.  139. 

Wollte  man  die  Fläche  mit  einem  Radiusvector  vom  Ursprung  aus ,  statt  mit 
parallelen  Ordinaten  bestreichen ,  so  wäre  das  Moment  in  Bezug  anf  die  x-Axe  bei 
cartesischen  Coordinaten : 

SWy  »  Fy,  =  Vi  \y^^dy~y  dx). 

Mit  diesem  Integral,  das  ebenfalls  Aber  den  ganzen  Rand  zu  nehmen  ist ,  ist 
aber  nicht  viel  anzufangen.  Diese  Methode  ist  el^n  nur  bei  Polarcoordinaten 
praktisch.     Für  solche  ist  der  Ausdruck  des  Momentes  in  Bezug  anf  die  Axe 

ma  —  Vs  J  r>  sin  (y  —  «)  dfp. 

Die  Formeln  zrr  Bestimmung  der  Momente  von  Körpern  nnterscheiden  sich 
von  den  blsheiigen  eigentlich  nur  dadurch,  dass  an  die  Stelle  der  Ordinaten  y  die 
QnerschnittsflHChe  parallel  mit  e<*ier  Cooruinstenebene  tritt. 

Das  Moment  in  Bezug  anf  die  xy-Ebene  ist  gleich : 

«t=^\^zdxdydz^  V.  JJ  (2"»  -  2»)  dx  dy  -  J  z  F^^  dz 

-j2Ä,ydx-Ja«,,dy. 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  das  allgemeine,  das  zweite  stellt  die  Snmmation 
der  Momente  a^'er  über  dem  f  iächenelement  dx  dy  stehenden  prismatischen  Mo- 
mente dar,  das  dritte  d^s  Product  aUer  element9«'en  xy- Scheiben  mit  ihrer  Entfer- 
nung Ton  dieser  Ebene,  das  vierte  die  Snmmation  aller  Momente  aller  zy-,  und  das 
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fünfte  die  aller  zz- Scheiben  dar.     Für  die  Momente  in  Bezug  auf  die  übrigen 
Coordinatenebenen  erhält  man  symmetrische  Formeln. 

Durch  Determinanten  kann  man  anch  Ansdrucke  ffir  die  Momente  von  Polar- 
elementen erhalten,  allein  sie  werden  so  complicirt,  dass  sie  nicht  mehr  praktisch 
verwendbar  sind. 


94  Der  Schwerpunkt  Ton  Linien. 

a)   Der  Schwerpunkt  der  geraden  Linie 

liegt  in  ihrer  Mitte ,  denn  man  kann  dieselbe  von  der  Mitte  aus 
nach  beiden  Seiten  hin  in  Elemente  theilen,  von  denen  je  zwei 
gleich  lang  und  schwer  sind  und  von  der  Mitte  gleichweit  ab- 
stehen ;  es  liegt  daher  der  Schwerpunkt  jeder  einzelnen  Gruppe 
mithin  auch  der  aller  Gruppen  zusammen ,  d.  h.  der  Schwerpunkt 
der  Linie  selbst  in  ihrer  Mitte. 


b)  Den  Schwerpunkt  einer  gebrochenen  Linie 

erhält  man ,  wenn  man  alle  Mitten  der  einzelnen  Linien  als  An- 
griffspunkte von  Kräften  betrachtet,  die  diesen  Linien  proportional 
sind.  Liegen  alle  StUcke  in  einer  Ebene,  so  genügen  zwei  Eräfte- 
polygone  den  Schwerpunkt  zu  bestimmen ;  ist  dies  jedoch  nicht 
der  Fall,  so  braucht  man  deren  drei  nach  Fig.  121  S.  213. 

Besteht  die  gebrochene  Linie  aus  einer 
Fig.  156.  2ahl  von  Seiten  eines  um  einen  Kreis  be- 

schriebenen Polygons  gleicher  Seitenlängen, 
bei  dem  also  die  Schwerpunkte  aller  Linien 
auf  einem  Kreisbogen  liegen,  so  gelangt 
man,  in  Berücksichtigung,  dass  laut 
Fig.  156 

As         Ah 
r  p 

ist,  wo  s  die  ganze  Länge  der  gebrochenen 
Linie,  As  aber  die  Länge  einer  Polygon- 
seite und  die  übrigen  Buchstaben  die  Linien 
bezeichnen ,  auf  denen  sie  stehen ,  zum  Mo- 
menle  der  gebrochenen  Linie 

S5?  ==  2p  As  =  2rAh  =  rh  =  y*, 
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woraus  sich 

h 

ergiebt. 

In  Fig.  156  wurde  y  construirt,  indem  man  von  ^  aus  auf 
einer  zu  k  parallelen  Tangente  die  gestreckte  Länge  s  des  Poly- 
gons abschnitt,  und  auf  demselben  s  auch  h  auftrug,  dessen  End- 
punktsordinate gleich  y  sein  muss.  Eine  Parallele  durch  ihn 
schneidet  dann  auf  dem  das  Polygon  halbirenden  Radius  den 
Schwerpunkt  S  ab ;  denn  dieser  liegt  auf  diesem  Kadius,  weil  der 
Schwerpunkt  der  mittelsten  Seite  und  je  zweier  von  diesen  gleich- 
weit abstehender  Seiten ,  mithin  auch  der  aller  Seiten ,  auf  ihm 
liegt  (Nr.  59  S.  215). 

o)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 

Den  Kreisbogen  kann  man  als  regelmässiges  Polygon  von 
unendlich  vielen  Ecken  betrachten,  und  bestimmt  dann  den 
Schwerpunkt  desselben  genau,  wie  wir  eben  den  des  regel- 
mässigen Vielecks  bestimmt  haben ;  die  Constructionen  von  Fig.  157 
unterscheiden  sich  von  denen  in  b,  nur  durch  andere  Anordnung. 

Flg.  157. 


Der  Schwerpunkt  S  liegt  auf  dem  den  Bogen  halbirenden  Radius 
05,  streckt  man  dann  den  Bogen  auf  die  Mitteltangente  nach 
BB  =  Sy  so  schneiden  Parallele  durch  die  Bogenenden  zum  Radius 
OS  auf  den  Linien  OB  Punkte  CC  ab,  die  mit  dem  Schwerpunkt  S 
auf  einer  Geraden  liegen. 

Denn  man  bat 
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OS 


cc 


l 


^  '  BB~^'  8 


wo  /  die  Sehnen  und  s  die  Bogenlänge  bezeichnet. 

Ein  anderer  Punkt  dieser  Linie  CSC  wird  erhalten ,  indem 
man  von  0  aus  auf  der  Mitteltangente  BB  die  Bogenlänge  s  ab- 
schneidet, und  auf  derselben  Linie  die  Sehnenlänge  /  aufträgt, 
deren  Endpunkt  in  CSC  liegt. 

Der  analytische  Aasdrock  für  das  Moment  eines  Kreisbogens  in  Beaug  anf 
die  Axe  €p  ist : 

M(p  s«  \  r»  sin  9»  rf  9  ■=•  r>  (cos  13p'  —  cos  (jp  ) , 

—  2  r^sln  yl^(fp"^(p)  8iiiiM7)"+9')  -  r  slnVif^j'+^p')  •  r<p .  ^ii^'/lL^LZl^. 

d)  Don  Sohwerpunkt  beliebiger  krummen  Linien 

erhält  man  wohl  am  einfachsten,  indem  man  diese  Linien  in  gleich- 
lange  Stücke  theilt,  die  so  kurz  sind,  dass  sie  als  gerade  Linien 
betrachtet  werden  können,  und  dann  Parallele  durch  ihre  Mittel- 
punkte durch  zwei  oder  drei  Seilpolygone  vorbindet,  die  den 
Schwerpunkt  geben. 


Fig.  158. 


95.  Der  Schwerpunkt  geradlinig  begrenzter  Figuren. 

a)  Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks. 

Denkt  man  sich  die  Fläche  des  Dreiecks  (Fig.  158)  durch 
Parallellinien  zur  Grundfläche  ^C  in  Elemente  zerlegt,  von  denen 

eins  schraffirt  wurde,  so  liegen  die 
Schwerpunkte  aller  dieser  Elemente 
B  auf  der  geraden  Linie  ^/>,  die  sie  alle 
und  daher  die  Grundlinie  ^C  balbirt; 
aus  demselben  Grunde  liegt  er  auch 
auf  der  Linie  CE,  welche  AB  bälftet, 
und  auf  der  Linie ,  welche  A  mit  der 
Mitte  von  BC  verbindet. 

Zur  genitueren  Bestimmung  des 
Schnitt-  und  Schwerpunktes  5,  der 
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übrigens  am  leichtesten  durch  Ziehen  der  Linien  BD  und  CE 
construirt  wird ,  giebt  das  Dreieckschnittverhältniss  des  durch  die 
Secante  CSE  geschnittenen  Dreiecks  ADBi 

DC^     AE^      BS_       _ 
CA      ES  '  SD  ^         • 

Nun  ist  aber  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes 

CA^^    '^    und   ^Eg-  =  +  l, 
mithin    -^jj-  =  -|-  2. 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  S  liegt  daher  im  Drittel  der 
Linie  DB  von  dem  Mittelpunkt  der  Basis  gegen  die  gegenüber- 
liegende Spitze  zu  gerechnet  Da  die  Höhen  der  Punkte  B  und  S 
über  der  Basis  AD  sich  wie  die  Längen  SD  und  BD  verhalten,  so 
kann  man  auch  sagen,  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liege  im  Vi 
der  Höhe  über  jeder  Basis. 

Liegt  das  Dreieck  im  Raum  und  bezeichnen  ab  es  die  Ordi* 
naten  der  Eckpunkte  und  des  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Ebene,  so  ist  die  Ordinate  des  Punktes 

und  die  des  Schwerpunktes 

•    -^  +  v.[»-^] 

oder 

*  =  Va  (fl  +  *  +  ^)- 


b)  Der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms. 

Der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms  liegt  in  der  Mitte  jeder 
Diagonalen  und  jeder  Linie,  welche  die  Mitten  zweier  gegenüber- 
liegenden Seiten  mit  einander  verbindet.  Alle  diese  Linien 
schneiden  sich  aus  selbstverständlichen  Gründen  im  Schwer- 
punkt, 


ä76  Momente  paralleler  Kraft«. 


c)  Der  Schwerpunkt  des  Paralleltrapezes. 

Der  Schwerpunkt  des  Paralleltrapezes  ABCD  (Fig.  159)  liegt 
vorerst  in  der  Linie  EF^  welche  die  Mitten  der  beiden  parallelen 
Seiten  verbindet. 

Fig.  159. 


Denkt  man  sich  dann  das  Trapez  in  zwei  Dreiecke  ABD  und 
BCD  zerlegt  (die  Diagonale  BD  ist  in  der  Figur  nicht  gezogen), 
so  sind  ihre  Inhalte  gleich  EB  und  FCj  multiplicirt  mit  /i  und 
ihre  Schwerpunkte  liegen  im  Drittel  der  Höhe  jedes  Dreiecks. 
Werden  daher  den  Inhalten  proportionale  zxxAB  undDC  parallele 
Kräfte,  deren  Richtungen  durch  die  Seh wei'])unkte  geben,  angenom- 
men, hierauf  nach  Nr.  83  S.  325  deren  Lage  vertauscht  und  von  der 
Linie  EF  aus  so  aufgetragen ,  dass  das  mittlere  Drittel  C|  Ei  die 
dritte  Seite  des  Vierecks  (Fig.  143)  bilde,  so  fällt  FC  nach  F^  C,, 
EB  nach  Ei  Bi  und  die  Verbindungslinie  Bi  Fi  schneidet  auf  EF 
den  Schwerpunkt  ab.  Das  Eintheilen  der  Linie  EF  oder  der 
Höhe  des  Trapezes  in  drei  gleiche  Theile  kann  man  sich  ersparen, 
wenn  man  Bi  Fi  bis  zu  den  Schnittpunkten  G  und  H  mit  den  Pa- 
rallelseitcn  verlängert,  und  </,  Ff  und  HJ  parallel  zu  EF  zieht; 
dann  ist 

Äj  J  ^  «/j   Ä|   =  Fy    t/j  -j-  El   Bi 

und  El  J  =  FH  =  F,  C\  +  2  E^  i»,  =  FC  +  AB. 

Es  ist  daher  CH  =  AB. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  beweisen,  dass  AG  =  C/J  ist. 
Trägt  man  daher  von  diagonalen  Eckpunkten^ 
und  C  die  gegenüberliegenden  Seiten,  in  der  Ver- 
längerung der  Parallelseiten  nach  AG  und  CH  auf, 
30  schneidet  die  Linie  GH  den  Schwerpunkt  auf  der 
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Linie  ab,  welche  die  Mitten  der  Parallelseiten  mit 
einander  verbindet. 

Die  Entfernung  y  des  Schwerpunktes  von  der  einen  Parallel- 
seite  b  (Fig.  159)  ist  gleich : 

_  FH 

^""         FH^EG 

Nun  ist  aber,  wenn  die  Längen  der  Parallelseiten  mit  a  und  b 
bezeichnet  werden : 

FAT  =  c  +  Va  * 

EG  =  «/a  tf  +  * 

FH-\-  EG=  3/a  (a  +  *) 

dahery  =  A.   37^-^  ^  ^-^  =  V»  Ä.  -^-^ 

und  die  Entfernung  von  der  andern  Farallelseite : 

yt  =  V3  Ä.  -^- 

Die  Länge  einer  Parallele  zu  a  und  &  durch  den  Schwerpunkt 
ist  gleich : 

ay  4-  A//,  __  2(«2  +  a /y  +  //2) 

Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  einer  der  schiefen 
Seiten  ist  daher  halb  so  gross,  und  das  Moment  in  Bezug  auf  eine 
dieser  Seiten  ist  gleich : 

2ß  =  1/g  A  («a  -^  a  A  +  A^). 

Dieselben  Resultate  in  etwas  allgemeinerer  Form  erhält  man  auch,  wenn  man 
das  Trapez  als  Fläche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ordinaten  z^  und  z^,  deren 
Entfernung  gleich  y^—yx  ist,  betrachtet.  Die  Coordinaten  sind  durch  die  Gleichung 
mit  einander  verbunden : 

(22-zi)  y  +  (yi—Vt)  2  +  y-i  2i  —  yi  2«  =»  0. 

Man  hat  nun  y  oder  z  als  Functionen  von  z  oder  ^  zu  bestimmen  und  die 
Gleichungen  der  Flächen  und  Momente  zu  subatituiren,  und  innerhalb  der  Grenzen 
1  und  2  zu  integriren,  wobei  die  allgemeine  Gleichung : 

-\  ym  z»  dy  ^-     —1  «'»  zndz  ^ 

O  .  2  .^mHl  i^-  '*)_     V  /y  +  Ä\   fi  +  k\     g  Ji    i  Je 
1  .  2  r.  .  (m  +  n  +^l)     ""  ^      y     /   \      *     y  ^i  ^-i  y«    < 
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angeweDdet  werden  kann,  die  namentlich  später  bei  den  Trägheitsmomenten 
Nr.  110  c.  das  Integriren  sehr  abkfirzt.     In  dieser  Gleichung  mass  ^  +  i  =  m, 

Ä  +  jfc  «  n  sein ;   (^  "J  ^)  «od  Q  "t"  ^\  sind  die  Binomialcoefficienten.     Und 

die  Snmme  erstreckt  sich  über  alle  möglichen  Combinationen  von  i  nnd  k. 
Die  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  giebt  für  die  Fläche  F: 

P=-  V2(y,~y,)(«,  +2,). 
Das  Moment  in  Bezug  auf  die  y-Axe : 

2Ky  =  )yzdy  =  Ve  Cyi-yi)  [(2  y,  +  y^)  «i  +  öi  +  2  y«)  ^j, 

und  das  Moment  in  Besug  auf  die  2-Aze : 

2»,  =  V«'  J  «'  d  y  =  «/« Cy2-yt)  («i"  +  «I  2«  +  ^2^). 

Durch  Division  dieser  Momente  mit  der  Fläche  erhält  man  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes : 

(2  Vx  +  Vt)  2i  +  (yi  +  2  yj)  Zj  (2  2.+  22)  Vx  +  (si  +  2  2,)  yj 


y* 


»  C^i  +  2a) 


3  (2,  +  r,) 


2i»  +    z^z^  '\-  z^^ 


3  (2i  H-  «O 

Leicht  lassen  sich  aus  diesen  Werthen  auch  die  auf  rein  geometrischem  Wege 
gefundenen  Sätze  ableiten. 


d)  Der  Schwerpunkt  eines  unregeUnässigen  Vierecks, 

Man  theile  das  Viereck  JBCD  (Fig.  160)  durch  die  Diagonale 
BD  in  zwei  Dreiecke  j4BD  und  CDB^  deren  Schwerpunkte  S^  und 

Sj  in  dem  Va  ^^^  Linie  EA 
^'»-  ^«0-  und  £C  liegen,  welche  die 

Mitte  £  der  Diagonale  mit  den 
gegenüberliegenden     Ecken 
A   und   C    verbindet.     Der 
Schwerpunkt  S  des  Vierecks 
theilt  nun  die  Verbindungs- 
linie Si  S2  der  beiden  Drei- 
ecksschwerpunkte so,    dass 
die  Segmente  ^i  S  und  S  S^ 
sich  umgekehrt,  wie  die  In- 
halte der  beiden  entsprechenden  Dreiecke  verhalten.  Da  sich  nun 
diese  wegen  der  gleichen  Basis  BD,  wie  die  Segmente  ^4fF  und  FC 
der  andern  Diagonale  AC  verbalten,  und  diese  Diagonale  parallel 
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ZU  5i  S^  liegt,  80  erhält  man  den  Punkt  S  einfach  dadurch,  dass 
man  die  Segmente  auf  ^C  vertauscht,  d.  h.  ^G  =  FC  und  GC 
■»  j^F  macht,  es  liegt  dann  S^  auf  der  Linie  EC,  denn  mau  hat 

S^S^^       FC  ^  ACDB 
SSa        GC^AF       l\ABD 

Berücksichtigt  man  nun  noch,  dass  5  im  Drittel  yon  EG 
liegt,  weil  5|  und  S^  in  Vs  ^^i'  Linien  EA  und  EC  liegen,  so  kann 
man  sagen : 

Der  Schwerpunkt  S  eines  Vierecks  ABCD  liegt 
in  dem  Vs  ^^^  Strecke  f  6,  von  der  Mitte  J?  einer  Dia- 
gonale gegen  den  Punkt  C,  den  man  durch  Ver- 
tauschen der  Segmente  auf  der  andern  Diagonale 
erhält. 

Wiederholt  man  diese  Construction  mit  Vertauschung  der 
Diagonalen  des  Vierecks.  So  liegt  auch  der  Schwerpunkt  S  im 
Drittel  der  Linie  KH^  welche  die  Mitte  K  von  CA  mit  dem  Punkt 
H  verbindet,  der  durch  Vertauschen  der  Strecken  der  FD  und  BF 
entstanden  ist.  Bemerkt  man  nun,  dass  die  Mitten  E  und  /Tauch 
in  der  Mitte  von  GF  und  HF  liegen ,  so  kann  man  auch  sagen : 
der  Schwerpunkt  eines  Vierecks  fällt  mit  dem  des 
Dreiecks  zusammen,  dessen  Eckpunkte  der  Schnitt 
F  der  Diagonalen  und  die  durch  Vertauschen  der 
Diagonalsegmente  entstandenen  Punkte  H  und 
G  sind. 

Es  liegen  also  auch  die  Punkte  F,  S  und  die  Mitte  J  von  HG 
in  einer  geraden  Linie.  Werden  nun  CD  und  AB  parallel,  so 
wird  auch  ^6  parallel  zu  diesen  Linien,  und  ihre  drei  Mitten  liegen 
mit  F  und  dem  Schwerpunkt  S  auf  einer  geraden  Linie,  was  mit 
dem  oben  in  c)  Gesagten  übereinstimmt.  Auch  hieraus  lässt  sich 
leicht  der  dort  schon  gegebene  Abstand  des  Schwerpunktes  von 
einer  der  Parallelseiten  des  Vierecks  ableiten. 


e)  Der  Sobwerpunkt  mehr  als  vierseitiger  Polygone. 

Den  Schwerpunkt  von  Vielecken  mit  mehr  als  vier  Seiten  be- 
stimmt man  am  leichtesten  durch  Zerlegen  derselben  in  Vierecke, 
und  Verbindung  der  Schwerpunkte  dieser  durch  Seilpolygono 
nach:  Nr.  58  S.  213. 
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Analytische  Ausdrucke  erhält  man  far  die  Momente  von  Polygonen ,  indem 
man  von  dem  des  Dreiecks  ausgeht,  wie  folgt : 

Sind  x^  y-  die  Coordinaten    der  Eckpunkte  eines  Polygons.     So  ist  der 

doppelte  Inhalt  und  das  sechsfache  Moment  des  Dreiecks,  welches  die  Polygonseite 
t  k  aus  dem  Ursprung  projicirt,  in  Bezug  auf  die  Abscissenaxe : 


2F 


ik 


""k  Vk 


em 


ik 


^i  yi    (yi  +  y*)' 
^k  yk 


Man  erhalt  nun  die  totale  Fläche  und  das  totale  Moment ,  indem  man  diese 
Determinanten  für  alle  Polygonseiten  snmmirt,  wobei  der  Sinn  der  Fläche  und  des 
Momentes  durch  die  Reihenfolge  t  k  im  Umfang  angedeutet  wird.  Sollen  also  alle 
zu  snmmirenden  Flächen  und  Momente  gleiches  Zeichen  haben ,  so  mnss  der  Sinn 
i  k  im  Umfang  derselbe  bleiben. 

Wendet  man  diese  Summation  auf  ein  beliebiges  Dreieck  l  3  3  an ,  so  er- 
hält man : 


2F 


Xi  yi 
xtyi 

+ 

ytyt 
y^ys 

+ 

xi  yx 

I  a:,  y,  l 

\^y%^ 
arg  y3  1 


65W 


^\  yx  y%  +  y% 
«a  ya  ya  +  y\ 
xz  ^3  yx  +  ya 


» 

xx  yx  1 

x%  y-i  \ 

^jys  1 

yiaai 


wenn  man  mit  yi  23  die  Summe  der  drei  Ordinaten  yi  +  ya  +  ys  bezeichnet. 

Statt  die  Fläche  vom  Ursprung  aus  zu  bestreichen,  kann  man  sie  von  einem 
Eckpunkt  1  z.  B.  aus  beschreiben ,  indem  man  die  letzten  Determinanten  für  die 
Zeiger 

12  3,   13  4....,   l  ik,   . . .  l  n-— 1  fi, 

Bummirt.     Wenden  wir  diese  Summation  auf  das  Viereck  an,  so  erhalten  wir: 


2  F 


6  m 


xx  yx  1 
Xu  yt  1 
^3  ya  1 


xi  yx  1 

a^a  ya  1  ya  4 1 
X3  ya  1 

Xi  y4  1  yia3 


*i  yx  1 

Xi  Va   1 


'  iCi  yi  1  yi 

x^y^X  8 

*3  ya  1  ya 

X4  y4  l  5 


ar,  y,  l  0 

a-2  ya  0  l 

3^3  y3  J  0 

a;.,  y4  0  l 


x,  y,  s  l 

a^a  ya  ya  l 

a:3  y3  «  1 

a?«  y4  y4  i 


worin  «  >=  y,  •¥  y^  '\'  yz  '\-  y*  i^^t.  Durch  passende  Substitutionen  kann  man  leicht 
auch  die  Resultate  von  c  und  d  ableiten,  doch  hat  dies  keinen  besonderen  Zweck ; 
diese  Determinanten  können  eben  nur  dazu  dienen ,  die  Fläche  und  das  Moment 
mehrseitiger  unregelmässiger  Polygone  zu  bestimmen. 


96.  Der  Schwerpunkt  krammltnig  begrenzter  Figuren. 
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96.    Der  Schwerpunkt  knimmlinig  begrenzter  Figuren. 

a)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreisseotors. 

Denkt  man  sich  den  Ereissector  (Figf  161)  in  ccncentrische 
Sectorenelemente  zerlegt,  so  liegen  die  Schwerpunkte  aller  dieser 
Elemente,  die  man  als  Dreiecke  betrachten  kann,  von  denen  eines 

Fig.  161. 

B ^^  _  B 

•••■         Q'       "  '"■"-^-.  X  i 

^  i         i      ;-::■--     \  ! 

0c-_-  x 'D_ :_•/ j .""v.  .jD        I 

schraffirt  ist,  in  dem  Kreisbogen ,  der  mit  Vs  ^  besehrieben 

wurde. 

Da  femer  dieser  Kreisbogen  als  Träger  dieser  Schwer- 
punkte durch  dieselbcD  gleichmässig  belastet  erscheint,  so  fällt  der 
Schwerpunkt  S^  des  Kreissectors  mit  dem  des  concentrischen 
Kreises von  %  ^  Halbmesser  zusammen. 

Nach  c)  (Fig.  157  S.  373)  erhält  man  aber  den  Schwerpunkt 
eines  Kreisbogens,  wenn  man  Fig.  161  die  halbe  Länge  seines 
Umfangs  auf  die  Mitteltangente  nachf^  streckt,  0  xoMB  verbindet 
und  den  Endpunkt  A  des  Schwerpunktbogens  parallel  zum  Mittel- 
radius nach  C  auf  OB  projicirt.  Der  Schwerpunkt  iSi  ist  dann  der 
Fusspunkt  des  Perpendikels  von  C  auf  den  Mittelradius. 


b)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissegments. 


Das  Segment  DBD  (Fig.  161)  betrachte  man  als  Differenz  des 
Sectors  und  des  Dreiecks  ODDy  dessen  Schwerpunkt  S^  mit  dem 
Fusspunkt  des  Perpendikels  von  A  auf  den  Mittelradius  zusammen- 
föllt.     Dann   wird   der  Schwerpunkt  S   der  Mittelpunkt  zweier 
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paralleler  Kräfte  sein,  wovon  die  eine  BB  dem  Flächeninhalt  des 
Sectors  proportionale  im  Schwerpunkt  dieses  S^  und  die  andere 
ED  dem  negativen  Inhalt  des  Dreiecks  proportionale  im  Schwer- 
punkt dieses  S^  wirkt.  Trägt  man  daher  auf  zwei  Parallelen 
durch  Sx  und  S^  nach  Vertauschung  der  Lagen  mit  Berttck- 
sichtiguug  des  Sinnes  ^BB  nach  S^  G  und  DE  nach  FS^  auf,  so 
giebt  nach  Nr.  83  S.325  der  Durchschnitt  der  gegenüberstehenden 
Seiten  5|  iS^  und  FC  des  mit  den  Inhalten  gebildeten  Vierecks  den 
Schwerpunkt  des  Segmentes. 

Diese  Gonstruction  ist  nur  genau ,  wenn  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks DOD  klein  im  Verhältniss  zu  dem  des  Sectors  ist,  also  wenn 
der  Winkel  DOD  gross  ist.  Ist  der  Winkel  DOD  klein ,  so  ist  es 
besser  das  Kreissegment  als  Parabelsegment  zu  betrachten  oder  in 
mehrere  Parabelsegmente  und  Dreiecke  zu  theilen ,  die  man  dann 
mittelst  eines  Seilpolygons  zusammensetzt. 


0)  Die  Schwerpunkte  der  Parabelaegmente. 


Diese  werden  am  einfachsten  analytisch  berechnet.    Es  sei  die  Gleichung  der 
Parabel  Fig.  162: 


Fig.  162. 


Dann  ist  der  Flächeninhalt ,  das  Moment  in  Bezug 
auf  die  Scheitelordinate  und  die  Abscisse  des  Schwer- 
pnnlctes : 


F 


V,l 


Das  Moment  der  halben  Parabel  in  Bezug  auf  die 
Abscissenachse  und  die  Ordinate  des  Schwerpunktes : 


Af, 


y» 


Va\   y^dz^  ^J2P  \   zdz 

J  O  »0 


i/,pl*^i/,hU, 


F 


-  »/s  h. 


Der  Flächeninhalt  des  in  dor  Figur  der  Parabel  an  ihrem  Endpnnlcte  mittelst 
einer  Sehne  und  den  Tangenten  umschriebenen  Dreiecks  ist  gleich  h  l  und  die  Mo- 
mente desselben  Vs  ^  ^  tmd  i/s  '<*  ^*  Zieht  man  von  diesen  die  obigen  Momente 
des  Parabelsegments  ab,  so  erhält  man  ffir  das  äussere  Parabel  drei  eck : 


96.  Dt>r  Schwerpunkt  kriimnilinig  beg^renzter  Fit^uren. 
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M^  «  (V3-V4)  Ä«  Zn  ==   ,/,^  Ä'  /;  y,  -  +  V4  Ä. 

Die  eben  gefundenen  Zalilen  wurden  in  Fig.  162  zusammengestellt,  sie  sind 
sehr  nützlich ,  um  alle  kleinern  Bogen  und  Anschmiegungen  bei  nnregelmässigen 
Profilen  zu  berücksichtigen,  und  es  können  nach  denselben,  ohne  merkliche  Fehler 
zu  begehen,  noch  ziemlich  grosso  Kreissegmente  behandelt  werden. 


d)  Der  Schwerpunkt  des  Parabeltrapezes. 

Bei  der  SuinmatioD  der  Fläcbeninhalte  Nr.  24  S.  111  haben 
wir  das  Parabeltrapez  als  das  eigentliche  Element  von  durch  be- 
liebige Curveu  begrenzten  Figuren  betrachtet,  deren  Flächeninhalte 
bestimmt  werden  sollen.  Es  durfte  daher  von  Interesse  sein,  die 
Momente  und  den  Schwer])unkt  des  Parabeltrapezes  zu  bestimmen, 
um  auch  diese  summiren  zu  können. 

Man  könnte,  um  die- 
sen Schwerpunkt  zu  er-  *'**^'  ^^^• 
halten,  den  der  Para- 
bel und  des  Trapezes  ein- 
zeln construiren  und  die 
Entfernung  beider  umge- 
kehrt wie  die  Flächen- 
inhalte theilen.  Wenn  in 
speciellen  Fällen  dieses 
Verfahren  vielleicht  am 
schnellsten  zum  Ziele  führt, 
Bo  ist  es  doch  wenig  ttber- 
sichtlichy  und  es  ist  zweck- 
mässig, Formeln  fUr  die 
Momente  aufzustellen  und 
nach  diesen  dann  den 
Schwerpunktzu  construiren. 

Man  gelangt  rascl  zu 
diesen  Formeln  durch  Addi- 
tion der  Momente  des  Tra- 
pezes und  des  Parabelseg- 
mentes;  der  spätem  Be- 
rechnung der  Trägheitsmomente  wegen  wollen  wir  sie  aber  ana- 
lytisch hier  durch  Integration  bestimmen. 
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Da  die  Momente  durch  die  Flächen  divldirt  werden  müssen ,  so  ist  es  zweck- 
mässigf,  die  auf  die  horizontal  gemessene  Doppelbreite  redncirte  Fläche  einsafahren. 
Wir  bezeichnen  daher  Fig.  163  die  Mittellinie  weniger  Vs  ^^^  Pfeiles  mit  2  /,  so 
dass  der  Flächeninhalt  F  -»  4  /"Z  ist.  Ferner  Vs  des  Parabelpfeiles  mit  g  nnd  die 
Differenz  der  äussersten  Ordinaten  mit  2  d^  endlich  die  Abscisse  der  Ordinate  y  mit 
Iz,  wie  die  Figur  es  zeigt.     Dann  ist: 

Denn  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Parabel  liegt  in  der  Richtung  der  Or- 
dinaten, für  2  =s  0  erhält  man  die  Mittelordinate  2/  +  7i  ^  iui<l  für  s  »  ±  l  wird 
y  ^  2f —  9  -^d  gleich  den  Endordinaten,  wie  es  sein  soll. 

Man  hat  Jetzt : 

(+1 


22 


-3;.  -  -/, 


y  dz 
I  yzdz=  Vj  d, 


-3-f  =  V.  l  »*  rf  =  =  'A  (2  /  +  V.  .'/)»  +2-3  frf'  -  3  «y  (2  /  +  V.  ff)} 

+  2  .'  5  •  'I*  i''  =  2/'  +  V.  <P  +  V10  i?'. 

Werden ,  wie  bisher  üblich ,  die  Coordinaten  des  Schwerpunlctes  mit  Iz^  und 
y,  bezeichnet,  so  erhält  man  fOr  dieselben  : 

"'         TF  6/' 

y.  -  -^.    ~  /  +   Y^j  +     20/  =  ■/  +  '■••' ''  ^'  +   20/- 

Um  mittelst  dieser  Coordinaten  den  Schwerpunkt  zu  constrniren ,  verbinden 
wir  den  Fusspunkt  von  2  /  mit  der  Mitte  von  d  auf  der  grossem  Trapezseite  (siehe  die 
Fignr).  Durch  die  Mitte  von  2/  ziehen  wir  eine  Parallele  zu  dieser  Verbindungslinie, 
tragen  von  ihr  aus  auf/  die  Länge  ^3  ^  ^^  ^"^^^  ziehen  durch  den  Endpunkt  der- 
selben eine  zweite  Parallele  zur  Linie,  die  den  obern  Endpunkt  von  2 /mit  der 
Mitte  von  d  verbindet.  Sie  schneidet  auf  der  ersten  Parallelen  einen  Punkt  ans, 
dessen  Abscisse- gleich  der  des  Schwerpunktes  Iz^  ist,  denn  man  hat: 

\,     I  "^    «->'  oder  2,  =    — -  • 

Va  d       2/  ey 

Die  Ordinate  dieses  Endpunktes  aber  ist  gleich  f  +  Ys  dz^  wie  ein  Blick 
auf  die  Fignr  zeigt.     Der  Schwerpunkt  selbst  liegt  daher  in  der  gleichen  Ordinate 

nm  -  ''—^  höber.     Diese  Distanz  wird  mittelst  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  con- 

20  f  m 

strnirt,  dessen  Höhe  gleich  Vs  9*  dem  Drittel  des  Parabelpfeiles,  und  dessen  spitzer 


96.  Der  Schwerpunkt  kratnmiinig  begrenzter  Figuren. 
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Winkel  in  der  Entfernung  5  /  unter  dem  Punkte  liegt ,  wie  die  Figur  es  zeigt.     In 

9^ 


den  meisten  Fällen  ist 


20/ 


80  klein,  dass  es  nicht  mehr  construirt  werden  kann ; 


Fig.  164. 


darf  aber  diese  Grösse  vernachlässigt  werden ,  so  ist  die  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes nach  obigen  Regeln  gar  einfach. 

Mittelst  des  Momentes  My  gelangt  man  auch  auf  die  einfachste  Weise  zur 
Bestimmung  des  Cubikinhaltes  von  Gefässen,  die  durch  die  Rotation  parabolischer 
Linien  (Fig.  164)  entstanden  sind.  Laut  Gul  Än^s  Regel  ist  der  Inhalt  eines 
solchen  Rotationskörpers : 

3  «  2  71  My^  [(2/)«  +  Va  ^  +  Vs  9^]^l'  n. 
Bei  Fässern  ist  d  «sa  o,  kann  dann  auch  noch  ^/s  9^  ^^^  übrigen  Grössen 

gegenüber  vernachlässigt  werden ,  so  ist  2  /  einfach  als  mittlerer  Durchmesser  des 

Fasses  zu  betrachten. 

Ist  der  Längensohnitt  des  Gefässes  als  Zeichnung  gegeben,  so  kann  man  die 

Grössen  2/,  2  d,  /  und  g  geradezu  abgreifen ;  ist  aber  das  nicht  der  Fall,  so  müssen 

sie  in  der  Regel  ans  dem  gemessenen  obem, 

untern  und  mittlem  Radius  oder  Durchmesser 

berechnet  werden.     Man  hat  in  diesem  Falle 

wenn  o,  h  und  c  diese  drei  Radien  bezeichnen : 

12/«  a  +  4b +  c, 
2  d  BS  a  —  c, 
Sg  =»  2  b  —  a  —  c. 

Auch  zur  genauen  Berechnung  von 
Baumstämmen  können  diese  Formeln  verwen- 
det werden. 

Ueberhaupt,  die  Formeln  für  die  Flächen- 
inhalte und  die  Momente  des  Parabeltrapezes 
sind  sehr  allgemeiner  Natur ,  und  durch  Sub- 
stitution specieller  Werthe  für  a,  b  und  e  können  alle  Flächenmomente ,  die  wir 
bisher  bestimmt  haben,  mit  Ausnahme  derjenigen,  die  sich  auf  Kreise  beziehen,  er- 
halten werden. 


e)  Der  Schwerpunkt  unregelmässiger  Figuren. 

Um  den  Schwerpunkt  unregelmässiger  Figuren  zu  bestimmen, 
theile  man  dieselben  durch  Parallellinien  in  trapezförmige  Lamel- 
len, die  so  schmal  sind,  dass  ihr  Schwerpunkt  in  der  halben  Breite 
angenommen  werden  darf.  Bestimme  man  den  Inhalt  derselben, 
der  laut  Nr.  24  S.  111  der  mittlem  Höhe  einfach  proportional  ist, 
wenn  die  Breite  der  Lamellen  constant  ist,  dagegen  durch  Reduc- 
tion  auf  die  gemeinschaftliche  Basis  erhalten  wird,  wenn  z.  B. 
bei  den  Endlamellen,  oder  bei  sonstigen  Unregelmässigkeiten  des 
Querschnitts  eine  abweichende  Lamellenbreite  aogenommen  werden 
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müsste.  Endlich  betrachte  man  diese  Inhalte  als  parallele  Kräfte, 
die  in  dem  Schwerpunkt  jeder  Lamelle  wirken,  setze  sie  zu  einem 
Kräftepolygon  zusammen  und  construire  mittelst  desselben  ein 
Seilpolygon  9  dessen  Ecken  auf  Parallellinien  zur  Kichtung  der 
Kräfte  durch  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Lamellen  liegen :  so 
giebt  der  Schnitt  der  äussersten  Polygonseiten  die  Parallele  an, 
auf  der  der  Schwerpunkt  hegt. 

Diese  Operationen  sind  auf  Taf.  12i  an  einem  Schienenprofil 
durchgeführt  worden. 

Der  Querschnitt  der  Schiene  ist  symmetrisch  bezüglich  der 
VerticalUnie ,  welche  alle  Horizontallinien  in  derselben  halbirt. 
Der  Schwerpunkt  des  Querschnittes  liegt  daher  laut  Nr.  93  S.  369  in 
dieser  Verticalen ,  und  es  ist  nur  noch  seine  Höhenlage  in  ihr  zu 
bestimmen.  Wir  theilen  den  Querschnitt  durch  Horizontallinien  in 
19  Lamellen,  von  diesen  haben  die  Lamellen  4  10  11  12  13  14  die 
normale  Breite  von  1  Ctm.  Um  sie  auf  die  zu  a  =  3  Ctm.  ange- 
nommene Basis  zu  reduciren ,  hat  man  daher  nur  die  Höhe  der- 
selben in  3  Theile  zu  theilen.  Die  Lamellen  235679  15  17  18 
19  haben  .die  halbe  normale  Breite  von  5  Mm.,  ihr  Inhalt  wird 
daher  durch  Ve  ihrer  Länge  dargestellt.  Die  Lamellen  8  und  16 
haben  die  Breite  von  8  Mm.  und  die  Ite  die  von  3V3  Mm.  erhalten. 
Ihre  Inhalte  wurden  durch  directe  Flächenverwandlung  auf  die 
Basis  a  =  3  Ctm.  bestimmt.  Bei  diesen  Lamellen  wurde  von  der 
normalen  Breite  abgewichen,  damit  in  ihren  seitlichen  Begrenzungen 
keine  allzu  auffallenden  Ecken  entstehen.  Auf  der  Mittellinie  jeder 
Lamelle  wurde  noch  vom  linken  Band  ab  ihr  Inhalt  aufgetragen, 
ausgezogen  und  mit  der  Lamellen-Nummer  versehen. 

Indem  wir  den  Ort  des  Profils  auf  derLängenaxe  der  Schiene, 
welche  durch  den  Schwerpunkt  geht,  mit  ;r,  die  Höhe  der  Mitte  der 
Iten,  2ten,  3ten  etc.  Lamelle  über  dem  Schwerpunkt  mit  yiyjy3  etc., 
die  Breite  derselben  Lamellen  mit  s^  z^z^..  und  den  Inhalt  der  ersten, 
der  zwei  ersten,  der  drei  ersten  Lamellen  mit  F^  F^  F3  ..  bezeich- 
nen ,  kann  man  den  Inhalt  der  iten  Lamelle  mit  A  Fi  bezeichnen. 
Dieser  Inhalt  wird  nun  durch  die  reducirte  Höhe,  die  wir  mit 
A  V,  bezeichnen  können,  in  der  Art  dargestellt,  dass 

AFi  =  aAz\ 
ist.    Die  Inhalte  dieser  einzelnen  Lamellen  denken  wir  uns  hori- 
zontal wirkend,  und  summiren  sie  auf  der  horizontalen  Linie  der 
«',  welche  dem  Kräftepolygon  entspricht.   Die  einzelnen  Segmente 
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derselben  sind  dem  A»'  in  jeder  Lamelle  gleich;  wie  es  bei  der 
sechsten  Lamelle  angedeutet  ist.  Der  Inhalt  der  ersten  fünf  La- 
mellen z.  B.  F^  wird  daher  durch  s\  in  der  Art  dargestellt,  dass 

F5  =  az\  ist. 

Der  Inhalt  des  ganzen  Schienenquerschnitts  ist  gleich : 

Fiö  =  az\^  =  3  .  15,92  =  47,76  DCtm. 

Die  verticale  Entfernung  des  Kräftepols  von  dieser  Rich- 
tungslinie der  Kräfte  wurde ,  weil  die  Momente  häufig  durch  den 
Inhalt  zu  dividiren  sind ,  gleich  ^/g  .  s\^  =  7,96  Ctm.,  gerade  der 
Mitte  von  s\^  gegenüberliegend,  angenommen,  sodass  die  äusser- 
sten  Strahlen  des  Poles  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden, 
und  die  mit  ihnen  parallel  laufenden  äussersten  Polygonseiten  einen 
guten  Schnitt  geben.  Mit  den  Strahlen  dieses  Büschels  laufen  die 
Seilpolygonseiten  des  dem  Schienenprofil  nächsten  parabelförmig  ge- 
krümmten Polygons  parallel,  und  zwar  derart,  dass  die  Seite  zwischen 
der  fünften  und  sechsten  Lamellenmitte  z.B.  mit  dem  Strahl  parallel 
läuft,  welcher  den  Punkt,  in  welchem  die  fünfte  und  sechste  La- 
melle zusammenstossen,  projicirt. 

Die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  sich  auf  der  Horizon- 
talen durch  den  Schwerpunkt. 

Werden  alle  Seilpolygonseiten  bis  zu  dieser  Horizontalen 
verlängert,  so  schneiden  sie  auf  derselben  Segmente  £^s  ab,  welche 
nach  Nr.  85  S.  331  dem  Moment  der  Kräfte,  d.  h.  demProduct  des 
Inhalts  einer  Lamelle  mit  ihrem  Abstand  y  vom  Schwerpunkt  in 
der  Art  proportional  sind,  dass  sie  mit  Va  ^19  multiplicirt  werden 
müssen,  um  dieses  Moment  zu  geben.    Es  ist  also  z.  B. 

ye A Fe  =  yß  a A z\  =  Va  ö^'l9 A x\  =  ^I^Fa z\ 
und  z\^  ^  y  A  F  =  Va  ^«"e- 

Da  azx^  =  F  Quadratctm.  ist,  so  bedeutet  diess,  dass  das  Mo- 
ment der  obersten  fünf  Lamellen  gerade  so  gross  ist,  als  ob  die 
ganze  Fläche  von  F  Quadratctm.,  am  Hebelarm  Va  ^'e  wirkte.  Die 
äussersten  Polygonseiten  schneiden  auf  jeder  Horizontalen  ein 
Segment  aus ,  das  dem  Moment  der  ganzen  Fläche  in  Bezug  auf 
diese  Horizontale,  dividirt  durch  die  Poldistanz  also  gleich: 
y*  ^19  •  */a  ^'19  =  *j  ist*  Wo  s  dieses  Segment  und  y,  die  Entfernung 
der  Horizontalen  vom  Schwerpunkt  d.  h.  den  Hebelsarm  an  dem 

25* 


ilt  ;»LZ«  ¥l2kt±t  s',t  wirkt  bexeiebne:.  E»  i"?«  äIso  för  jede  Hori- 
z/.L^^lt  dle^e«  .Segment  d«'pjielt  »o  gT*L«>>,  j1>  wie  sein  Hebelsanu. 
Ir^ewir»  Verkälu.;-^«  irebt  t'^rigens  aaeb  nnK^lnelbsr  darans  ben^r, 
da.»*  die  äoÄ-^r^ten  P«.-Iv^onseileD,  deren  ^^bniit  den  :!*chwerpiiLkt 
fc*r*:!L'- inten,  mit  jeder  Horizontalen  ein  Dreieck  bilden,  desseü 
H  ^Le  gleich  der  d"j»;»elten  Ba.>is  i^t 

Mit  der  Sebwerpanktlanielle  ändern  die  A^'  ilir  Zeiehea. 
die  s"  nehmen  ab,  and  werdtrn  für  das  ganze  Profil  =  0,  wie  e< 
iüT  jede  durch  den  Scbwerponkt  gebende  Axe  sein  soLL 
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a)  Der  Schwerpunkt  der  Polyeder. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  des  Scbwerponkt  eines 
Tetraeders.  Tbeilt  man  ein  Tetraeder  dnrch  Ebenen,  die  zu  zwei 
gegenüberliegenden  Kanten  ^C  und  BD  (Flg.  165;    desselben 

Fig.  165. 


parallel  laufen ,  so  sind  die  Schnitte  Parallelogramme,  deren  auf- 
einanderfolgenden Seiten  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden  und 
deren  Schwerpunkte  alle  auf  der  Linie  liegen ,  welche  die  Mitten 
E  und  F  dieser  beiden  Kanten  mit  einander  verbindet;  denn  die 
Ebene  j4EC  hälftet  alle  zu  BD  parallelen  Parallelogrammseiten 
und  EF  halbirt  alle  Linien ,  welche  diese  Schnitte  mit  einander 
verbinden.    Da  sich  femer  die  Inhalte  der  Parallelogramme  wie 
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die  Producte  ihrer  Seiten  HG  und  GJ,  diese  sich  aber  wie  die  ent- 
aprechenden  Segmente  DG  und  GC  der  Linie  CD  verhalten,  indem 

HG        DG       .    GJ        GC  .  , 

und  y,— r  =  y^-j:,  ist. 


Äj  Gl       D  Gl  Gl  f/j       Gl  C 

80  verhalten  sich  auch  die  Producte  dieser  Seiten,  d.  h.  die  Pa- 
rallelogramme HJ  und  HiJij  wie  die  entsprechenden  Fr  od  ucte  der 
Segmente  von  DC,  nämlich 


(HJ)          HG    . 

GJ        DG  . 

GC        y^ 

Wi  Ji)       Hl  Gl  . 

Gl  Ji       D  Gl  . 

Gl  C      yi ' 

wenn  man  mit  y  und  y^  die  auf  G  und  Gi  errichteten  Ordinaten 
des  über  DC  al&  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  bezeichnet. 
Da  nun  je  zwei  von  der  Mitte  DC  gleich  weit  entfernte  Ordinaten 
gleich  lang  sind,  so  sind  auch  die  Flächeninhalte  je  zweier  von 
der  Mitte  S  der  Linie  EF  gleichweit  abstehende  Parallelogramme 
gleich  gross. 

Man  kann  daher  die  Elemente  des  Tetraeders  zu  je  zweien 
von  der  Mitte  S  von  EF  gleich  weit  abstehenden  so  gruppiren, 
dass  alle  Gruppen  ihren  Schwerpunkt  in  S  haben.  S  ist  daher 
der  Schwerpunkt  des  Tetraeders.  Betrachtet  man  ABC  als  Basis 
des  Tetraeders,  so  liegt  E  in  der  halben  Höhe  desselben,  und  S  in 
der  Hälfte  dieser  halben  Höhe  demnach  im  V«  der  ganzen  Höhe. 

Bezeichnen  abcds  die  Ordinaten  der  Ecken  des  Tetraeders 
und  seines  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  irgend  eine  Ebene,  so  ist 
die  Ordinate  von  F=  Va  («  +  c)  und  die  von  E=^l^  {b-^-d)  da- 
her die  von  Sy  das  in  der  Mitte  von  E  und  F  liegt : 

^  s=  1/4  (a  -}-  Ä  -{-  c  -|-  rf). 

Wenn  man  durch  den  Schwerpunkt  S  eines  solchen  Tetrae- 
ders eine  Ebene  parallel  zu  den  gegenüberstehenden  Kanten  AC 
and  BD  legt,  und  diese  Ebene  als  Diametralebene  eines  Ellipsoi- 
des  betrachtet,  in  der  die  parallel  liegenden  Längen  AC  und  BD 
coDjugirte  Durchmesser,  und  die  Verbindungslinie  EF  der  Mitten 
dieser  Kanten  der  dritte  conjugirte  Durchmesser  wären,  so  würden 
sich  in  allen  Parallelschnitten  zu  AC  und  BD  die  Querschnitts- 
flächen des  Tetraeders  zu  denen  des  EUipsoides  wie  1  :  n  verhal- 
ten, denn  da  die  Schnitte  durch  die  Mitte  S  sich  so  verhalten,  und 
sich  alle  Schnitte  des  EUipsoides  gegenseitig  wie  die  Quadrate  der 


1  a?i  yi  «1  1 

XiVt^l 

^3  ys  2s  i 

«4  y4  «4  1 
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Ordinaten  einer  Ellipse  oder  auch  eines  über  CD  beschriebenen 
Halbkreises ,  also  gerade  so  wie  die  einzelnen  Schnitte  des  Tetra- 
eders verhalten,  so  folgt  das  eben  Gesagte. 

Da  alle  Parallelschnitte  in  diesem  Verhältniss  l :  n  stehen,  so 
verhalten  sieh  auch  die  Cubikinhalte  beider  Körper  zwischen  zwei 
beliebigen  Parallelebenen;  und  auch  die  ganzen  Körper  so.  End- 
lich fallen  in  Folge  dessen  die  Schwerpunkte  der  Körper  zwischen 
zwei  gleichen  Parallelebenen  zusammen. 

Ist  ein  Körper  von  ebenen  Flächen  begrenzt,  so  zerlege  man 
ihn  in  Tetraeder  und  denke  sich  im  Schwerpunkt  derselben  eine 
ihren  Inhalten  proportionale  Parallelkraft  wirksam,  so  kann  man 
den  Mittelpunkt  dieser  nach  Nr.  58  S.  213  bestimmen. 

Der  analytische  Ausdruck  für  das  Moment  ^  eines  Tetraeders  in  Bezug  auf 
eine  Coordinatenebene,  die  der  yzz.  B.  ist: 

24  SR  —  ;  X,  y,  «j  1     (ar,  +  x,  +  a:,  +  X4)=    z^  y,  2,34 

*3  ys  *i  1 4 

wenn  man  x,-  -f  x^  +  x^  mit  x^f.^  bezeichnet.    Die  Determinante  ist  gleich  dt^m 

sechsfachen  Inhalt,  und  die  Klammer  gleich  der  vierfachen  Abscisse  des  Schwer- 
punktes.    Der  zweite  Ausdruck  aber  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  ersten. 

Da  Jedes  Polyeder  in  Tetraeder  zerlegt  werden  kann ,  so  kann  auch  mittelst 
dieser  Formeln  der  Inhalt,  das  Moment  und  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Polyeders 
bcätimmt  werden. 

Ist  das  Polyeder  ein  convexes ,  dessen  Oberflache  also  von  einer  geraden 
Linie  nur  in  zwei  Punkten  geschuitten  werden  kann ,  dnd  hält  man  irgend  einen 
Punkt  im  Innern  oder  auf  dem  Umfang  bei  der  Tetraederbildung  fest ,  so  sind  aUe 
Tetraeder  voll,  man  hat  sich- daher  nur  um  den  absoluten  Werth  der  Inhalte  und 
der  Momente  zu  kümmern.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall ,  so  hat  man  bei  der  Rei- 
henfolge der  Zeilen  darauf  zu  achten,  dass  alle  vollen  und  alle  Lufttetraeder  gleiche 
Zeichen  erhalten.  Durch  das  Anschreiben  der  Determinante  eines  Tetraeders  ist 
das  Zeichen  d.  h.  die  Reihenfolge  der  Punkte  aller  übrigen  bestimmt. 

Wird  ein  Punkt  als  gemeinschaftliche  Spitze  aller  Tetraeder  festgehalten,  so 
müssen  in  zwei  anliegenden  Basen  die  gemeinschaftliche  Seite  in  jedem  der  Tetra- 
eder in  entgegengesetztem  Sinn  bezüglich  des  Sinnes  der  Basis  befahren  erscheinen, 
z.  B.:    0  2  3  4,  0  5  4  3,  0  5  6  4. 

Hat  man  bei  nicht  convexen  Polyedern  keinen  Pol  festgehalten,  um  Luft- 
und  sich  durchdringende  Tetraeder  zu  vermeiden ,  so  werden  die  Spitzen  Je  zweier 
Tetraeder  mit  gemeinschaftlicher  Basis,  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  lie- 
gen, und  diese  Basen  daher  ebenfalls  in  entgegengesetztem  Sinn  umfahren  erschei- 
nen müssen,  z.  B.  12  3  4  und  3  2  15, 
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b)-  Schwerpunkt  eines  schief  abgeschnittenen  dreiseitigen 

Prismas. 


Bei  Ermittlung  der  statischen  Momente  von  Körpern,  die  von  Ebenen  begrenzt 
sind ,  kann  man  auch  das  schief  abgeschnittene  Prisma ,  welches  ein  Dreieck  der 
Begrenzung  des  Körpers  aur  Basis  hat,  als  Element  betrachten,  wir  wollen  deshalb 
hier  auch  das  Moment  dieses  Körpers  noch  berechnen. 

Es  mögen  die  parallelen  Kanten  des  Prismas  mit  der  Axe  der  z  parallel  lau- 
fen ,  dann  kann  man  es  in  drei  Tetraeder  zerlegen ,  deren  Eckpunktcoordinaten  in 
den  folgenden  Determinanten  zusammengestellt  sind,  deren  Summe  gleich  dem 
sechsfachen  Inhalt  des  Prismas  ist,  nämlich : 

«  F  (z,   +  z,  +  z,), 


69  = 

Xiyx  i 

h  1 

+ 

«,  yj  0   1 

+ 

Xi  y,  0    l 

«j  y»  «1  1 

XiPiZil 

x^y^Q  1 

• 

«S  ^3  «3   1 

r^  Vi  H  1 

a?3  ys  2s  1 

«1  yi  0  1 

afjyjO   1 

XzV^O   l 

wenn  mit  F  — 

a^iyi   1 

^2  y*  I 

> 

^z 

Vi  1 

der  doppelte  Inhalt  der  Basis  des  Prismas  bezeichnet  wird. 
Man  erhält  nun : 

2  4aW^=  [(2  Xi  +  Xj  +  ara)  2,  +  (x,  +  2  X,  +  x,)  Zj  -f  (x,  +  x,  +  2x,)  Z3J  F, 
2  42Ry  =1  [(2yi  +  yj  +  yj)  «I  +  (yi  +  2  ya  +  ya)  z,  +  (y»  +  y,  +  2yj)  23]  F, 
2  43Ä^  —  [(z,  +  Zj  +  Z3)%j  +  (Zj  +  Z3)  z,  +  zy  F. 

Bezeichnet  man  ferner  s^  die  Summe  der  drei  Absoissen  Xj  +  Xs  +  Xj,  und 

dividirt  dann  die  obigen  Momente  durch  3,  so  erhält  man  die  Goordinaten  des 
Schwerpunktes : 


4  X. 


^y. 


8  z. 


m 

+ 

Xx  z,-4-  Äi  2»  +  a;sZ3 

'jf 

', 

Q 

+ 

yi  2i  +  y*  2i  +  ys  zs 

^y 

', 

a 

4. 

Zl*  +  z«»  +  Z3» 

«. 


Aus  der  Form    dieser  Gleichungen    geht    hervor,   dass  die    Goordinaten 
^«  y«  2  ^s  ^^^  Gleichung  der  ebenen  Endfläche  12  8  genfigen,  und  dass  demnach 

der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  liegt,  welche  alle  z  halbirt. 

Es  versteht  sich  auch  ganz  von  selbst ,  denn  zerlegt  man  das  Prisma  in  £le- 
mentai^irismen,  so  liegen  die  Schwerpunkte  derselben  alle  in  dieser  Ebene. 
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o)  Schwerpunkt  unregelmässig  begrenster 

Ist  der  Körper  von  krummen  flächen  begrenzt,  so  theile  man  ihn 
durch  parallele  Ebenen  in  Prismatoide,  deren  gleich  grosse  Höhen  so 
klein  angenommen  werden  mttssen,  dass  man  annehmen  darf,  es  liege 
ihr  Schwerpunkt  im  Schwerpunkt  des  Schnittes,  der  sie  halbirt, 
und  es  sei  ihr  Inhalt  diesem  Schnitte  proportional.  Dann  kann 
man  an  diesen  Schwerpunkten  parallele  Kräfte,  die  diesen  Schnit- 
ten proportional  sind,  wirken  lassen,  und  ihren  Mittelpunkt  eben* 
falls  nach  Nr.  58  S.  213  bestimmen. 

Am  äussersten  Ende  solcher  Körper  erhält  man  häufig  eine 
Haube.  Nimmt  man  an ,  die  Schnitte  derselben  senkrecht  zu  den 
Schnittebenen  seien  Parabeln ,  so  darf  man  den  Schwerpunkt  die- 
ser Haube  im  Querschnitt  des  Schnittes  annehmen,  der  durch  das 
Drittel  ihrer  Höhe  geführt  wird.  Der  Inhalt  der  Haube  kann, 
wie  wir  schon  Nr.  31  S.  141  bemerkten ,  ihrer  Grundfläche  mal 
ihrer  halben  Höhe  gleich  gesetzt  werden. 


Drittes  Kapitel. 

Das  Trägheitsmoment. 


98.    Höhere  Momente  im  Allgemeiaen. 

In  Nr.  4  S.  28  wurde  angedeutet  wie  Summen  von  der  Form 
^^'k  Vn  ^m  • .  Py  dic  iu  der  Mechanik  bisweilen  vorkommen,  und 
wo  P  parallele  Kräfte,  ^,  y,  »  die  in  beliebiger  Richtung  gemesse- 
nen Entfernungen  ihres  AngriflFspunktes  von  drei  beliebigen  Ordi- 
naten-Ebenen  bezeichnen,  gebildet  werden  können. 

In  der  Statik  werden  wir  nie  Kräfte  zu  summiren  haben ,  die 
mit  mehr  als  zwei  Längen  multiplicirt  sind,  doch  wollen  wir  hier 
noch  etwas  ausführlicher  angeben,  wie  solche  Summen  zu  con- 
struiren  sind. 
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Man  erhält  das  einfache  statische  Moment  paralleler  Kräfte 
nach  Nr.  58  S.  214,  in  Bezug  auf  irgend  eine,  die  angenommene 
Richtung  der  Kräfte  projicirendeEbene,  als  Segmente  ihres  Schnit- 
tes mit  der  Projectionsebene,  in  der  das  Seilpolygon  construirt 
wird,  zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  des  Seilpolygons; 
und  es  sind  diese  Momente  gleich  der  Basis  des  Kräftepolygons  H 
multiplicirt  mit  diesen  Segmenten. 

Man  erhält  nun  ein  Moment  zweiten  Grades  dieser  Kräfte, 
indem  man  mit  den  obigen  Segmenten  gerade  so  als  ob  sie  selbst 
die  Kräfte  wären  ein  neues  Polygon  mit  einer  neuen  Basis  k  con- 
struirt. Die  neuen  zweiten  Segmente  sind  dann  offenbar  den 
Momenten  der  ersten  als  Kräfte  betrachteten  Segmente ,  d.  h.  in 
der  Art  den  Producten  der  ersten  Segmente  mit  ihrer  Entfernung 
von  der  angenommenen  projicirenden  Ebene  proportional,  dass  sie 
mit  k  multiplicirt  werden  müssen ,  um  diese  Producte  zu  geben. 
Da  nun  die  ersten  Segmente"  dem  Product  der  Kräfte  mit  ihrer 
Entfernung  von  der  angenommenen  projicirenden  Ebene  propor- 
tional waren,  so  sind  die  zweiten  den  Producten  der  Kräfte  mit 
dem  Quadrat  dieser  Entfernungen  proportional;  da  sich  ferner 
diese  Segmente  ebenso  wie  die  ersten  mit  Berücksichtigung  des 
Sinnes  aneinander  reihen,  so  ist  ihre  Summe  proportional  der 
Summe  der  Producte  jeder  einzelnen  Kraft  mit  dem  Quadrat  ihrer 
Entfernung  von  der  angenommenen  projicirenden  Ebene,  und 
zwar  muss  diese  Segmenten-Summe  mit  H  h  multiplicirt  werden, 
um  2y^  P  zu  erhalten. 

Wir  wiederholen  kurz  die  vorzunehmenden  Operationen  mit 
Zuhülfenahme  algebraischer  Zeichen,  um  die  Gedanken  zu  fixiren. 
Es  seien  die  Ebene  E,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  zweiten 
Grades  bestimmt,  und  die  Kichtung  der  Ordinaten  y,  mit  deren 
Quadrat  die  Kräfte  P  multiplicirt  werden  sollen,  gegeben.  Nimmt 
man  die  Richtung,  in  der  man  sich  die  parallelen  Kräfte  P  wir- 
kend denkt,  willkürlich  an,  so  ist  dadurch  auch  die  Stellung  der 
Projectionsebene  S,  in  der  man  das  Seilpolygon  construiren  will, 
gegeben ,  weil  diese  Stellung  die  Richtungen  von  P  und  y  enthal- 
ten muss.  Man  kann  auch  umgekehrt  die  Projectionsebene  S 
zuerst  willkürlich  annehmen,  dann  hat  man  sich  aber  die  Kräfte  P 
parallel  mit  dem  Schnitt  der  Ebenen  E  und  <S  wirkend  zu  denken. 
Construirt  man  nun^n  der  Ebene  S  ein  Kräftepolygon,  in  dem  die 
Entfernung  des  Poles  0  von  der  Linie  der  P  parallel  zu  y  gemes- 
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sen  =  H  ist,  and  mit  diesem  ein  Seilpolygon,  so  schneiden  die  Po- 
lygonseiten desselben  auf  dem  Schnitt  (ßS)  Segmente  ab,  welche 
mit  H  multiplicirt,  dem  Product  Py  gleich  sind.  Bezeichnet  man 
ihre  Summe  oder  die  Länge  des  Abschnittes  der  Linie  {E  S)  zwi- 
schen den  äussersten  Polygonseiten  mit  p,  so  ist 

2Pfj  =  p.H. 

Es  ist  das  eben  Gesagte  nichts  anderes  als  die  wiederholte 
Beschreibung  des  Verfahrens  von  Nr.  58  S.  213.  Wir  fahren  nun 
in  derselben  Weise  fort. 

Betrachtet  man  die  Längen  p  als  zweites  Kräftepolygon^  dessen 
Pol  Ol  in  einer  parallel  zu  y  gemessenen  Entfernung  A  angenommen 
wird ,  und  construirt  man  mit  Hülfe  desselben  ein  zweites  Seil- 
polygon ,  so  werden  die  einzelnen  Segmente  des  ersten  Polygons 
auf  der  Linie  (ES)  ganz  an  die  Stelle  der  P  in  obiger  Gleichung 
treten ;  die  Segmente  des  zweiten  Polygons  werden  mit  h  multi- 

Pfj^ 

plicirt,  dem  Product  der  Segmente  des  ersten  mit  y,  also     ^ 

gleich  sein.  Bezeichnet  man  ihre  Summe,  d.  h.  wieder  die  Länge 
des  Abschnittes  der  Linie  E  S  zwischen  den  äussersten  Polygon- 
seiten mit  pi ,  so  wird  man  allgemein  haben 

pi  kH  =  2y^P 

Es  besteht  dasselbe  aus  dem  Product  einer  Kraft  mit  zwei 
linearen  Dimensionen;  man  hat  daher  eine  der  drei  Längen /7i,A,Zf, 
allein  nach  Nr.  50  S.  186  ganz  einerlei  welche,  auf  demselben  Maass- 
stab der  Kräfte,  in  welchem  zuerst  die  P  aufgetragen  wurden,  und 
die  beiden  andern  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abzugreifen. 

Häufig  drückt  man  2  y^  P  durch  das  Product  des  Quadrats 
einer  Linie  k  mit  2  P  aus.  Um  zu  diesem  k  zu  gelangen,  hat  man 
nur  eine  der  beiden  Längen  hH  z.B.  H  =  2P  anzunehmen,  dann 

ist  offenbar  k  =  )//7|  A,  denn  man  hat 

p^  hH=k^2P  =  2y^P. 

Wenn  man  die  eben  beschriebene  zweite  Operation,  in  welcher 
die  yP  gerade  so  wie  in  der  ersten  die  jP  behandelt  wurden  statt  in 
der  Ebene  £  mit  den  Richtungen  y  zu  wiederholen,  in  einer  andern 
Ebene  Ei  mit  den  Richtungen  z  wiederholt,  so  erhält  man  statt  2y^  P 

PihH=^2yzP 
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und  auf  diese  Weise  im  Raum  diese  Operation  mit  dem  Seilpolygon 
wiederholend,  wie  wir  es  schon  Nr.  58  S.  212  gezeigt  haben,  kann 
man  ganz  allgemein 

p^  An  +  m...-l  H  =  2^/"^  z"^  ....  P 

bilden. 

Bisher  ist  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Sichtungen 
von  P  constant  seiqn,  und  dass  die  verschiedenen  Ebenen  EEx  ... 
von  welchen  aus  die  y^  ...  gemessen  werden,  constant  seien; 
allein  diess  ist  keine  die  Gonstruction  beschränkende  Bedingung, 
und  man  kann,  sobald  es  die  Aufgabe  verlangt,  z.  B.  wenn  P 
kleinere  oder  grössere  Massen  darstellen ,  welche  in  allen  Rich- 
tungen den  auf  sie  wirkenden  Kräften  zu  folgen  trachten,  die  Rich- 
tung der  P  mit  der  Stellung  von  E,  die  jedoch  jene  Richtung  je- 
weilen  enthalten  muss,  ändern. 

Das  Zeichnen  des  letzten  Polygons  kann  man  bei  der  Bestim- 
mung höherer  Momente  durch  die  Flächenverwandlung  des  vorletz- 
ten Polygons  also  durch  Umfahren  mittelst  des  Planimeters 
ersetzen,  weil  die  von  einem  Theil  des  Seilpolygons,  den  beiden 
äussersten  Seiten  desselben ,  und  einer  Parallelen  zu  den  Kräften 
begrenzte  Flächen  dem  nächst  höheren  Moment  proportional  sind. 
Zerlegt  man  nämlich  die  von  den  Seilpolygonseiten  bestrichene 
Fläche,  die  wir  mit  dem  Wort  Momentenfläche  bezeichnen  wollen, 
in  die  von  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  gebildeten  Elemen- 
tardreiecke, siehe  Fig.  24  S.  22,  so  ist  die  Fläche  des  ersten  Drei- 
ecks gleich : 

A  A  A  P| 

Während   also   die  beiden   auf  einander  folgenden    ersten 

Seilpolygonseiten     auf     dei'    verticalen     rechts     das     Moment 

AP 
(^„  —  A\)  -=^--  ausschneiden,  ist  die  Fläche,  die  sie  einschliessen, 

gleich  der  Hälfte  des  nächst  höheren  Momentes ;  die  Summe  aller 
dieser  Flächenelemente  daher  gleich  der  halben  Summe  der  nächst 
höheren  Momenten  aller  A  P. 

Poncelet  hat  früher  seine  Momente  durch  Flächen  bestimmt, 
allein  es  entspricht  dieses  Verfahren  kaum  mehr  dem  jetzigen 
Standpunkt  der  graphischen  Methoden.  Das  Zeichnen  eines  neuen 
Seilpolygons  geht  rascher  von  Statten  und  ist  allgemeiner  als  die 
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Verwandlung  der  Flächen ;  will  man  aber  Planimeter  gebrauchen, 
so  verwendet  man  sogleich  das  Momentenplanimeter,  das  wir  spä- 
ter in  Nr.  114  beschreiben  werden,  und  das  gar  kein  Zeichnen 
erfordert. 


99.  Aendenmg  der  Trägheitsmomente  in  Folge  paralleler 
Verschiebung  der  Coordinatenehenen. 

Sehr  wichtig  sind  die  Momente  zweiten  Grades,  die  wir  mit 
dem  Namen  Trägheitsmomente  auch  dann  bezeichnen  wollen,  wenn 
die  Entfernungen  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  nicht  von  einer 
Axe ,  sondern  von  einer  Ebene  parallel  zu  irgend  einer  Richtung 
gemessen  werden ;  und  wir  wollen  daher  hier  einige  Eigenschaften 
derselben  entwickeln. 

Die  Be^immungen  der  Trägheitsmomente  würden  sehr  com- 
plicirt,  wenn  man  sie  fttr  irgend  ein  beliebiges  im  Raum  gegebe- 
nes Punktsystem,  in  welchem  jeder  Punkt  als  Angriffspunkt  einer 
parallelen  Kraft  gedacht  wird,  bestimmen  wollte.  Diese  Bestim- 
mungen yereinfachen  sich  in  der  Regel  bedeutend,  sobald  man 
über  die  Lagen  und  die  Richtungen  der  Axen  verfügen  kann,  z.  B. 
Sjmmetrieaxen  wählen  darf.  Um  dies  zu  dürfen ,  muss  man  von 
den  für  solche  Coordinatenaxen  ermittelten  Trägheitsmomenten 
auf  die  Momente  für  ein  beliebiges  anderes  Coordinatensystem 
übergehen  können.  Hier  soll  nun  die  Aenderung  des  Trägheits- 
momentes zunächst  bei  dem  Uebergang  auf  parallel  verschobene 
und  später  erst  auf  Axen,  die  um  den  Ursprung  gedreht  wurden, 
untersucht  werden. 

Da  ein  Moment  2ter  Ordnung  nie  mehr  als  das  Product  von 
2  Coordinaten  enthalten  kann,  so  gßnügt  es,  diese  Aenderungen 
für  ^  wy  aP  durchzuführen;  die  Resultate  gelten  dann  auch  für 
2  a;s  AP,  und  2  yz  AP,  und  wenn  man  die  zwei  Ordinaten  gleich 
setzt  auch  für  die : 

2a;^  APy  ^y«  AP  und  2  s^  AP. 

Es  sei  nun  j?  =  a-'  -f-  .r,  und  y  =  y  +  yi ;  worin  die  con- 
stanten  a^i  und  j/i  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprungs  sind,  so 
dass  üP  und  a;'  und  y  und  y  die  von  einem  A  P  zum  andern  varia- 
beln  Coordinaten  sind.  Setzt  man  dann  noch  2  AP  =  P  so  wird : 
2a:y  AP=  2a;y  AP-^-a^^  2 y  AP -{- y^  2x  AP  -^  w^  y^  p. 
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Dieser  letzte  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  der  2te  Ur- 
sprung mit  dem  Schwerpunkt  des  Systems  zusammenfällt,  dann 
sind  ^x  AP,  2y  AP  gleich  0  und  setzt  man  überdies  das  Mo- 
ment 2  xy  AP  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  =  CiP  &o  erhält 
msn  einfach: 

2xyAP==^(x,fj,  +  C,)  P. 

Diese  Gleichung  giebt  auch  C^  P  wenn  man  das  Moment 
2  xy  APy  und  die  Goordinaten  x^yx  des  Ursprungs  gegeben  sind. 
Also: 

Die  Differenz  zwischen  den  Momenten  2ter 
Ordnung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  und  in 
Bezug  auf  irgend  einen  andern  Punkt,  ist  gleich 
dem  Product  der  Schwerpunktscoordinaten  mit  der 
Summe  aller  Kräfte. 

Es  ist  üblich,  und  wie  wir  in  der  nächsten  Nummer  auch 
sehen  werden  sehr  vortheilhaft,  die  quadratischen  Momente  durch 
die  Wurzel  aus  dem  Moment,  getheilt  durch  die  Summe  der  Kräfte 
darzustellen,  d.  h.  zu  setzen : 

2x^AP^a^P,    2xy  AP=^  CP,    2y^AP'=^b^P; 
Sx^AP'^k^P,    2xy  AP=CiPy    2y^AP  =  h^P. 

Dann  hat  man  die  drei  einfachen  Beziehungen: 

wo  die  erste  und  letzte  Gleichung  dadurch  aus   der  mittelsten 
hervorgehen,  dass  man  x^  x*  und  y^  y^  einander  gleich  setzt. 

Häufig  ist  man  in  dem  Fall  ganze  Gruppen  von  A  P  zusammenzu- 
setzen. Es  kann  das  jetzt  mit  Berücksichtigung  der  eben  erhaltenen 
Resultate  geschehen.  Bezeichnen  wir  die  Goordinaten  des  Schwer- 
punktes dornten  Gruppe  mit  ^,  y,;  die  Summe  der  bezüglichen 
A  P  mit  Pi  und  behaften  die  zu  dieser  Gruppe  gehörenden  k  C  h 
ebenfalls  mit  dem  Index  i,  so  ergiebt  die  Summirung  der  Gruppen.: 

^  A«  A  P  =  a« jP  =  -I  {xi^  +  Ä\«)  Pi, 
2xyAP=  CP=^2(xiyi+  Cd  Pi, 
2y^  AP=  b^P  =  ^  (y  5  _|-  h,^)  p.. 

Wir  haben  schliesslich  die  Momente  bezüglich  des  Schwer- 
punktes aller  Gruppen  zu  ermitteln.     Bezeichnen  wir  die  Goordi- 
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naten  desselben  mit  ^vy«?  und  die  entsprechenden  Momente  mit 
a,*/',  CsP  und  *,^-P,  so  erhält  man  für  das  zweite  Moment,  bei 
Beachtung  der  eben  entwickelten  Beziehungen : 

C,P=2  {Xiyi  +  C.)  Pi  —  x,y,  P. 

=  2 CiPi  +  ^  \_{2  Xiyi P.)  {2 Pd  -  (2xi P,)  {2yi P,)]. 

Multiplicirt  man  die  Productensummen  aus,  so  sieht  man  so- 
fort, dass  alle  Producte,  welche  gleiche  Indexe  haben,  also  von 
der  Form  XiyiV]  sind,  sich  gegenseitig  aufheben. 

Die  Producte  mit  P,Pa  ungleicher  Indexe  haben  den  Coef- 
iicienten: 

^iVi  +  ^k  yk  —  ^'iyk  —  ^A  yi  =  (^.  —  ^a)  (y.  —  y*) ; 

Es  ist  also : 

CsP  =  2QPi  +-p-2  (;r,  -  x,)  (y,  -  y,)  P,P,. 

Durch  weiteres  Ausmultipliciren  von  2C,Pi  mit  P  =  2Pi^ 
erhält  man  auch  noch  die  folgende  jedoch  weniger  einfache  Form : 

C,P=~\2CiP.^  +  2[Ci^C,-^(xi--x,){yi-y,)]PiP,\. 

Lässt  man  wie  oben  die  Axen  zusammenfallen,  so  erhält  man 
auch  die  Werthe  für  a,^P  und  bJ^P,  nämlich: 

a,'^P  =  2ki^Pi  +  ^p  2  ixi  —  XI,)  2  p.  p^ 
=  1- j  2k,^  P,^  +  2[k,^  +  k,^  +  Cxi  -  x,y]  P.Pa-  j, 

C,P=  CP.-f  ^2(x,-x,)(yi--y,)P,P, 
=  ^j-IC,i\«+-S[C,  +  CÄ+  (^.-^a)  d/i-Vk)]  P^Pk^, 

K^P^  2h^Pi  +  y  (yi  -  y,r  Pi  Pk 

=  -L  j  :^A,aP,2+:^[A,«  +iA-'^  +  (y. -y^)«]  P.P>t  j. 

In  diesen  Gleichungen  beziehen  sich  2  hinter  denen  nur  ein 
Index  vorkommt ,  auf  alle  vorhandenen  Gruppen ;  dagegen  2  mit 
zwei  verschiedenen  Indexen  i  und  A:  auf  die  Va  ^  (ß — 1)  möglichen 
Gruppencombinationeri  zu  je  zwei  verschiedenen  Indexen. 
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Können  die  ^Ati^P,  yernachlässigt  werden,  so  reducirt  sich  das 
Trägheitsmoment  a«>  P  auf  die  Summe 

sind  nur  zwei  Kräftegruppen  Px  und  P^  vorhanden ,  so  ist  wegen 

worin  d  die  Distanz  der  beiden  Gruppensehwerpunkte  bezeichnet. 
Reducirt  man  das  Moment  auf  die  Distanz  d  so  erhält  man  die 
Mittelkraft: 


d^      "^'^  ~    Pi+i'a  ' 


siehe  Nr.  2  S.  14. 
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Nachdem  wir  die  Äenderungen  ermittelt  haben ,  welche  die 
Momente  2ter  Ordnung  erleiden,  wenn  die  Axen  parallel  verscho- 
ben werden,  wollen  wir  noch  untersuchen,  welche  Äenderungen  die 
Drehung  hervorbringt. 

Suchen  wir  zunächst  das  Moment  2q^AP=h^P  bezüglich 
einer  durch  den  Ursprung  gehenden  Axe  q^  durch  die  als  bekannt 
anzusehenden  Momente  ^^7^  AP,  2 xy  AP,  und  2y^  AP,  resp. 
durch  a^  Cnnd  b^  auszudrücken.  Dann  wollen  wir  in  den,  in  der  Rich- 
tung der  q  gemessenen  Entfernungen  A,  Parallele  zu  q  ziehen  und 
ermitteln ,  welches  geometrische  Gebilde  alle  diese  Parallellinien 
umhüllen. 

Vor  allem  müssen  wir  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die 
Lage  dieser  Parallellinien  ganz  unabhängig  von  der  Richtung  ist, 
in  welcher  die  q  und  h  gemessen  werden.  Denn  durch  Aenderung 
dieser  Richtung  werden  beide  Theile  der  Gleichung  2q^AP=^h^P, 
mit  einem  und  demselben  Factor  multiplicirt,  was  an  der  Gleich- 
heit nichts  ändert. 

Wir  können  also  die  Entfernungen  der  Angriffspunkte  der 
einzelnen  AP  von  der  Axe  j^  in  jeder  beliebigen  Richtung  messen. 
Indem  wir  uns  die  neue  q  Axe  als  eine  etwas  gedrehte  a:  Axe 
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denken,  messen  wir  die  Entfernungen  von  ihr  in  der  Richtung  der 
y,  und  erhalten  dann  einfach : 

y  =  y  —  Tx 

worin  t  den  Eichtungscoefficienten  der  y  Axe,  (siehe  Fig.  166), 
bezeichnet.  Die  Substitution  dieses  Werthes  von  g  giebt  un- 
mittelbar : 

oder: 

A«  =  fl«T»  —  2  r«:  4-  fta  =  (ar—  -~  V  +  i« . 

Flg.  166. 


Um  Ä  zu  construiren,  führen  wir  in  den  Entfernungen  -\-  a,  b 
Parallele  zu  den  Axen,  dann  schneiden  ^  und  q  die  Länge  a  t  auf 
der  Parallelen  zuybeia?  =  -j-a  aus;  ferner  tragen  wir  auf  dieselben 

Parallelen  von  a?  aus  —  auf,  und  errichten  dort  einen  Perpen- 

a  '^ 

dikel.     Auf  diesem  Perpendikel  schneidet  ein  vom  Punkt  a:  mit 

1/  C^ 

dem  Radius  *  beschriebener  Halbkreis  die  Länge  U  b^ ab. 

Die  Entfernung  des  Endpunktes  dieses  Perpendikels  vom  Punkt  q 
ist  demnach  gleich  dem  gesuchten  h.  Mittelst  eines  Halbkreises 
schlagen  wir  diese  Länge  auf  a  herunter,  und  ziehen,  wie  im  Ein- 
gang gefordert  wurde,  durch  die  Endpunkte  die  Parallelen  zu  q. 


wo-  , 
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Alle  fUr  verschiedene  Richtungen  von  q  so  construirten  Pa- 
rallelen umhüllen  eine  Ellipse,  die  TrägheitsellipsCy 
welche  den  Ursprung  0  zum  Mittelpunkt  hat,  die  Parallele  +  a 

*  C 

im  Punkt  ?/  =  +  — ,  mithin  auch  die  Parallele  4-  *  im  Punkt 

Q 

X  =  +_  -j-  berührt,  und  die  Goordinatenaxen  in  den  Entfer- 
nungen y  ==  y  b^ ^  und  ^r  =  y  a^ —   schneidet, 

durch  diese  Ellipse  mehr  als  bestimmt  ist. 

Denn  je  zwei  parallele  Tangenten  dieser  Ellipse  schneiden 
die  Tangente  a  in  einer  Involution ,  deren  Mittelpunkt  im  Berüh- 

rungspunkt  y  =         liegt,  und  deren  Potenz  gleich  dem  Quadrat 

des  conjugirten  Durchmessers  gleich  b^ —  ist.    Da  nun  auch 

der  mit  den  Tangenten  parallel  laufende  Durchmesser  mit  q  zu- 
sammenfällt, indem  er  durch  0  geht  und  die  Strecke  zwischen  den 
beiden  Tangenten  auf  -f-  ^  halbirt,  so  folgt,  dass  die,  so  wie  oben 
angedeutet  construirten  Parallellinien ,  die  oben  definirte  Ellipse 
umhüllen. 

Das  Product  der  Coordinaten  der  Berührungspunkte  auf  den 

C  C 

Parallelen  +  a  und  +  b  ist  gleich  b  .     --  =  a  .  —  =  C.     Da 

—  —  ^  b  a 

durchaus  keine  Voraussetzungen  über  die  Lage  und  Bichtung  der 
Goordinatenaxen,  und  über  die  Richtungen  in  der  die  Goordinaten 
gemessen  werden  sollten,  gemacht  wurden,  so  gilt  das  gewonnene 
Resultat  allgemein,  und  man  kann  sagen : 

Das  Moment- Jpi7  AP,  in  Bezug  auf  zwei  belie- 
bige Axen  ist  gleich  dem  Product  der  Goordinaten 
des  Endpunktes  eines  der  p  oder  q  in  der  Träg- 
heitsellipse conjugirten  Durchmesser. 

Fallen  die  beiden  Axen  zusammen,  so  verwan- 
delt sich  dasProduct  der  Goordinaten  indasQuad- 
rat  h^  der  Entfernung  der  q  parallelen  Tangente 
von  q. 

Sind  die  Axen  p  und  q  conjugirt,  dann  ist 
^  p  ^  A  P  <=  0.  Denn  eine  Ordinate  des  Endpunktes  eines  der 
Durchmesser  p  oder  q  ist  in  diesem  Fall  immer  gleich  0. 
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Das  Product  bleibt  das  gleiche,  welches  auch  der  conjugirte 
Durchmesser  sei;  denn  aus  der  obigen  Ableitung  geht  hervor,  dass 

C  C 

es  für  ^,  so  wie  für  y  gleich  a .  -  und  *  •  7-  =  Cgieich  dem  doppelten 

Flächeninhalt  der  in  Fig.  166  schraffirten  Dreiecke  sei.  Hieraus  folgt 
weiter,  dass  die  beiden  Endpunkte  auf  einer  Parallelen  zur  Diago- 

C         C 

nale  des  Vierecks  axyby  liegen,  denn  —  und  -r  verhalten  sich  wie 

Ä :  a ,   demnach   werden  die  Tangenten  4*  ^  ^^^  +  *  durch  x 

C  C 

und— ,  dann  durch  y  und  -j-  in  proportionale  Th  eile  getheilt.    Es 

kann  dies  auch  daraus  geschlossen  werden,  dass  alle  Verbindungs- 
linien von  Berührungspunkten  eines  umschriebenen  Vierseits  durch 
einen  Eckpunkt  seines  Polardreiecks  gehen ;  für  das  vorliegende 
Parallelgramm  aber  wird  dieses  Polardreieck  aus  den  zwei  Diago- 
nalen und  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildet.  Alle  Verbin- 
dungslinien von  Berührungspunkten  laufen  demnach  entweder  mit 
einer  Diagonalen  parallel  oder  gehen  durch  den  Mittelpunkt  0. 

Dieses  Verhältniss  bietet  uns  ein  einfaches  Mittel,  den  Be- 
rührungspunkt auf  irgend  einer  neuen  Tangente -j-Ä  zu  bestimmen. 
Die  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte  auf  den  Pa- 
rallelen -{-a  und  4"^  lä^^*  parallel  mit  der  Diagonale  aq,  yh. 
Die  Verbindungslinie  dieses  Berührungspunktes  mit  0  ist  der  q 
conjugirte  Durchmesser.     Die  Schnittpunkte  dieser  conjugirten 

1/         C^ 

Durchmesser  mit  a  und  der  Endpunkt  von     b^ ^bilden  ein  recht- 

winkeliches  Dreieck,  was  noch  ein  Mittel  darbietet,  diesen  Be- 
rührungspunkt zu  construiren. 

Um  den  Endpunkt  des  Durchmessers  q  zu  erhalten,  kann  man 
entweder  vom  Schnitt  des  q  conjugirten  Durchmessers  mit  a  aus 

1/  ^ 
mittelst  eines  Halbkreises  die  Endpunkte  von  y  b^ auf  a  her- 
unterschlagen und  erhält  dadurch  2  Punkte  der  mit  jenem  Durch- 
messer parallel  laufenden  Tangenten  an  den  Endpunkten  q\  oder 
man  kann  auch  durch  den  Berührungspunkt  auf -|-  ^  eine  Parallele  zu 
jenem  Durchmesser  ziehen;  die  Parallele  und  a  schneiden;  in  con- 
jugirten Punkten;  demnach  ist  die  Länge  des  halben  Durchmessers 
q  gleich  der  mittlem  Proportionale  zwischen  den  Entfernungen 
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jener  Punkte  von  0.  Diese  Construction  wurde  Fig.  166  nicht 
ausgeführt,  weil  sie  zu  klein  geworden  wäre. 

Die  Schnittpunkte  der  Axen  der  Ellipse  mit  a  giebt  derjenige 

1  f      ~^C^ 
Kreis,  der  durch  die  Endpunkte  von      b^ -^mhA,  durch  0  geht. 

Die  Längen  derselben  können  nach  irgend  einer  der  eben  er- 
läuterten Methoden  construirt  werden;  oder  man  kann  auch 
einen  Durchmesser  um  90^  drehen;  seinen  Endpunkt  mit 
dem  Endpunkt  des  conjugirten  Durchmessers  verbinden;  über 
der  Verbindungslinie  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreiben: 
dann  sind  die  Entfernungen  der  dem  Mittelpunkt  0  am  nächsten 
und  fernsten  gelegenen  Kreispunkte  gleich  den  Axenlängen.  Die 
Construction  ist  die  umgekehrte  der  allgemein  üblichen  einer 
Ellipse  mittelst  zwei  concentrisclien  Kreisen,  deren  Durchmesser 
gleich  den  Axenlängen  sind ,  und  bedarf  daher  keiner  weitem  Er- 
läuterung. 

In  den  bisherigen  Gonstructionen  haben  wir  vorausgesetzt,  es 
sei  die  Ellipse  mittelst  <i,  C  und  b  zu  construiren.  Statt  nun  C  «« 
{2xy  ^P)  i  P  zu  construiren,  kann  noch  das  Trägheitsmoment 
2q^  AP  =  h^P  für  eine  dritte  Axe  construirt  werden,  und  man 
hat  dann  die  Ellipse  aus  a  b  und  h  zu  construiren.  Dieser  Fall 
wird  sofort  auf  den  vorigen  zurückgeführt,  wenn  man  über  den 
Schnittpunkten  der  Paralleltangenten  +  b  und  +  A  zu  a?  und  q 
mit  der  Tangente  -^a  z\i  y  Halbkreise  beschreibt.  Der  Schnitt 
dieser   beiden  Halbkreise  ist  der  Endpunkt  des  Perpendikels 

i* -y  durch  dessen  Fusspunkt  also  der  Berührungspunkt  auf 

C 

a  und  die  Grösse  -  gegeben  sind ,  von  denen  wir  eben  ausge- 

a 


y 


gangen. 
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* 

Die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Gonstructionen 
gelten  allgemein  für  alle  Punkte ;  sind  sie  aber  speciell  für  den 
Schwerpunkt  ausgeführt ,  so  kann  man  zuerst  für  beliebige  durch 
ihn  gehende  Richtungen  die  Momente  bestimmen ,  und  dann  nach 
Nr.  99  auf  einfache  Weise  auf  andere  parallele  Axen  übergehen. 
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Wegen  der  Leichtigkeit  der  BeBtimmung  beliebiger  Momente, 
von  dieser  Trägheitsellipse  aus,  wird  man  also  immer  diese 
Ellipse  zuerst  construiren ,  sie  trägt  den  besondern  Namen  C  e  n  - 
tralellipse. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  Antipol  einer  Linie  den  Pol  einer 
vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  entgegengesetzt  gleich  weit  entfernten 
'  Parallellinie,  so  ist  das  Moment  2a;i/  AP  eines  Systems 
von  aP  bezüglich  zweier  beliebigen  Axen  gleich 
P  mal  dem  Product  der  Entfernung  ^f,  des  Schwer- 
punktes von  einerder  beiden  Axen  multiplicirt  mit 
der  Entfernung  ^p  des  Antipols  derselben  Axe  von 
der  andern  Axe,  oder  man  hat:  2a;y  A  P  =^  Xgi/pP;  auch 
=  Xp  y,  P,  wenn  y,  und  a?^  die  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  von  der  x  Axe  und  die  des  Anti- 
pols derselben  Axe  von  der  y  Axe  bezeichnen. 

Laut  Nr.  99  ist  2a:y  A  P  =  (a?,  y,  +  C)  P  =  .r,  (y,  +  -~)p. 

Die  Entfernung  des  Pols,  also  auch  des  Antipols,  der  y  Axe  vom 

Schwerpunkt  ist  gleich  — ,  wenn  k  die  Entfernung  der  Parallel- 


Fig.  167. 


tangente  zur  y  Axe  vom  Schwerpunkt  bezeichnet.     Führt  man 
durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  zur^  Axe,80  ist  (s.  Fig.  167) 
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die  Entfernung  des  Antipols  von  dieser  Parallelen  =  —,  denn  man 

hat  T-  :  A  =  —  :  —  =  7-,  mithin  ist  ?/,4-  "  ^=ypy  die  in  der  Rieh- 
k  Xg    Xs        k^  ^, 

tung  der  y  gemessenen  Entfernung  des  Antipols  von  der  x  Axe, 
woraus  die  Behauptung  folgt. 

Die  Construetion  von  Xg  jfp  P  bietet  das  beste  Mittel  dar  Grup- 
pen von  A  1\  z.  B.  eine  grössere  Fläche  mit  anderen  Gruppen  oder 
Flächen  zusammenzusetzen.  Bei  der  Construetion  der  Seilpolygone 
denkt  mau  sich  für  das  erste  Polygon  die  Massen  im  Schwerpunkt, 
und  für  das  zweite  Polygon  im  Antipol  der  ersten  Axe  vereinigt. 
Bisweilen  aber ,  wenn  der  Schwerpunkt  nahe  bei  den  Axen  liegt 
und  z.B.  Xs  sehr  klein,  oder  gar  gleich  0  ist,  ist  diese  Construetion 

nicht  mehr  wohl  ausfahrbar,  weil  dann  —sehr  oder  oo  gross  wird. 

X, 

Man  kann  sich  in  diesem  Fall  auf  verschiedenartige  Weise  durch 
directe  Construetion  der  CP  helfen.  Sehr  gute  Dienste  kann  auch 
der  folgende  Satz  leisten : 

Man  erhält  (^,«  +  Ä:2)  P  und  (ar,y,  +  C)/»,  indem 
m^n  sich  je  ^I^P  in  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers vereinigt  denkt,  welcher  der  ^xe  conju- 
girt  ist,  von  der  aus  die  x  gemessen  werden.  Denn 
man  hat: 

Ist  die  Centraleilipse  eines  Systems  von  AP  gegeben,  so  ist 
es  jetzt  sehr  leicht,  die  Trägheitsellipse  für  einen  beliebigen  Punkt 
zu  construiren  und  umgekehrt. 

Wir  verbinden  den  Punkt  0  mit  dem  Mittelpunkt  S  der  Cen- 
traleilipse, dem  Schwerpunkt  des  Systems ,  und  nehmen  die  Ver- 
bindungslinie als  Axe  der  x  an.  Die  Axe  der  y  laufe  parallel  mit 
dem  conjugirten  Durchmesser  der  Centraleilipse.  Dann  ist  in  der 
Gleichung : 

:Sxy^P=(xsy,'{-Cs)P, 

C«  r=3  0 ,  weil  die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Parallelen  zu 
den  Axen  conjugirte  Durchmesser  sind,  femer  ist  y,  «=  0,  mithin 
auch  J  07  ^  A  P  =  0.  Die  so  gewählten  Axen  sind  also  in  der 
Trägheitsellipse  conjugirt. 


406 


Momente  paralleler  Kräfte. 


Ferner : 


*a  —  ^  :Sy^  aP  =  y,«  +  A»  =  A«. 


Die  beiden  der  a;  Axe  conjugirten  Durchmesser  sind  gleich 
lang,  oder  die  zwei  Paar  der  ^  Axe  parallelen  Tangenten  an  beide 
£llipsen  fallen  zusammen. 

Endlich  hat  man  noch : 

Die  Construction  von  a  ist  in  Fig.  168  angegeben,  es  muss 
immer  grösser  als  a?s  sein.     Wäre  die  Trägheitsellipse  und  der 

Fig.  168. 


Schwerpunkt  gegeben,  so  könnte  ebenso  leicht  k^  =  a^  —  or,*  con- 
struirt -werden. 

Die  (punktirten)  Diagonalen  des  der  Trägheitsellipse  um* 
schriebenen  Parallelogramms  sind  conjugirte  Durchmesser,  sie 
schneiden  offenbar  die  Centralellipse ;  da  nun  zwei  beliebige  Paar 
conjugirte  Durchmesser  sich  gegenseitig  trennen,  so  muss  von  je 
zwei  conjugirten  Durchmessern  einer  zwischen  diesen  Diagonalen 
durchgehen  und  demnach  die  Centralellipse  schneiden.  Ueber- 
haupt  kann  man  sagen,  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  muss 
einer  die  verschiedenen  AP  trennen,  denn  lägen  alle  APin  einem 
und  demselben  Winkel  conjugirter  Durchmesser,  so  wären  auch  alle 
^*yA  P gleichen  Zeichens  und  die  ^o^y  A  P könnte  nicht  gleich  0  sein. 

Das  eben  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  wie  folgt  zu- 
sammen : 


101.  Die  Centralellipse.  407 

Die  Centralellipse  eines  Systems  von  AP  hat 
mit  allen  Trägheitsellipsen  ein  gemeinsames  Paar 
paralleler  Tangenten. 

Die  dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  in 
beiden  Ellipsen  conjugirten  Durchmesser  laufen 
parallel. 

Der  Schwerpunkt  liegt  im  Innern  aller  Ellipsen. 

Alle  aP  können  nicht  in  demselben  Winkel 
zweier  conjugirten  Durchmesser  liegen,  und  von 
zwei  conjugirten  Durchmessern  schneidet  min- 
destens einer  die  Centralellipse. 

Die  Differenz  der  Quadrate  der  Längen  des 
gemeinschaftlichen  Durchmesser  der  Centralellipse 
und  einer  Trägheitsellipse  ist  gleich  dem  Quadrat 
der  Entfernung  der  beiden  Ellipsenmittelpunkte. 

Entfernt  sich  der  Mittelpunkt  der  Trägheitsellipse  in  irgend 
einer  Richtung  vom  Schwerpunkt,  dem  Mittelpunkte  der  Central- 
ellipse, so  bleibt  der  dieser  Richtung  conjugirte  Durchmesser  con- 
stant,  während  der  in  dieser  Richtung  selbst  liegende  Durchmesser 

stets  gleich  V^cX-,*  -|-  k^^  ist,  wo  a^s  jetzt  die  Entfernung  des  neuen 
Mittelpunktes  vom  Schwerpunkt,  und  k  wie  früher  die  Länge  des 
in  der  Richtung  von  ^,  liegenden  Halbdurchmessers  der  Central- 
ellipse bezeichnet.  Bei  wachsender  Entfernung  des  Schwerpunktes 
•S  vom  Mittelpunkte  der  Centralellipse  nähert  sich  der  Schwer- 
punkt asymptotisch  dem  Umfang  der  Trägheitsellipse. 

Wird  irgend  eine  gegebene  Linie  als  Axe  der  y  angenommen, 
und  soll  die  andere  Axe  der  ;:;  durch  den  Schwerpunkt  gehen  und 
so  liegen,  dass  2i/zP  gleich  0  ist,  so  ist  die  letztere  der  der  Rich- 
tung der  y  conjugirte  Durchmesser  der  Centralellipse. 

Können  alle  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Verbindungs- 
linien aller  Angriffspunkte  einer  Gruppe  parallel  laufen  und  dass 
die  Angriffspunkte  der  Mittelkraft  einer  jeden  Gruppe  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen ,  so  sind  die  mit  diesen  beiden  Linien  parallel 
laufenden  Durchmesser  der  Centralellipse  conjugirt;  ebenso  die 
parallelen  Durchmesser  aller  Trägheitsellipsen,  deren  Mittelpunkt 
auf  einem  jener  Durchmesser  der  Centralellipse  liegen. 

Können  alle  Kräfte  so  gruppirt  wdrden,  dass  die  Mittelpunkte 
der  Centralellipsen  jeder   einzelnen  Gruppe   auf  einer  Geraden 
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liegen,  und  dass  die  dieser  Geraden  conjugirten  Durchmesser  in 
allen  Ellipsen  parallel  laufen,  so  ist  auch  der  Parall^ldurchmesser 
der  Centralellipse  des  ganzen  Systems  der  Centrumlinie  conjugirt. 
Alles  eben  Gesagte  gilt  natürlich  auch,  wenn  die  conjugirten 
Durchmesser  senkrecht  auf  einander  stehen ,  d.  h.  Hauptaxen  des 
Systemes  sind. 
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Da  2  xy  AP  nur  das  Product  von  zwei  Coordinaten  enthält, 
so  können  die  gewonnenen  Besultate  unmittelbar  auf  den  Raum 
ausgedehnt  werden.  Projicirt  man  parallel  zur  5j  Axe  dieAngriflFs- 
punkte  aller  AP  in  die  Ebene  xy ^  so  wird  man  in  dieser  Ebene 
eine  Centralellipse  und  beliebige  Trägheitsellipsen  construiren 
können.  Betrachtet  man  alle  diese  Curven  als  die  Leitlinien  von 
Cylindei'äächeu ,  deren  Erzeugungslinien  parallel  mit  der  z  Axe 
laufen ,  so  wird  das  in  den  drei  vorigen  Nummern  bezüglich  der 
Momente  2  xy  A  P  (worin  auch  x  =>  y  sein  kann)  Entwickelte 
allgemein  räumlich  galten ,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Ellipsen 
die  oben  erwähnten  Cylinder  setzt.  Da  bezüglich  der  Stel- 
lung und  Lage  der  x  s  und  y  z  Ebenen  durchaus  keine  be- 
stimmten Voraussetzungen  gemacht  wurden,  so  gilt  dieses  Resultat 
allgemein:  Wenn  man  in, Bezug  auf  alle  Ebenen  eines  Strahlen- 
büsch^ls  Iter  Ordnung  die  2p^  AP  bildet  und  zu  jeder  Ebene  zwei 

Parallelebenen  in  den  Entfernungen  +  ]/  -p^P^^P  zieht, 

hüllen  alle  diese  Ebenen  einen  elliptischen  Cylinder,  dessen  Axe 
mit  der  des  Ebenenbüschels  zusammenfällt.  Bestimmt  man  die 
beiden  Erzeugungslinien,  welche  in  der  Diamentralebene  liegen, 
welche  der  Ebene  conjugirt  ist,  von  der  aus  die  p  gemessen 
werden,  so  ist  2  pq  AP  gleich  dem  Product /?i  yi  der  Entfernungen 
dieser  Erzeugungslinien  von  den  Ebenen  der/?  und  g  multiplicirt mit 
P.  Beschreibt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Ebenen  einen  Strahlen- 
büschel in  der  xy  Ebene  um  den  Ursprung  der  Coordinaten,  so 
haben  alle  diese  Cylinderflächen  zwei  gemeinschaftliche  Tangen- 
tialebenen ,  nämlich  die ,  welche  mit  der  Ebene  der  xy  parallel 
laufen.  Ferner  hat  jeder  dieser  Cylinder  zwei  gemeinschaftliche 
Tangentialebenen   mit  dem   zuerst  erwähnten  Cylinder,  der  die 


so  um- 
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s  Axe  zur  Axe  hatte.  Also  umbüUen  alle  diese  Cy linderflächen 
ein  Ellipsoid.  Nimmt  man  von  den  durch  die  Cylinderaxen  gehen- 
den Ebenen  irgend  eine  p  heraus,  und  bestimmt  die  Erzeugungs- 
linie, welche  in  der  conjugirten  Durchmesserebene  liegt,  so  wird 
diese  Erzeugungslinie  das  Ellipsoid  am  Endpunkte  des  auch  im 
Ellipsoid  jener  Ebene  conjugirten  Durchmessers  berühren.  Wird 
daher  noch  irgend  eine  zweite  Ebene  angenommen,  von  der  ab  die 
q  gemessen  werden,  so  ist  ^ ;;  ^  A  P  gleich  Pmal  dem  Product/;i  q^ 
der  Abstände  eines  der  Endpunkte  der  Durchmesser,  welche  einer 
dieser  Ebenen  conjugirt  sind,  von  denselben  Ebenen. 

Enthält  eine  der  Ebenen  den  conjugirten  Durchmesser  der 
andern, so  ist  pi  oder  qi  =  0,  also  auch  2 pq  AP  =■  0.  Auf  diese 
Weise  können  also  mittelst  des  Trägheitsellipsoids  alle  Momente 
2 pq  AP  bezüglich  zweier  beliebigen  durch  den  Ursprung  gehen- 
den Ebenen  bestimmt  werden. 

Das  Trägheitsellipsoid  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  heisst 
Centralellipsoid.  Ist  dieses  gegeben ,  so  kann  man  auf  einfache 
Weise  von  zwei  Ebenen,  die  den  Schwerpunkt  enthalten,  auf  zwei 
Parallelebenen  übergehen,  die  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
gehen.  Für  diesen  Uebergang  gelten  ohne  irgend  eineAenderung 
die  Formeln  von  Nr.  99,  demnach  auch  die  aus  diesen  Formeln 
gezogenen  Schlüsse  in  Nr.  101.  Die  Formeln  nochmals  hier  zu 
wiederholen,  halten  wir  für  überflüssig,  dagegen  müssen  wir  die 
Schlüsse  mit  den  durch  die  Erweiterung  auf  räumliche  Gebilde 
bedingten  Abänderungen  wiederholt  aussprechen.  Dabei  ver- 
stehen wir  dem  frühern  entsprechend  unter  dem  Wort  An tipol 
einer  Ebene ,  den  Pol  der  vom  Mittelpunkt  entgegengesetzt  gleich 
weit  abstehenden  Ebene. 

Das  Moment  2'wy  AP  eines  Systems  von  AP  be- 
züglich zweier  beliebigen  Ebenen  xz  und  yz,  ist 
gleich  P  mal  dem  Product  der  Entfernung  Xg  des 
Schwerpunktes  von  einer  dieser  Ebenen  multipli- 
cirt  mit  der  Entfernung  yp  des  Antipols  derselben 
Ebene  von  der  andern;  oder  man  hat  2xy  AP^^x^y^P^ 
auch=»  Xpys  Py  wenn  y^die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes von  der  xz  Ebene  und  Xp  die  des  Antipols 
derselben  Ebene  von  der  andern  yz  bezeichnen. 
Es  ist  also  gleich  0  für  conjugirte  Durchmesser. 
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Man  erhält  auch  2 a:^  AP  und  2 a;y  AP,  wenn  man 
sich  die  Massen  von  ^j^P  an  jedem  Endpunkt  des 
Durchmessers  vereinigt  denkt»  der  der  Ebene  conju- 
girt  isty  von  der  aus  die  a:  gemessen  werden. 

Eine  und  dieselbe  Cylinderfläche  umhüllt  das 
Cen tralellipsoid  und  irgend  ein  anderes  Trägheits - 
ellipsoid. 

Die  dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  in 
beiden  Ellipsoi den  conjugirtenDiamentralebenen 
laufen  parallel,  und  schneiden  die  Ellipsoide  und 
die  Gylinderflächen  in  den  zwei  congruenten  Be- 
rührungsellipsen. 

Die  Differenz  derQuadrate  derLängen  des  ge- 
meinschaftlichen Durchmessers  des  Trägheits- 
und des  Gentralellipsoids  ist  gleich  dem  Quadrat 
der  Entfernung  der  Ellipsoiden-Mittelpunkte. 

Der  Schwerpunkt  liegt  im  Innern  aller  Ellip- 
soide. 

Alle  AP  können  nicht  in  demselben  Winkel 
zweier  bezüglich  eines  Trägheitsellipsoids  conju- 
girtenDiamentralebenen liegen,  und  von  zwei  sol- 
chen Ebenen  schneidet  mindestens  eine  das  Cen- 
tralellipsoid. 

Hier  sind  unter  conjugirtenDiamentralebenen  solche  verstan- 
den, die  den  conjugirten  Durchmesser  der  andern  enthalten. 

Denkt  man  sich,  der  Mittelpunkt  0  falle  zuerst  mit  dem 
Schwerpunkt  S  zusammen  und  entferne  sich  dann  in  irgend  einer 
Constanten  Sichtung  S  0  von  demselben ,  so  bewegt  sich  mit  ihm 
die  dieser  Richtung  conjugirte  Ellipse,  je  zwei  conjugirte  Durch- 
messer derselben  bleiben  parallel,  conjugirt  und  gleich  gross,  und 
nur  der  Durchmesser  in  der  Richtung  0  S  der  Bewegung  ver- 
grössert  sich  so,  dass  seine  Länge  j^^r,*  +  k^  ist. 

Trotzdem  dass  der  Durchmesser  sich  beständig  vergrössert, 
nähert  sich  sein  Endpunkt  doch  mehr  und  mehr  dem  Schwerpunkt 
S ;  denn  lAa?,2-j-  k^  —  ^,  nimmt  ab  mit  wachsendem  .r,. 

Die  Tangentialebenen  an  den  Endpunkten  dieses  wachsen- 
den Durchmessers  schneiden  den  Cylinder,  der  alle  Trägheits- 
ellipsoide  umhüllt,  die  bei  dieser  Bewegung  erzeugt  werden,  in  einer 
Ellipse,  die  ebenfalls  der  Reihe  der  sich  gleichgross  bleibenden  und 
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den  Cylinder  erzeugenden  Ellipsen  angehört.  Projicirt  man  diese 
Ellipse  aus  dem  Mittelpunkt  desEllipsoids,  so  enthält  der  entstehende 
Winkelraum  jederzeit  einen  von  allen  möglichen  Gruppen  conjugir- 
ten  Durchmesser,  es  können  sogar  deren  zwei  in  der  den  Winkelr 
räum  umhüllenden  Winkelfläche  liegen ;  da  ferner  diese  Winkel- 
fläche das  Centralellipsoid  in  zwei  ähnlichen  Ellipsen  schneidet, 
also  ganz  durchdringt,  so  folgt  noch,  dass  von  je  drei  conjugirten 
Durchmessern  eines  Trägheitsellipsoids  immer  mindestens  einer 
durch  das  Centralellipsoid  durchgeht. 

Sollen  drei  conjugirte  Durchmesser  so  bestimmt  werden,  dass 
einer  durch  den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  desCentralellipsoids 
gphe,  und  die  zwei  andern  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  so  ist 
der  erste  der  der  Stellung  der  gegebenen  Ebene  conjugirte  Durch- 
messer des  Centralellipsoids,  und  die  zwei  andern  laufen  parallel 
zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  desselben. 

Können  alle  Kräfte  AP  zu  je  zweien  sogruppirt  werden,  dass 
alle  Verbindungslinien  der  Angriffspunkte  parallel  laufen  und  dass 
alle  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  der  Gruppen  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  die  Richtung  der  Parallellinien  und  die  Stellung  der 
Ebene. in  allen  Trägheitsellipsoiden  conjugirt,  deren  Mittelpunkte 
in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  gehenden 
Parallelen  zu  obigen  Verbindungslinien  liegen.  —  Es  genügt  diess 
für  das  Centralellipsoid  nachzuweisen,  denn  dann  gilt  es  auch, 
laut  dem  eben  Bewiesenen,  für  jedes  EUipsoid,  dessen  Mittelpunkt 
in  der  eben  erwähnten  Parallelen  liegt. 

Wird  die  Ebene,  in  der  die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte 
jeder  Gruppe  wirken,  zur  Ebene  der  xy  und  die  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Parallele  zu  der  Verbindungslinie  zweier, 
eine  Gruppe  bildender  Kräfte  zur  Axe  der  »  gewählt,  so  ist  für  je 
zwei  Kräfte  P  und  P|  einer  Gruppe  x  und  y  constant,  »  P  -f-  j»i  /*, 
aber  gleich  0 ,  weil  der  Voraussetzung  gemäss  der  Angriffspunkt 
der  Mittelkraft  in  der  Ebene  der  xy  liegt,  mithin  ist  für  jede 
Gruppe  x7iP  •\'  xz^Pi  und  y  z  P  -\-  ys^P^  gleich  0,  also  auch 
2x3  P  und  2yzP  für  das  ganze  System  gleich  0,  woraus  laut 
obigem  folgt,  dass  die  diesen  beiden  Summen  gemeinschaft- 
liche Ordinate  z  der  Ebene  der  x  y  conjugirt  ist,  aus  denen  das 
dritte  Product  2xyP  gebildet  ist. 

Können  alle  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Angriffs- 
punkte aller  zu  einer  Gruppe  gehöriger  Kräfte  in  Parallelebenen 
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und  die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  einer  jeden  Gruppe  in 
einer  geraden  Linie  liegen ,  so  ist  diese  Gerade  der  der  Stellung 
der  Parallelebene  conjugirte  Durchmesser  des  Centralellipsoids. 
Denn  wählt  man  diese  Linie  zur  Axe  der  z  und  nimmt  man  die 
Ebene  der  a;y  parallel  zur  Stellung  der  übrigen  Parallelebenen  an, 
so  ist  der  Voraussetzung  gemäss  für  jede  Gruppe  2a;P  und  SyP 
gleich  0;  da  aber  ss  für  jede  Gruppe  constant  ist,  so  ist  auch 
2a;zP  und  2yzP  im  Ganzen  gleich  0,  mithin  die  Axe  der  s,  die 
auch  durch  den  Schwerpunkt  geht  (Nr.  59  S.215)  der  der  Stellung 
der  Ebene  der  a?y  conjugirte  Durchmesser  des  Centralellipsoids. 

Können  endlich  die  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Mittel- 
punkte der  Centralellipsoide  aller  Gruppen  auf  einer  Geraden 
liegen,  und  dass  irgend  zwei  dieser  Geraden  conjugirte  Durch- 
messer in  allen  Gruppen  parallel  laufen,  so  sind  auch  im  Central- 
ellipsoid  des  ganzen  Systems  die  Paralleldurchmesser  der  Ver- 
bindungslinie aller  Mittelpunkte  conjugirt;  dieses  wird  ebenso  wie 
oben  bewiesen. 

Alles  bisher  Gesagte  gilt  allgemein,  welches  auch  die  Stellung 
und  Sichtung  der  vorkonimenden  Ebenen  und  Linien  sei ;  es  gilt  also 
auch  dann,  wenn  sie  rechtwinkelig  auf  einander  stehen.  Die  drei 
rechtwinkelig  auf  einander  stehenden  Durchmesser  des  Trägheits- 
ellipsoids  heissen  die  Hauptaxen.  Die  Richtungen  der  Hauptaxen 
des  Centralellipsoids  sind  in  jedem  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  auf 
einer  dieser  Hauptaxen  liegt,  conjugirt  (sind  Hauptaxenrichtungen). 

Können  die  Kräfte  zu  je  zweien  so  gruppirt  werden,  dass  die 
Verbindungslinie  ihrer  Angriffspunkte  senkrecht  auf  einer  gegebe- 
nen Ebene  steht ,  und  dass  der  Angriffspunkt  ihrer  Mittelkraft  in 
dieser  Ebene  liegt,  so  ist  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Parallele  zur  Verbindungslinie  der  Kräfte  eine  Hauptaxe  des 
Systemes. 

Können  die  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Angriffs- 
punkte aller  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Kräfte  in  Ebenen  liegen, 
die  senkrecht  auf  einer  geraden  Linie  stehen,  welche  gleichzeitig 
auch  die  Angriffspunkte  der  Mittelkraft  einer  jeden  Gruppe  enthält, 
so  ist  diese  Gerade  eine  Hauptaxe  des  Centralellipsoids. 

Wenn  endlich  die  Kräfte  so  gruppirt  werden ,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  in  den  Centralellipsoiden  aller 
Gruppen  eine  Hauptaxe  ist,  so  ist  sie  es  auch  im  Centralellipsoid  des 
ganzen  Systems ;  laufen  zudem  noch  die  beiden  übrigen  Haupt- 
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axen  in  allen  Partialellipsoiden  parallel ,  so  laufen  auch  die  des 
Centralellipsoids  mit  ihnen  parallel. 

Die  zuletzt  ausgesprochenen  Sätze  reduciren  sich  auf  die  fol- 
genden, wenn  die  Angriffspunkte  aller  A  P  in  einer  Ebene  liegen, 
es  tritt  dann  natürlich  eine  Trägheits  -  und  eine  Centralellipse  an 
die  Stelle  der  EUipsoide. 

Können  alle  Kräfte  A  P  so  gruppirt  werden,  dass  die  Schwer- 
punkte aller  Gruppen  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  dass  dieser 
Linie  als  gemeinschaftlichem  Durchmesser  aller  Gruppen  parallele 
Durchmesser  conjugirt  sind,  so  ist  auch  in  der  Centralellipse  dem 
gemeinschaftlichen  Durchmesser  der  eine  parallele  Durchmesser 
conjugirt,  mithin  auch  in  allen  denjenigen  Trägheitsellipsen,  deren 
Mittelpunkte  in  dem  gemeinschaftlichen  oder  in  dem  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden  parallelen  Durchmesser  liegen. 

Können  insbesondere  alle  Kräfte  A  P  zu  je  zweien  so  gruppirt 
werden ,  dass  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  parallel  laufen  und 
die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  jeder  Gruppe  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  so  sind  die  mit  diesen  Linien  parallel  laufenden  Durch- 
messer all  jener  Trägheitsellipsen  conjugirt,  deren  Mittelpunkte  in 
einer  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Parallellinien  liegen. 

An  den  obigen  Aussagen  ändert  sich  nichts,  wenn  die  beiden 
Richtungen  senkrecht  aufeinander  stehen;  die  conjugirten  Durch- 
messer sind  dann  die  Axen. 


103.   System  von  parallelen  Kräften,  deren  Intensität 
der  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von  einer  Ebene 

proportional  ist 

Das  bisher  Entwickelte  wollen  wir  an  dem  hier  in  derUeber- 
schrift  gegebenen  System  von  Kräften  erläutern,  indem  wir  den 
Angriffspunkt  dieser  Kräfte  bestimmen. 

Es  seien  A  P  Constanten,  die  erst  noch  der  Multiplication  mit 
dem  in  irgend  einer  Richtung  von  einer  Ebene  gemessenen  Ab- 
stand bedürfen ,  um  zu  Kräften  zu  werden.  Behandeln  wir  diese 
Constanten  schon  wie  Kräfte,  so  müssen  wir  sagen:  die  Mittelkraft 
des  ganzen  Systems  ist  gleich  dem  Moment  jener  Constanten  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Ebene.  Bestimmt  man  daher  den  Schwer- 
punkt derselben  nach  Nr.  97  c  S.  392,  so  ist  die  Intensität  der 
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Mittelkraft  gleich  x,  P,  wo  x,  die  in  der  gegebenen  Richtung  ge* 
messene  Entfernung  dieses  Schwerpunktes  ron  der  gegebenen 
Ebene  E  ist;  dabei  ist  die  Richtung  der  Kräfte  ganz  willkariich, 
nur  muss  dieselbe  für  alle  einzelnen  Kräfte  die  gleiche  bleiben. 

Zur  Bestimmung  des  Angriffspunktes  der  Hittelkraft  denken 
wir  uns  diesen  mit  dem  schon  bestimmten  Schwerpunkt  des  Sy- 
stems verbunden  und  nehmen  diese  Verbindungslinie  als  Axe  der 
z  und  die  gegebene  Ebene  E  als  die  der  xy  an.  Dann  ist  die  In- 
tensität jeder  einzelnen  Kraft  dem  Product  zt^P  auch  dann  pro- 
portional ,  wenn  z  mit  der  die  Intensität  der  Kräfte  bestimmenden 
Entfernung  nicht  parallel  läuft.  Da  nun  der  Angriffspunkt  der 
Mittelkraft  der  Voraussetzung  gemäss  in  der  Axe  der  z^  also  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  der  xz  und  der  y  ;9  liegt,  so  müssen  ^y  .  zAP 
und  2x.zAP  gleich  0  sein.  Laut  Nr.  102  S.4:10  ist  also  die  Rich- 
tung der  z  im  Trägheitsellipsoid  des  Ursprungs  der  Coordinaten, 
und  weil  z  durch  den  Schwerpunkt  geht,  auch  im  Centralellipsoid 
der  Stellung  der  Ebene  E  conjugirt,  und  dadurch  vollständig 
bestimmt. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Lage  des  Angriffspunktes  in  diesem 
der  Stellung  der  Ebene  E  conjugirten  Durchmesser  des  Central- 
ellipsoids  zu  bestimmen.  Da  das  Moment  der  Mittelkraft  gleich 
der  Summe  der  Momente  aller  Einzelkräfte  bezüglich  der  Ebenem 
ist,  so  gelangen  wir  zu  dieser  Entfernung,  indem  wir  diese 
Momenten-Summe  durch  die  Mittelkraft  dividiren. 

Die  Momenten-Summe  ist : 

2  z^  A  P  =  z,  Zp  P, 
wenn  Nr.  101  S.  404  entsprechend,  mit  Zs  Zp  die  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  und  des  Antipoles  der  Ebene  E  im  Centralellipsoid 
von  dieser  Ebene  bezeichnet  werden. 

Wir  denken  uns  dabei  z,  und  Zp  in  der  Richtung  der  z  ge- 
messen,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  weil 
diese  Entfernungen  den  in  jeder  andern  Richtung  gemessenen 
Entfernungen  proportional  bleiben. 

Die  Intensität  der  Mittelkraft  ist  gleich  der  Grösse : 

2zAP  =  z,2Pi 
demnach  die  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  vom  Ursprung  in 
der  Ebene  E  gleich : 

Zs  Zp  P 
z     P~    ~    ^^' 
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gleich  der  EntfernuDg  der  Ebene  E  von  ihrem  Antipol  im  Polar- 
system, dessen  Ordnungsfläche  das  Centralellipsoid  ist. 
Wir  wiederholen : 
Wenn  in  einem  System  von  parallelen,  sonst 
aber  in  jeder  beliebigen' Richtung  wirkenden 
Kräften,  jede  einzelne  Kraft  ihrer  in  beliebiger 
Richtung  gemessenen  Entfernung  von  einer  Ebene 
jßmultiplieirtmit  einer  Gonstanten  AP  (die  auch 
negativ  sein  kann)  gleich  ist,  und  man  die  Con- 
stanten wie  Kräfte  behandelt,  ihren  Schwer- 
punkt und  ihr  Centralellipsoid  bestimmt:  so  ist 
die  Intensität  der  Mittelkraft  dieses  Systemes 
gleich  der  Summe  aller  Constanten  P,  multipli- 
cirtmitder  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  von 
derEbene  J?,  und  ihr  Angriffspunkt  ist  imPolar- 
system,  dessen  Ordnungsfläche  das  Central- 
ellipsoid ist,  der  Antipol  der  Ebene^. 

Da  die  statischen  und  die  Trägheitsmomente  jetzt  an  die  Stelle 
der  Kräfte  und  Momente  getreten  sind,  so  können  sie  auch  gruppen- 
weise nach  den  Regeln  der  vorigen  Nummern  mit  Hülfe  der  Cen- 
tralellipsen  der  einzelnen  Gruppen  zusammengesetzt  werden. 
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Da  Qber  die  Zahl  und  Grösse  der  A  P  durchaus  keine  Voraus- 
setzungen gemacht  worden  sind,  so  können  wir  uns  die  Zahl  der- 
selben, oo  gross  und  die  A  P  selbst  unendlich  klein  denken,  und  es 
werden  die  in  der  vorigen  Nummer  abgeleiteten  Sätze  noch  volle 
Gültigkeit  haben,  z.B. sie  werden  unmittelbar  angewendet  werden 
können  auf  Körper,  deren  Elemente  Kräften  ausgesetzt  sind,  die  dem 
Inhalt  des  Elementes  multiplicirt  mit  seiner  Entfernung  von  einer 
Ebene  E  proportional  sind.  Man  wird  dann  das  Centralellipsoid 
gerade  so  bestimmen  können,  wie  das  von  2^P  bestimmt  wurde. 

Denkt  man  sich  ferner  die  Ebenol  der  vorigen  Nummer  nicht 
mehr  fest,  sondern  veränderlich,  so  wird  sich  auch  der  Angriffs- 
punkt der  Mittelkraft  der  Kräfte  nach  den  Gesetzen  der  reciproken 
Verwandtschaft  im  Polarsystem  verändern,  dessen  Ordnungsfläche 
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das  Centralellipsoid  der  Constanten  P  ist,  indem  der  Angriffspunkt 
immer  der  Pol  der  zu  E  symmetrischen  Ebene  bleibt. 

Beschreibt  also  die  Ebene  E:       so  beschreibt  der  Angriffspunkt 

der  Mittelkraft : 
Einen  Ebenenbüschel  1.  Ord-      Eine  gerade  Linie. 

nung,  indem  sie  sich  um 

eine  gerade  Linie  dreht. 
Einen  Ebenenbüschel  2.  Ord*       Eine  ebene  Curve  2.  Ordnung. 

nung,  indem  sie  eineEegel- 

fläche  umhüllt. 
Einen  Ebenenbündel  1.  Ord-       Eine  Ebene,  in  der  er  immer 

nung  9    indem    sie  immer  bleibt. 

durch  einen  festen  Punkt 

geht. 
Einen  Ebenenbündel  2.  Ord-       Eine  Fläche  2.  Ordnung,  aus 

nung,  indem  sie  eine  Fläche  der  er  nicht  heraustritt. 

2.  Grades  umhüllt. 
Irgend  einen  Körper,  von  dem      Irgend  einen  Kern,  in  dem 

sie  ausgeschlossen  ist.  er  bleibt. 

Wir  wollen  die  Bedeutung  dieses  Kernes  durch  ein  Beispiel 
klar  zu  machen  suchen. 

Gesetzt,  es  seien  die  einzelnen  Theilchen  eines  Körpers  An- 
ziehungskräften ausgesetzt,  die  von  einer  Ebene  ausgehen,  deren 
Intensität  der  Entfernung  von  dieser  Ebene  proportional  ist,  und 
es  können  die  anziehenden  Ebenen  nie  in  das  Innere  des  Körpers 
dringen,  sondern  ihn  höchstens  berühren,  seien  also  von  ihm  aus- 
geschlossen, so  ist  der  Kern  dieses  Körpers  der  Ort  aller  Lagen  des 
Mittelpunktes  der  Anziehung,  über  den  dieser  nie  heraustreten  wird. 

In  der  Folge  werden  wir  es  zwar  nie  mit  einem  System  von 
Kräften  zu  thun  haben,  bei  welchem  deren  Angriffspunkte  im  Raum 
zerstreut  sind ,  dagegen  sehr  häufig  mit  solchen,  deren  Angriffs- 
punkte alle  in  eine  Ebene  fallen.  Gerade  so  wie  wir  uns  oben  die 
Körperelemente  als  Träger  von  Kräften  dachten,  die  der  Entfernung 
Ton  einer  Ebene  E  proportional  waren,  eben  so  können  wir  uns 
auch  ebene  Flächenelemente  als  Träger  von  Kräften  denken ,  die 
den  Entfernungen  von  Axen  in  der  Ebene  proportional  sind.  Dahin 
gehören  z.  B.  die  Spannungen  der  Fibern  in  dem  eben  voraus- 
gesetzten Querschnitt  eines  gebogenen  Balkens,  indem  diese  Span- 
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nungen  jederzeit  den  EntfernuDgen  von  der  neutralen  Faser  pro- 
portional angenommen  werden.  Wir  schliessen  daher  mit  An- 
wendung des  Entwickelten  auf  die  Ebene  und  insbesondere  auf 
das  eben  berührte  Beispiel. 


105.  System  paralleler  an  einem  ebenen  öuerschnitt 
wirkender  Kräfte,  deren  Intensität  ihrer  Entfernung  von 
einer  neutralen  Axe  proportional  .ist.    Der  Kern  des 

öuereclinitts. 

Um  die  Resultate  dieser  Nummer  später  unmittelbar  bei  der 
Widerstandsfähigkeit  der  Balken  verwenden  zu  können,  wollen 
wir  hier  schon  die  zur  Ermittelung  derselben  passende  Bezeich- 
nung einführen.  Wo  es  möglich  ist,  nehmen  wir  die  Axe  des  Bal- 
kens als  Abscissenaxe  an,  die  demnach  ganz  in  der  Ebene  der  xy 
liegt.  Für  den  Querschnitt  bleiben  uns  dann  dieOrdinatenyund  z 
übrig.  Den  Ursprung  der  Coordinaten*  verlegen  wir  in  den  Schwer- 
punkt und  nehmen  als  ;?  Axe,  von  der  aus  die  y  gemessen  werden, 
die  Parallele  zur  neutralen  Faser  an ,  und  als  y  Achse  den  dieser 
z  Achse  in  der  Gentralellipse  conjugirten  Durchmesser.  Ferner 
sei  yn  die  Ordinate  der  neutralen  Faser  und  der  Widerstand  für 
ein  Flächenelement  A  F,  dessen  Ordinate  y='C  ist,  gleich  ^.  Dann 
wird  der  Widerstand  der  Faser,  deren  Entfernung  von  der  neu- 
tralen Axe  gleich  y«  +  ^  ^^t,  gleich  -^--"^-^  ^  A  F  sein,  weil  die 

y«  +  c 

Widerstände  der  einzelnen  Fasern  sich  wie  ihre  Entfernungen  von 
der  neutralen  Axen  verhalten  sollen. 

Der  totale  Widerstand  ist  daher  gleich : 

Q  = :?  y«-+-y  p  A  F '^\—  Q  F. 

Wir  bemerken,  dass  der  Widerstand  der  Schwerpunbtsfaser 

gleich  --^j^-  Q  ist.    Man  kann  daher  sagen :  derWider  stand 

in  der  Parallelen  zur  neutralen  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  ist  so  gross,  als  ob  der  totale  Wider- 
stand^ über  den  ganzen  Querschnitt  gleichförmig 
vertheilt  wäre. 
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Das  Moment  der  Widerstände  in  Bezug  auf  die  sAxe  ist  gleich: 

y»  +  ^  y«  +  ^ 

wo,  wie  in  Nr,  99  S.397,  Ar»  F  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  z  Axe  bezeichnet. 
Durch  Division  des  Momentes  durch  die  Kraft  erhalten  wir 
die  Ordinate  des  Angriffspunktes  dieser  letztern : 

y V  *=  -}^  = '   woraus 

Q       y« 

Vn  l/q  =  Ä*  folgt. 

Das  Moment  2  z  .  ^"[^  o  A  f  der  Widerstände  in  Bezu^ 

auf  die  y  Axe  ist  gleich  0,  weil  wir  vorausgesetzt  haben,  sie  gehe 
durch  den  Schwerpunkt,  woraus  2  s  A  F  =  0,  und  sei  der  z  Axe 
conjugirt,  woraus  -Jy  ä  A  F  =  0  folgt.  Der  Angriffspunkt  liegt 
also  in  der  ^s  Axe  selbst,  d.h.  indem  der  neutralen  Axe  conjugirten 
Durchmesser;  da  nun  auch  die  Ordinate  y^  desselben  gleich  der 
des  Antipols  ist,  so  folgt:  der  Angriffspunkt  des  Wider- 
standes ist  *der  Antipol  der  neutralen  Axe  bezüg- 
lich der  Centralellipse  des  Querschnitts.  Wodurch 
dieser  Widerstand  vollständig  bestimmt  ist. 

Sehr  häufig  ist  der  Widerstand  und  sein  Angriffspunkt  ge- 
geben, und  es  handelt  sich  dann  darum,  die  Maximalspannung  in 
der  Faser  c  zu  bestimmen.     Aus   dem  gegebenen  Angriffspunkt 

l/g  findet  man  zunächst  die  Ordinate  der  neutralen  Faser  t/n  =  -  ' 

und  dann  aus  der  ersten  der  entwickelten  Gleichungen : 

Setzt  man  c  =  y„,  so  ist  ^  =«  2  -—^  d.h.  dieSpannungin 

r 

der  symmetrisch  zur  neutralen  Axe  gelegenen  Linie 

ist  doppelt  so  gross  als  wie  die  im  Schwerpunkt 

Ist  y^  =  0,  so  wird  y«  =   oo  und  q  constant  =  -^  •     Wenn 

also  ^  im  Schwerpunkt  angreift,  oder  was  dasselbe 
ist,  wenn  die  neutrale  Axe  mit  den  unendlich  fernen 
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Geraden  zusammenfällt,  so  vertheilt  sich  (f  gleich- 
förmig über  den  ganzen  Querschnitt. 

I8ty^=  oo,  y„  =  0,  d.  h.  ist  ß  =  Oeine  unendlich 
kleine  und  ferne  Kraft,  so  geht  die  neutrale  Axe 
durch  den  Schwerpunkt;  sie  theilt  die  Querschnittsfläche  in 
zwei  Theile,  deren  statische  Momei^te  gleich  gross  sind,  und  ^ 
reducirt  sich  auf  ein  Eräftepaar. 

Die  Spannung  in  der  Faser  ö  ist  gleich : 

Q  = 


k^F 


Construirt  man  für  jeden  der  beiden  durch  die  neutrale  Axe 
getrennten  Flächentheile  die  Gentralellipse,  so  sind  die  Antipole  der 
neutralen  Faser  in  jeder  der  beiden  Centralellipsen  die  Angriffs- 
punkte der  spannenden  und  drückenden  Q ,  aus  welchen  sich  das 
Rräftepaar  zusammensetzt.  Das  Moment  O»  getheilt  durch  die 
Entfernung  der  Antipole,  giebt  die  Grösse  der  Kräfte. 

Sind  zwei  Querschnitte  affin  verwandt,  so  sind  es  auch  alle 
Gonstructionslinien ,  welche  zur  Bestimmung  der  Centralellipse 
dienten.  Verwandten  Axen  werden  daher  auch  verwandte  Pole 
entsprechen  und  umgekehrt. 

Tig.  169  ist  der  besondere  Fall  der  affinen  Verwandtschaft 

Fig.  169. 

30    V. 


/ 
/ 


• 


dargestellt,  wo  die  beiden  Systeme  einen  unendlich  fernen  Punkt 
Qo  und  die  gerade  Linie  h  entsprechend  gemein  haben. 

Alle  entsprechenden  Punkte  0  P  S  T  und  0,  P,  S,  T,  liegen 
auf  den  Parallelen,  die  durch  den  Punkt  oo  gehen,  und  alle  ent- 
sprechenden Linien,  wie  die  Tangenten  S  P  und  S,  P,^  TP  und 
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T,  P,f  so  wie  die  Verbindungslinien  irgend  zweier  entsprechenden 
Punkte  schneiden  sich  auf  h. 

Da  Aehnlichkeit  nur  ein  besonderer  Fall  von  Affinität  ist,  so 
gilt  das  eben  Gesagte  natürlich  auch  von  ähnlichen  Systemen. 

Denkt  man  sich  die  neutrale  Axe  Dicht  mehr  fest,  so  ver- 
ändert sich  auch  die  Lage  d^s  Angriffspunktes  der  Mittelkraft. 

Beschreibt  die  neutrale  Axe :         so  beschreibt  der  Angriffspunkt 

der  Mittelkraft: 
Einen  Strahlenbüschel  l.Ord-       Eine  gerade  Linie. 

nung,   indem   sie  sich  um 

einen  Punkt  dreht. 
Einen  StrahlenbUschel  2.0rd-       Eine  Curve  2.  Ordnung. 

nung,  indem  sie  immer  eine 

Curve  2.  Ordnung  umhüllt. 
Den  Umfang  des  Querschnitts,       Den  Kern  des  Querschnitts, 

indem  sie  von   ihm  ausge-  in   dem   er  eingeschlossen 

schlössen  ist  bleibt. 

Die  Bedeutung  dieses  Kerns  erläutern  wir  an  folgendem  Bei- 
spiel. Es  giebt  Constructionstheile,  wie  z.  B.  Mauern,  die  nur  in 
einer  Richtung  widerstehen  sollen  und  können.  Mauern  sollen 
z.  B.  keinen  Spannungen,  sondern  nur  Pressungen  ausgesetzt  sein; 
damit  nun  die  einzelnen  Mauerschichten  nur  solchen  auch  wirk- 
lich ausgesetzt  seien,  darf  der  Mitteldruck  der  Belastung  nicht  aus 
dem  Kern  heraustreten ;  findet  diess  aber  dennoch  statt,  indem  die 
Mauer  z.  B.  zu  nahe  am  Rand  belastet  wird ,  so  kann  sie  auf  der 
andern  Seite  Risse  bekommen. 
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Es  sei  ein  System  von  constanten  paraUelen  Kräften,  Gewichten  oder  Massen 
A  Pi  gegeben ,  mit  denen  die  Punkte  x,-  y^  z^  1   behaftet  sind ,   und  es  sei  die 

Summe  der  Prodncte  aller  A  P  mit  den  Entfernungen  p  q  der  Punkte  von  swei 
Ebenen,  die  duroh  einen  festen  Ifittelpunkt  x^  y^  z^  l  gehen,  zu  ermitteln ;  abo 

2p  q  A  P,  d.  h.  das  sogenannte  Centrifngaliii^ment  in  Bezug  auf  die  bei- 
den Ebenen,  zu  bilden.  —  Es  geschieht  dies,  indem  wir  die  Lage  von  zwei 
Ebenen  {  ^  C  1  und  i*  tf  C  1>  parallel  zu  Jeder  der  gegebenen  so  bestimmen ,  dass 
das  Product  ihrer  Entfernungen  vom  Mittelpunkt,  multiplicirt  mitZAP«P. 
gieich  der  gewünschten  Summe  sei. 
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Die  Entfernnng  eines  Punktes  x^  y^  z^  l  von  der  Ebene  (  ^  C  1  ist  gleich : 

öl'  .       ^  ^    .       .      Cü' 


die  des  Mittelpunktes  von  derselben  Ebene : 

demnach  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  gegebenen  Ebene,  mit  der  a  parallel 


lauft,  gleich:  (a,.  —  a^) 


In  gleicher  Weise  erhält  man  die  Entfernungen  der  «weiten  gegebenen  Ebene 


(O 


durch  den  Mittelpunkt,  von  der  gesuchten  Parallelebene  t  ti'  ('  l  gleich:  a^  -, 

und  von  den  Punkten  i,  gleich:  {a ^  —  «^)  — ;-,   indem  man  in  cv  die  {  >;  C  1 

durch  i  n  i  \  ersetzt.    Die  Ifi^X  und  ^  n  t^  \  der  beiden  gesuchten  Ebenen 
haben  daher  der  Bedingungsgleichnng  zu  genügen : 

2  (a.  ^  a    ) .  Ca'.  —  a    )  -^  .AP««     a     —~y  .  P, 

In  dieser  Gleichung  heben  sich  die  Producte  — >~;  esistalsogleich- 

99 
gültig,   in   welchen  Richtungen   diej^unde^  gemessen   werden; 

nur  müssen  sie,  einmal  für  Jede  Ebene  angenommen,   constant 

bleiben. 

Die  Gleichung  reducirt  sich  daher  auf : 

S  (ft.  —  «   H«'  •  —  «'  ^  A  P  —  I»    «' 

1  • 

oder  -p-  2  «,  «',•  AP  =  «^  «',  +  «,  «'^, 

wenn  mit  a^  und  «^  »>  x^  |  +  ^^  ^  +  z^  C  4-  i  die  Entfernungen  des  Schwer- 
punktes von  den  Ebenen  a  und  a  bezeichnet  werden. 

Diese  Gleichungen  ändern  sich  nicht,  wenn  a  und  a\  d.«  h.  I  i?  C  i  und 
I'  j/'  C'  i  vertauscht  werden.  Es  haben  demnach  |  und  |  ij  dieselben  Coefflcienten 
als  wie  |'  und  l'  j;  ;  da  ferner  Jede  dieser  Grössen  nur  in  der  ersten  Potenz  vor- 
kommt, so  ist  sie  die  Polargleichnng  der  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung, 
deren  Gleichung  man  erhält,  indem  |,  ^,  Ci  i  "^  l'i  n\  Cj  i  gesetzt  wird,  nämlich: 

2   Ca.  —  a    ')>  A  P  ■-  a    *, 

Betrachten  wir  zunächst  4iese  Fläche  etwas  genauer. 
Nimmt  man  eine  zweite  Ebene  parallel  zu  |  ^  C  l  so  an,  dass  +  «,,,  »-  —  a^^ 
wird,  so  wird  auch  -f  («,  —  a^  «=  —  (jt^  —  a^,),   d.  h.  verschiebt  man  die 
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Ebene  (  i  C  ^  parallel  mit  sich  selbst  80  über  den  Mittelpunkt  hinüber,  dass  dieser 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Ebenen  sich  befindet,  so  genügen  die  neuen 
Coordinat<'n  ebenfalls  noch  der  obigen  Gleichung.  Da  dies  nun  für  Jedes  1 17  C  1 
gilt,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Momente  x^  y^^  z^  1  auch  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  zweiter  Classe. 

Die  zweite  Gleichung  stellt  eine  Fläche  dar,  die  den  zwei  Kegeln  einbesebrie- 
bt*n  ist,  deren  Spitzen  im  Mittelpunkt  a  ^^  »>  0  und  im  Schwerpunkt  a^  =  0  liegen 
und  welche  die  Fläche  2  a^^  A  P  umhüllen.    Da  nun  die  Gleichung  dieser  letztem 

ein  Aggregat  von  Quadraten  ist ,  so  kann  ihr ,  wenn  alle  A  P  positiv  sind ,  darch 
keinen  reellen  Werth  von  1 17  C  1  genügt  werden ;  die  beiden  Kegel  sind  demnach 
imaginär ,  und  sowohl  der  Mittelpunkt  als  auch  der  Schwerpunkt  liegen  im  Innern 
der  Fläche.  Sie  ist  also  ein  Ellipsoid.  Dieses  Ellipsoid  heisst  das  Träg- 
heitsellipsoid,  wenn  der  Mittelpunkt  m  beliebig,  und  Centralellipsoid, 
wenn  er  im  Schwerpunkt  angenommen  wurde.  Die  Gleichung  des  Centralellip- 
soides  ist : 

-],-  JSa.^  AP^  2  «,». 

Die  Gleichung  eines  andern  Ellipsoids,  das  seinen  Mittelpunkt  in  x^  y^  z^  1 
hat,  ist: 

1 


Zieht  man  diese  von  der  des  Ellipsoids  m  ab ,  so  erhält  man  die  Gleichung 
einer  Fläche  zweiter  Classe,  die  alle  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  der 
Ellipsoide  m  und  n  auch  berührt.     Sie  ist 

und  zerfällt  in  die  Gleichung  des  Schwerpunktes  und  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Verbindtingslinie  der  zwei  Mittelpunkte,  weil  aus  a^^  —  a^  das  constante  Glied 

ausfällt.  Dass  alle  Tragheitsellipsoide  eine  und  dieselbe  imaginäre  Kegelfläcbe 
berühren ,  welche  im  Schwerpunkt  ihre  Spitze  hat ,  wussten  wir  schon ;  aber  aus 
a„  —  ff..  =  0    ersehen   wir  noch:    je  zwei  Tragheitsellipsoide   des- 

selben  Systenis  von  Constanten  AP  werden  von  einer  reellen 
Cylinderfläche  umhüllt,  deren  Erzeugenden  mit  der  Verbin- 
dungslinie ihrer  zwei  Mittelpunkte  parallellaufen.  Diesezwei 
Ellipsoide  durchschneiden  sich  immer  nur  in  einer  reellen 
Curve  zweiter  Ordnung. 

Das  eben  Gesagte  gilt  natürlich  auch  vom  Centralellipsoid  und  Jedem  andern. 

Wir  kehren  zur  Productensumme  JSp  q  A  P  zurück.     Da  die  Gleichung: 


p-  -T  «,.  «',.  A  P—  «,^  «',  +  «,  «' 


m 


die  Polargleichung  des  Trägheitsellipsoids  ist,  so  wird  sie,  wenn  in  ihr  die  Coordi- 
naten  der  einen  Ebene  1 17  C  1  f<)st  angenommen  werden ,  die  der  andern  aber  als 
Variabein  betrachtet  werden,  die  Gleichung  des  Poles  der  festen  Ebene  dar- 
stellen : 
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Das  CeDtrifug^almoment  eines  Systems  von  A  P  in  Bezug 
anf  iwei  durch  den  Mittelpunkt  des  Tr äg hei tsellipsoids  gehende 
Ebenen  ist  gleich  P  multiplicirt  mit  der  Entfernung  irgend 
einer  Ebene,  die  man  parallel  zu  einer  der  beiden  gegebenen 
Ebenen  geführt  hat,  und  der  Entfernung  des  Poles  dieser  Pa- 
rallelebene  von  der  andern  gegebenen  Ebene. 

Da  die  Lage  der  Parallelebene  willkürlich  ist,  so  ist  man  imstande,  £pqAP 
mit  jeder  beliebigen  Entfernung  zu  dividiren.  Wird  diese  Entfernung  insbesondere 
so  gewählt ,  dass  die  Parallelebene  das  Trägheitsellipsoid  tangirt ,  so  ist  der  in  ihr 
liegende  Berührungspunkt  selbst  ihr  Pol : 

Das  Centrifugalmoment  ist  also  auch  gleicht,  multiplicirt 
mitden  beiden  Entfernungen  einesjeden  der  Berührungspunkte 
der  vier  Parallelebenen,  von  den  beiden  gegebenen  Ebenen. 

Sind  die  beiden  angenommenen  Ebenen  conjugirt,  so  geht  jede  derselben 
durch  die  Pole  aller  Parallelebenen  der  andern : 

Das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  conjugirte  Ebenen, 
die  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  ist  gleich  null. 

In  den  meisten  Fällen  begnügt  man  sich  damit ,  das  Centralellipsoid  zu  con- 
struiren,  und  es  ist  dann  das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  irgend  zwei  Ebenen, 
die  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen ,  zu  bestimmen.  Wir  nehmen  an ,  die 
erste  Ebene  ^  ^  C  ^  S^be  durch  den  Schwerpunkt ,   dann  ist  »^  sa  o ,  und  die 

Gleichung  des  Poles  dieser  Ebene  in  Bezug  auf  das  Trägheitsellipsoid  wird : 

t       t  "  m      t' 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  des  Antipols  der  gegebenen  Ebene  in 
Bezug  auf  das  Centralellipsoid.     In  der  That,  die  Polargleichung  desselben  ist : 

S  «,  a\  AP^2  a^  a\. 

Nimmt  man  nun  {^  f  1  so  an,  dass  der  Schwerpunkt  mitten  zwischen  ihr  und 
der  gegebenen  Eben«  liegt,  so  hat  man  offenbar : 

wodurch  die  beiden  Gleichungen  identisch  werden : 

Das  Centrifugalmoment  eines  Systems  von  A  P  in  Bezug 
auf  zwei  beliebige  Ebenen  im  Kaum  ist  gleich  P  multiplicirt 
mit  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  der  A  P  von  der  einen 
Ebene  und  der  des  Antipols  dieser  Ebene,  bezüglich  des  Cen- 
tralellipsoids,  von  der  andern.  Geht  die  eine  Ebene  durch  den 
Antipol  der  andern  und  umgekehrt,  so  ist  das  Centrifugal- 
moment gleich  null. 

Endlich  geht  auch  noch  ans  der  Formel : 

welche  mit  den  von  Nr.  99  S.  397  identisch  ist,  hervor,  dass: 

das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  beliebige  Ebenen 
gleich  sei  P,  multiplicirt  mit  den  Entfernungen  des  Schwer- 
Punktes    von    den    gegebenen    Ebenen,    plus    dem    Centrifugal« 
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moioent  derselben  A  P  in  Bezug  auf  parallele  Ebenen  dareh  den 
Schwerpunkt. 

Nichts  ändert  sieh  an  dem  bisher  Bewiesenen ,  wenn  die  beiden  gegebesen 
Ebenen  zusammenfallen,  ^p  q  A  P  wird  dann  gleich  £  fi^  A  P  and  heiset  Tiig- 
heitsmoment     Wir  wiederholen  kurz : 

Das  Trägheitsmoment  eines  Systems  von  A  Pin  Besng  anf 
eine  durch  den  Mittelpunkt  eines  Trägheitsellipsoids  gehenden 
Ebene  ist  gleich: 

P  mal  dem  Producte  der  Entfernungen  einer  Parallelebene 
und  ihres  Poles  bezüglich  des  Trägheitsellipsoids,  tob  der  ge- 
gebenen Ebene; 

oder:  P  mal  dem  Quadrat  der  Entfernung  der  parallelen 
Tangentialebenen  an  das  Trägheitsellipsoid; 

oder:  P  mal  dem  Product  der  Entfernungen  des  Schwer- 
punktes von  der  einen  Ebene  und  des  Antipols  dieser  Bbene 
bezüglich  des  Centralellipsoids  von  der  andern; 

oder:  gleich  der  Summe  der  Producte  von  P  in  die  Qua- 
draten der  Entfernungen  des  Schwerpunktes  von  der  gegebenen 
Ebene  und  von  einer  parallelen  Tangentialebene  an  das  Cen- 
tralellipsoid: 

Zum  Gebrauch  müssen  die  obigen  Formeln  entwickelt  werden ;  wir  dividiren 
sie  durch  P  und  setzen : 


a« 


J,-rVAP,     A^~  Sy.z^AP,    x,«-!^  ^x.AP, 


c«-^^2.*AP,     C  =  -^   Zx.y.AP,     2^^--    Sz^AP. 

Dann  ist  die  Polargleichung,  von  der  wir  ausgegangen  sind : 
0  = 

+  (^  —  Vm  ^  —  Vs  2m)  »7  f  —  y,«  «?  + 

-  ^M         C         -1. 

Uat  man  alle  Coefficienten  berechnet,  und  handelt  es  sich  darum,  dasCentri- 
fugalmomeut  in  Bezug  auf  Ebenen ,  die  durch  einen  Punkt  x^  y^  z^  i  gehen ,  zu 

bestimmen ,  so  substituire  man  alle  diese  Werthe  in  die  obige  Gleiehnng  und  das 
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Prodact  der  Abstände  des  angenommenen  Mom^ntenroittelpunktes  von  zwei  Ebenen, 
deren  ^9^1  und  |'  ti  (,'  1  der  obigen  Gleichung  Genfige  leisten,  also : 

ist  das  gesachte  Moment,  wenn  die  Abstände  senkrecht  gemessen  werden  sollen. 
Wird  x^  y^^  z^  1  gleich  x^  y^  z^  I  gesetzt,  so  erhalt  man  die  Polargleichung 

der  Centralellipse,  nämlich. 

(as  —  2  x/    )'U  +  (C    -2  a:,  y,)  |,/  +  (B  -  2  x,  «,)  ir  -  ^,  ^  + 
(C   —  2  y,  zjr/r  +  (**  -  2  y/    )  ,^'  +  (^  -  2  y,  z,)  fjC  -  y,  i?  + 
(ß  —  2  z,  a:,)Cr  +  (^  -  2  z,  y,)  ^.7'  +  (c«  ~    2    z/)  ^C'  ~  2,  .^  - 
—  a:,      r  —         y,      n  -        z,       C'  —       1  =  0. 

Ist  die  Lage  des  Schwerpunkts  von  vorn  herein  bekannt,  und  ist  es  möglich, 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  dorthin  zu  verlegen,  so  hat  man  x^y^z^X  «=8  0 
und  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  wird : 

Bf  ^  +  -41;?'+  c»cr-«;„c- 

Sind  endlich  nur  Momente  in  Besug  auf  den  Ursprung  zu  bestimmen ,  so  ist 
7^  y^  ^//i  1  =»  0  zu  setzen,  und  man  erhält  die  einfachste  Form  des  Trägheits- 
ellipsoids : 

a'ir  +  Cliy'  +  B  ir + 

Cnt  •¥  h^nn  -¥  A  17^'  + 
B  ^S  •¥  A  C^'  +  c^nfi      =1. 

Da  diese  Gleichung  die  Gentrifugalmomente  in  Bezug  auf  Ebenen  giebt ,  die 
durch  den  Ursprung  gehn  also  x^^  Vm^m  "^  ^  ^^°^  >  ^  reducirt  sich  dieses  Mo- 
ment einfach  auf: 

Da  zur  Bestimmung  des  Centrifiigalmomentes  eine  der  beiden  Ebenen  li?  ^l 
ganz  willkfirlich  angenommen  werden  kann ,  und  von  der  andern  die  Verhältnisse 
der  Coordinaten  gegeben  sind ,  so  nehme  man  auch  diese  willkfirlich  an  und  substi- 
toire  Xi  Xri  l^  statt  ^  t{  C'  iu  die  Gleichungen ;  aus  der  Gleichung  ersten  Grades 
in  Bezog  auf  X  lässt  sich  dieses  dann  leicht  bestimmen ,  und  damit  hat  man  zwei 
Paar  Coordinaten,  welche  den  Gleichungen  genfigen. 

Handelt  es  sich  um  ein  Trägheitsmoment ,  und  will  man  dasselbe  durchaus  in 
der  f*orm  eines  Abstandes  von  einer  Tangentialebene  des  Trägheitsellipsoids  erhal- 
ten ,  so  nehme  man  auch  drei  Coordinaten  derart  an ,  dass  sie  die  Stellung  der 
Ebene  angeben,  substituire  Al»^!',  Xn^^  Xri\  AC— A^  statt  {17^  und  t  ri  ^' 
in  die  Gleichungen ,  und  man  erhält  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  >l, 
wt)dureh  dieses  nnd  damit  die  wirklichen  Coordinaten  berechnet  werden  können. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  Coordinaten  einer  Berßhmngsebene  berechnet, 
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lind  substituirt  man  sie  in  eine  der  Polarj^leicbuDgen ,  so  stellt  diese  dann  die 
Gleicliung  des  Berührungspunktes  dar,  was  bereits  schon  weiter  oben  bemerkt  wurde. 
Soll  mittelst  der  Gleichungen  eines  der  Eilipsoide  constmirt  werden ,  so  tbot 
man  am  besten  die  Gleichungen  der  Berührungspunkte  der  drei  mit  den  Coordina- 
tenebenen  parallel  laufenden  Tangentialebene  zu  berechnen.  Für  die  mit  der  yz 
Ebene  parallele  'J'angentialebene  ist  17  und  C  gleich  0,  und  |  bestimmt  sich  aus : 

(a»  -  2  X,  x,„)  I  «  x^  ±  ya^  -Tx,x„;  +  x«^«  x^  +   W^. 

worin  W^  für  die  positive  oder  negative  Wurzelgrösse  gesetzt  wurde ;  substituin 

man  diesen  Werth  und  1;  »>  f  «s  0  in  die  allgemeine  Polargleichung,  so  erhalt 
man  die  Gleichung  des  Berührungspunktes : 

+  liC-x„  y,  -  x^y^)  (r.„  +   W^)  -  y„,  (a«  -  2  x,x„yi  ,' 

+  [(B  -«„«,-  «,«„ )  (^„  +  w,)  -  «„  (o*  -  2  «,!„)]  r 

In  gleicher  Weise  erhält  man  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  der  Tan- 
gentialebene parallel  zur  zx  Ebene: 

W^~±  /■6TTr-2-y7y;r+  yV" 
l(C-  Vm  '.  -  y.*«. )  (y,»  +  W^)  -  x„  (6» -  2  y,j,,„  )] f '  +  (6« -  9 y,y,„  )  IF^  ,'  + 

M-y»',-y.*„.)(y»+  wp-*»,(**-2y,ym )!«'-(»«  +  »♦'p  w,  •=  »• 

Und  die  des  Berührungspunktes  der  xy  Ebene: 

»n  =  ±  /C  -  2  z,z„  +  2«„  , 

^'  Nur  wenig  vereinfachen  sich  diese  drei  Gleichungen  von  Berührungspunkten 
für  das  Centralellipsoid ,  und  wir  können  uns  daher  enthalten ,  diese  Gleichungen 
umzuschreiben ;  dagegen  vereinfachen  sie  sich  bedeutend  für  das  Trägheitsellip- 
soid  des  Coordinatenursprungs.  Für  dieses  sind  die  Gleichungen  der  Berührungs- 
punkte von  Ebenen  die  mit  den  Coordinaten  parallel  laufen : 

Q  a 

-^  f '  +  —  V  +  c  r  ±  1  -  0. 

L>  C 

Da  wir  in  diesen  Gleichungen  das  letzte  Glied  auf :{:  l  gebracht  haben ,  so 
sind  die  Coefficieoten  von  f  r/  C*  die  positiven  oder  negativen  Coordinaten  dieser 
Berührungspunkte  selbst.* 
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Die  reciprokeo  Gebilde  der  Ellipsoide  in  cartesiscben  Coordioaten  braucht  man 
nie»  wir  begnügen  uns  daher  darauf  die  Formeln  einfach  hier  anzuschreiben.  Die 
GJeichang  für  das  allgemeine  EUipsoid  besteht  aus  der  Determinante : 


—  X. 


m 


oder: 


0 


m  ^s 

-^•,y//i»^-^m 

2* 

^s^m  »         ^//i »  *' 

9 

2 

^*  Vm  »  ^  *  -  ym 

-J 

y,«,;,'         y,/i'y 

-m  ifs  - 

■^,y«,»c'- 

^  ^*^/yi'         ^m»  ^ 

y«. 

»      » 

y 

2                    1        ü 

a«  C 

^  ^.^«^ 

■ 

C    62 

^  ^1^«^ 

^  ^     <^^    ^s  ^m  ^ 

^*  y,  ^*  *    '  1 


«    y 


1      0     1 


Die  besondere  Form  für  das  Centralellipsoid ,  die  sich  ans  z^  y^  z^  \  -=^ 
's  Vs  ^s  ^  ergiebt,  wollen  wir  nicht  anschreiben;  dagegen  ist  die  einfachste  Form  für 
dasTragheitsellipsoid  des  Ursprungs,  die  man  durch  Substitution  von  x^  y^^  V"^  ^ 
erhält: 


m 


0—  + 


a'^C  B  z 

C  h^  A  y 

BA  c^  z 

X  y    z  1 
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Wenn  man  sich  auf  die  Ebene  beschränkt ,  so  ändert  sich  an  der  ganzen  Be- 
weisführung dieser  Nummer  durchaus  nichts ,  man  hat  nur  statt  EUipsoid ,  Ellipse 
und  statt  Tangentialebene ,  Tangente  zu  setzen.  Wir  dürfen  uns  daher  wohl  ent- 
halten ,  die  allgemeinen  Sätze  hier  zu  wiederholen ,  dagegen  wollen  wir  doch  die 
(entwickelten  Formeln  anschreiben ;  sie  entstehen  aus  den  für  den  Raum  dadurch, 
das«  man  alle  C  and  z  gleich  0  setzt. 

Alle  Momente  in  der  Ebene  können  durch  die  folgenden  5  Constanten  dar- 
gestellt werden« 

a«  =  -i  2:ar,;«  AP,  C-  -^  JE x^-y^  AP,  ft»  =  ~  -Ty.«  APj 


p-^^.AP, 


y,  =  -p-^y,AP. 


Die  Polargleichung    der  Trägheitsellipse    in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

^/i.y«li8t: 


428  Momente  paralleler  Kräfte. 

(^-y,/,  ^, -y,  *«)  »yi'  +  (*'  -  2y* y».)  ^  9'  —  y«  »y 

-    *m    I'  —     y«    «?'  -      1—0. 

Hat  man  irf^end  zwei  Lioien  gefunden,  deren  Coordinaten  dieser  Polar- 
gleichung  genfigen ,  so  ist  das  Centrifugalnioment  in  Beiog  auf  die  ParallelliDten 
durch  den  Mittelpunkt  x^  y^  1 

(*,«  I  +  y«  9  +  i)  (x^  r  +  y^  «?'  +  z^  C)  -jj.  P- 

Die  Polargleichung  der  Centralellipse  ist : 

(a«  -  2  x,2)    If  +  (C  -  2  X,  y,)  f  I?'  -  X,  ^ 

-    ^,    I'        -   y,       ,y'  -     I  -  0. 

Wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Coordinatenursprung  susammen fallt,  ist  die 
Gleichung  einer  beliebigen  Trägheitsellipse : 

ö«ll'  +  CiSn  '\-tn)  +  h^nn-^m  «  +  n -y«,  (-7  +  9)  -  i 

Endlich  ist  die  Polargleichnng  einer  Trägbeitsellipse,  deren  Mittelpunkt  mit 
dem  Ursprung  susammenfallt  2 

Hat  man  zwei  Linien  gefunden,  deren  Coordinaten  dieser  Gleichung  genügen, 
so  beschränkt  sich  das  Centrifngalmoment  auf : 

9  9 
Setzt  man  femer : 

so  sind  die  Gleichungen  der  4  Berührungspunkte  der  mit  den  Coordioatenaxen 
parallellaufenden  Tangenten  an  die  allgemeine  TrSgheitsellipse : 

(a«  -  2  X, xj  W^r-  (x„  +  TT,)  W,  + 

K<^  -  ^«. »« -  «^.  y-J  (*«  +  w^« )  -  y«,  («"  - « »^, ««)]  9-0 
[(C  -  y„  X,     y.  »^„)  (y„  +  wp  -  *«  ^'^ " "  "*  "Ji  f  + 

Die  Glelchuogen  dieser  BerührungspuDkte  fQr  die  Trägheiteellipn« ,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  Ursprung  bat, 

^  r+  b  ,^'±1-0. 


b 
Die  Gleichung  der  allgemeinen  lYägheitsellipse  in    carteeischen   Coordi- 


naten ist : 
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O 


C 


Vm  ^i 


2  ^s  ^m  y  ^ 


-^mys-^s  y,»»  -«; 


m 


oder: 


0 


^   *'  y,  y„i  y 

1  i  1 

1  0  0 

l  0 


y* 


m    ym 
X      y 


1 


die  Tragheitaellipse  fQr  den  Ursprung  ist : 


O 


a^  C  X 
C  h^  y 
X      y      1 


oder: 


a:^ 


+   2 


Cxy 


+ 


y 


6* 


1  — 


C 


a«Ä«  ' 


m» 


^y^ym^—  * » y 

y      '      1     0 


Viertes  Kapitel. 

Construction  der  Centralellipse  und  des 
Kerns  von  ebenen  Figuren. 


108.   Construction  der  Centralellipse  nnd  des  Central- 

ellipsoids  im  Allgemeinen. 

Da  graphisch  durch  die  Centralellipse  und  analytisch  durch 
die  statischen  und  die  Centrifugalmomente,  das  Gentralellipsoid  und 
alle  Momentenverhältnisse  eines  Querschnitts  oder  eines  Körpers 
gegeben  sind,  so  wollen  wir  sie  hier  für  die  einfachsten  Quer- 
schnitte und  Körper  bestimmen  und  dann  zeigen,  wie  sie  fdr  un- 
regelmässige Querschnitte  und  Körper  construirt  werden  können. 
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Unter  einfachen  Linien,  Körpern  und  Querschnitten 
verstehen  wir  solche,  an  denen  von  vornherein  die  Lage 
zweier  conjugirter  Elemente,  welche  durch  den  Schwerpunkt 
gehen,  angegeben,  und  die  Länge  oder  der  Flächeninhalt 
der  Parallelelemente  durch  eine  einfache  Funktion  ihrer  senk- 
rechten  Entfernungen  von  einander  ausgedrückt  werden  kann.  In 
diesem  Fall  ist  die  Rechnung  oder  vielmehr  das  Auftragen  der  ein 
für  allemal  berechneten  Resultate  einfacher  als  die  graphische 
Methode. 

Wählt  man  daher  den,  den  Parallelelementen  conjugirten 
Durchmesser  als  Axe  der  y  und  bezeichnet  man  das  Parallelele- 
ment mit  s ,  durch  das  hier  eine  Länge  oder  eine  Fläche  darge- 
stellt wird,  so  ist,  je  nachdem  es  sich  um  eine  Fläche  oder  einen 
Körper  handelt,  innerhalb  der  Grenzen  des  Körpers  oder  Quer- 
schnittes 

Der  Inhalt  ^^iz  Ay 

Das  statische  Moment  =  iyzdy 

Das  Trägheitsmoment  (y,*-f-A:«)CÄrfy  ==  {y^sdy 

und  weil  7/«  =  -  -     j        ist, 

\zdy 

so  wird  das  Quadrat  des  senkrecht 
zu  y  gemessenen  halben  Durch- 
messers 

A8=  lyl^.^y  ..^(  Sy^^y 

\zdy         \    ^zdy 

Wird  zum  Ursprung  der  z  das  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Parallelelement  gewählt,  so  wird  das  letzte  Glied 

\zdy 

Sind  endlieh  zwei  von  diesem  Parallelelement  gleichweit  ab- 
stehende z  gleich  lang  oder  gleichen  Flächeninhalts,  so  kann  man 
die  Integration  auf  die  eine  Hälfte  des  Querschnitts  oder  Körpers 
beschränken,  weil  es  genau  auf  das  Gleiche  herauskommt,  wenn 
man  das  halbe  TrägheKsmoment  mit  dem  halben  Inhalt,  als  wenn 
man  das  ganze  Trägheitsmoment  mit  dem  ganzen  Inhalt  dividirt 
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109.   Trägheitsmomente  von  Linien. 

a)  Das  Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie. 

Wir  setzen  voraus,  die  gerade  Linie  sei  gleichmässig  belastet, 
dann  wird  ihr  Gewicht  ihrer  Länge  proportional  sein ,  und  es  sei 
diese  das  Gewicht  mit  inbegriffen  =  /.  Der  Schwerpunkt  der 
geraden  Linie  liegt  in  diesem  Fall  in  ihrer  Mitte,  und  ihr  Träg- 
heitsmoment bezüglich  eines  Perpendikels  auf  ihrer  Mitte,  wird 
sein: 


a» 


rki  1 


Die  in  der  Richtung  liegende  Axe  der  Centralellipse  ist: 

1 

a  =  -T^~  /  =  0,  2  8  8  9  /. 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Gerade  selbst,  ist^O, 
also  reducirt  sich  die  Centralellipse  auf  zwei  Punkte  in  der  Linie 

/ 
selbst,  deren  Entfernung  von  ihrer  Mitte  gleich    . ist.      Jede 

'Tangente  an  die  Centralellipse  geht  durch  einen  dieser  beiden 
Punkte,  und  bei  allen  Momenten-Rechnungen  kann  man  sich  das 
Gewicht  von  Vs  ^  in  einem  derselben  vereinigt  denken. 

Es  sei  nun  die  Linie  beliebig  in  der  Ebene  gegeben  und  die 
Coordinaten  ihrer  Endpunkte  yi  s^  und  y^  ^2,  dann  ist  das  Centri- 
fugalmoment  in  Bezug  auf  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  duroh 
ihre  Mitte  gleich : 

V12  (ya  —  yi)  («2  —  «1)  /• 
und  in  Bezug  auf  die  Axen  selbst  gleich : 

[Vi  (ya  +  yi)  (^9  +  ^1)  +  V12  (y«  —  yi)  (^a  —  ^i)] '  = 

=  V6  (2  yi  «1  +  yi  ^2  +  ya  *i  +  2  yj  s^)  L 

Hieraus  ergeben  sich  die  Trägheitsmomente  dadurch,  dass 
man  y  =  z  setzt  und  man  hat  schliesslich : 

**  =  V3(yi«  +  yiy2  +  y2*), 

^  =  V«  (2  y\  s\  +  yi  ^2  +  y«  ^1  +  2  ya ««), 
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b)  Die  Trägheitsmomente  des  Umfangs  eines  Dreiecks. 

Der  Schwerpunkt  dieses  Umfang;8  kann  auf  zweierlei  Weise 
bestimmt  werden ,  indem  man  sich  entweder  das  Gewicht  jeder 
Seite  in  ihrer  Mitte,  oder  das  halbe  Gewicht  zweier  Seiten  in  ihrem 
Schnittpunkt  vereinigt  denkt.  Bei  der  letzten  Annahme  könnte 
man  direct  nach  Fig.  16  S.  13  jede  Seite  des  Dreiecks  so  theilen, 
dass  sich  die  Abschnitte  umgekehrt  verhalten ,  wie  die  an  ihren 
Enden  vereinigten  Gewichte,  die  den  Summen  der  anstossenden 
Seiten  also  a-\-by  b-\'Cf  c  -^  a^  proportional  sind.  Die  drei  Linien, 

Fig.  170. 


welche  diese  Theilpunkte  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  verbin- 
den, schneiden  sich  im  gesuchten  Schwerpunkt  S,  Die  Annahme, 
dass  das  Gewicht  jeder  Seite  in  ihrer  Mitte  vereinigt  sei,  führt 
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jedoch  zu  einer  einfacheren  und  eleganteren  Gonstruction.  Verbindet 
man  die  drei  Seitenmitten,  in  welchen  man  sich  die  Gewichte  abc 
yereinigt  denkt,  durch  Linien,  so  bilden  diese  das  Fig.  170  stricb- 
punktirte  Dreieck,  dessen  Seiten  halb  so  gross  als  wie  die  des  ganzen 
Dreiecks  sind,  und  sich  demnach  verhalten,  wie  die  in  den  gegen- 
überliegenden Ecken  concentrirter  Gewichte.  Setztman  zwei  solcher 
Gewichte  an  den  Endpunkten  einer  Seite  zusammen ,  so  wird  das 
Mittelgewicht  diese  Seite  in  zwei  Segmente  theilen,  die  sich  gerade 
so  wie  die  anliegenden  Seiten  verhalten.  Die  Linie,  welche  den 
Angriffspunkt  eines  solchen  Mittelgewichtes  mit  der  gegenüber- 
liegenden Seitenmitte  verbindet,  theilt  demnach  den  Winkel  des 
strichpunktirten  Dreiecks  in  zwei  gleiche  Theile:  Der  Schwer- 
punkt des  Dreieckumfangs  ist  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises,  dessen 
Ecken  in  den  Seitenmitten  liegen. 

Um  die  Punkte  genau  zu  erhalten,  in  denen  die  Verbindungs- 
linien des  Schwerpunktes  S  mit  einer  Ecke  die  dieser  Ecke  gegen- 
überliegende Seite  schneidet,  wurden  die  Winkelhalbirungslinien 
nicht  durch  die  Mitte  jeder  Seite,  sondern  zu  je  zweien  durch  die 
Ecken  des  grossen  Dreiecks  gezogen.  Zwei  solche  Halbirungs- 
linien  durch  verschiedene  Dreiecksecken ,  bilden  mit  zwei  Seiten 
des  ganzen  Dreiecks  ein  Viereck,  das  doppelt  so  gross  und  dem 
Viereck  ähnlich  ist,  als  wie  dasjenige,  welches  dieselben  Drei- 
ecksseiten mit  den  beiden  parallelen  Halbirungslinien  bilden.  Die 
Linie,  welche  aus  dem  Schnitt  dieser  beiden  Seiten  den  Schnitt 
der  zwei  Parallelen  zu  den  Winkelhalbirungslinien  projicirt,  geht 
daher  auch  durch  den  Schwerpunkt,  der  in  der  Mitte  dieser  Linie 
liegt. 

Die  Parallelen  zu  den  Winkelhalbirungslinien  wurden  direct 
als  dritte  Seiten  gleichschenkeliger  Dreiecke  construirt,  welche 
mit  jedem  Aussenwinkel  und  der  anliegenden  Seite  gebildet  wur- 
den. Die  äussersten  Eckpunkte  dieser  Dreiecke  fallen  nicht  mehr 
in  den  Rahmen  der  Figur,  am  Rand  aber  wurde  angedeutet,  welche 
Längen  abgeschnitten  worden  sind.  Diese  Gonstruction  des 
Schwerpunktes  ist  jedenfalls  die  einfachste.  Die  sechs  Parallelen 
zu  den  Winkelhalbirungslinien  bilden  ein  Sechseck,  von  dem  je 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  doppelt  so  lang  und  parallel  zu 
den  Linien  sind,  welche  den  Schwerpunkt  mit  den  Seitenmitten 
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verbinden.  Der  Schwerpunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Secbsecks,  und 
seine  Verbindungslinien  mit  den  Dreiecksecken,  sind  Diagonalen. 
Die  Segmente,  in  welche  die  Seite  c  durch  die  Linie  S  (ab^ 
getheilt  wird,  sind  auf  der  Seite  von  a : 

Ä  -[-  c  s  —  a 

a-j-c-f-Ä-j-c    '  .v-|-c 

wenn  die  Summe  der  drei  Seiten  mit : 

*  =  a  -|-  Ä  -|-  e, 

bezeichnet  wird. 

s l, 

Und  analog  auf  der  Seite  von  b  gleich  —    -r-    — .  r.     Die 

S     I     c 

ähnlichen  Ausdrücke  fUr  die  Segmente  der  übrigen  Seiten,  brauchen 
wir  nicht  anzuschreiben. 

Zur  Bestimmung  der  Segmente  auf  S  (a  b)  bezeichnen  wir  die 
Länge  dieser  Linie  mit  /,  und  erhaltei^  dann,  indem  wir  S  als  Ur- 
sprung der  Ordinaten  auffassen : 

die  Ordinate  der  Seite  c  gleich : 

_  Va  («  +  b)  _    s-c 

-a-^b-\-c  2s         ' 

die  Ordinate  des  Eckpunktes  (a  b)  gleich : 

und  die  Ordinate  der  Verbindungslinien  der  Mitten  von 
a  und  b  gleich : 

Das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  eine  Parallele 
zu  c  durch  S  ist  gleich : 


^^*=  [(-24/ +  V.  /'](^-c)  +  (-^^  0 


l   Ic 


_     {s  -  c)  {s -\- Z  o) 
12  s 

Um  ha,  die  halbe  Höhe  der  in  der  Richtung  von  /  gemessenen 
Gentralellipse  zu  construiren,  bringen  wir  es  in  folgende  Form : 
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**'-^i^'-(''''+-27')- 

Bemerkt  man,  dass  die  Summe  der  beiden  Factoren,  in  welche 
wir  hier  h^^  zerlegt  haben,  gleich  ^/^  l  ist,  so  ergiebt  sich  Äj  als 
Ordinaten  in  S  eines  Halbkreises,  der  über  den  an  c  anstossenden 

2/3  von  /  beschrieben  wird,  weil  die  Ordinate  von  c  =  —^-j-  /ist. 

Die  Constructionen  von  Äj  und  h^  wurden  in  Fig.  170  ausgeführt, 
und  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten,  mit  diesen  Buchstaben  be- 
zeichnet. Das  Herunterschlagen  dieser  Ordinaten  auf  die  betreffen- 
den /  giebt  die  Punkte,  in  welchen  die  /von  den  zu  den  Seiten 
parallelen  Tangenten  geschnitten  werden. 

Schneidet  die  Centralellipse  den  Umfang  des  Dreiecks  oder 
nicht? 

Dies  hängt  davon  ab,  ob : 

g ^ 

A3  >  oder  <!  als  — /  ist. 

2s 

Und  dies  hängt'davon  ab,  ob : 

oder: 

c  ^  */8  s  ist. 

Sind  die  3  Seiten  des  Dreiecks  ungleich  lang,  so  wird  die 
längste  immer  grösser,  die  kürzeste  immer  kleiner  als  Va  b  sein. 

Die  längste  Seite  eines  Dreiecks  wird  daher 
immer,  die  kürzeste  nie  von  der  Centralellipse 
seines  Umfangs  geschnitten. 

Ist  die  Länge  einer  Seite  gleich  Vs  ^9  ^^  ^^^  sie 
eine  Tangente  der  Centralellipse. 

Dieses  letztere  findet  in  Fig.  170  mit  der  Seite  b  statt,  welche 
demnach  von  der  Centralellipse  berührt  wird,  h^  ist  in  diesem 
Fall  =  Va  ^  ^^d  brauchte  nicht  besonders  construirt  zu  werden. 

Die  eben  aufgestellten  Begeln  gelten  allgemein»  also  auch 
von  gleichschenkeligen  Dreiecken.  Sind  die  gleichen  Schenkel 
grösser,  als  wie  die  dritte  Seite,  so  werden  beide,  nicht  aber  die 
dritte  Seite  geschnitten,  und  umgekehrt. 
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Bei  gleichseitigen  Dreiecken  fallt  die  Gentralellipse  mit  dem 
einbeschriebenen  Kreis  zusammen. 

Eigentlich  genilgeirdie  3  Paare  construirter  Tangenten  zum 
Zeichnen  der  Gentralellipse,  doch  wollen  wir  der  Vollständig- 
keit wegen  noch  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  /,  und  das 
Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  die  Axen  /  und  die  Parallele  durch 
5  zu  r  bestimmen. 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  /  ist  gleich : 

'■•■  ■ = ■/.  (:>-?')*(^"+«)+v.(f^«)"('-+4«+') 

3  (*  +  c)^         ""  '' 

Um  die  in  der  Richtung  von  c  gemessene  Höhe  k^  der  Gentral- 
ellipse zu  coustruiren,  bringen  wir  es  in  die  Form : 


s  —  a        s —  b 


3  ^3*  = i c,  — .  -  c. 


Die  beiden  Factoren  rechts  sind  nichts  anderes  als  wie  die 

Segmente,  in  welche  /  die  Linie  e  theilt,  demnach  ]/^3  k^  die  in 
diesen  Theilungspunkt  errichtete  Ordinate,  des  über  c  beschrie- 
benen Halbkreises,  wie  solches  in  Fig.  170  angedeutet  ist. 

Um  Ag  zu  erhalten,   hat   man  diese  Ordinaten   im  Verhält- 
nias  von 

ys   _  1  _     97 

1""      0,57734  56   ' 

zu  reduciren.  Diese  Reduction  wurde  mittelst  des  Sinusverhält- 
nisses Über  den  längsten  )/^3  ki  der  Seite  a  ausgeführt,  um  so 
wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  k^  k^  und  A3  zu  erhalten.  Diese 
k  auf  beiden  Seiten  der  /  in  der  Richtung  der  Seiten  aufgetragen, 
geben  die  Lagen  von  3  weiteren  Tangentenpaaren.  Die  sechs  bis 
jetzt  construirten  Tangentenpaare  genligen  vollständig;  um  die 
Gentralellipse  darzustellen,  Fig.  170  wurde  das  durch  diese  Tan- 
genten gebildete  umschriebene  Polygon  statt  der  Ellipse  ausge- 
zogen. Durch  das  Gentrifugalmoment  können  auch  noch  die  Be- 
rührungspunkte auf  diesen  Tangenten  bestimmt  werden.  Es  ist 
in  Bezug  auf  /  und  eine  Parallele  durch  S  zu  c  gleich : 
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j    \cl    {s  —  a)  e        l      (s  —  a)     1      ,r      cl     (s  —  b)  c 

12*  '2  («+c)~  12  •  "7+c"  ''J"  +  l~27"~2  (s  +  c) 

1  '      *— *     1  L,(.^  —  <^)l(is  —  b)  ,,     \        {a  —  b)cn 

+  l2-7+T''J*  +  "2r  \s+c-''-''^&=hT^' 

Laut  Nr.  109  a  S.  431  ist  nämlich  dieses  Centrifugalmoment 
gleich  den  Producten  der  Coordinaten  der  Linienmitten  +  Via  ^^^ 
Producte  der  Coordinatendifferenzen  der  Linienendpunkte.  Dieses 
letztere  Product  ist  aber  bei  der  Linie  c  gleich  0,  weil  die  Ordina- 
tendiiferenz  in  der  Richtung  der  /  gleich  0  ist. 

A  bringen  wir  auf  die  Form : 

-zr-. — i—  -r-  c  =  — , c  —  Va  <?j  ist  die  Abscisse  der  Mitte  der 

2  (a*  -j-  c)  s  -{-  c  '^ 

c  c 

Linie  c  in  Bezug  auf  /,  -^—  /  ist  '^j^  der  Ordinate    -~  -  l  der  Ver- 

ÖS  A  s 

A  A 

bindungslinie  der  Mitten  von  a  und  h.    Um  daher  —j~  und  -,    die 

Abscissen  und  Ordinalen  der  Berührungspunkte  zu  erhalten,  wur- 
den vom  Fusse  eines  jeden  1/^3  k  aus  in  der  Seite  h  und  k  gegen 

den  entfernten  Eckpunkt  auf  dem  Perpendikel  *  '3  -^    l  aufgetra- 

gen,  der  Endpunkt  der  letztern  Länge  mit  den  von  h  und  A*  ver- 
bunden, und  durch  die  Mitte  jeder  Seite,  d.  h.  durch  den  Endpunkt 

von    t:  "^ — ,—  -     Parallele  zu  diesen  zwei  Verbindungslinien  ge- 

2  (*  +  c?) 

A  A 

zogen,   welche  auf  }^3  k  die  Längen  -j-  und    ,      abgeschnitten 

haben.    In  Fig.  170  sind  diese  Grössen  so  klein  geworden,  dass 
man  sie  kaum  berücksichtigen  konnte. 

Wir  haben  jetzt  noch  den  Centralkern  des  Dreiecks  zu  con- 
struiren.     Die  Ordinate  des  Antipoles  der  Seite  c  ist  gleich : 

_  A.2  ■  ^-^  /__  ^llZlU'+Mp  .  f-^./__i/  /_^  / 
^'    •      2s    •'"  Us^  ^   '     2s    ^~       '^       2s'' 

oder  gleich  der  Ordinate  des  obern  Drittels  der  Länge  /. 

Die  Eckpunkte  des  Centralkerns  des  Umfangs 
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eines  Dreiecks  liegen  also  in  ^/s  der  Höbe  des 
Dreiecks. 

Allein  sie  liegen  nicht  auf  der  Linie  l,  sondern  auf  der  Linie, 
welche  die  Berührungspunkte  auf  der  zu  c  parallelen  Tangenten 
mit  S  verbindet,  und  welche  mit  /  auf  diesen  Tangenten  die  Seg- 

mente  —r-  ausschneiden ,  die  wir  so  eben  construirt  haben.    In 
n 

Fig.  1 70  ist  das  Segment  ~y—  noch  merklich  lang  ausgefallen ,  die 

^  A 

Segmente  -j—  und  -7-  so  klein,  dass  die  Figur  aussieht,  als  ob 
Ai  A3 

der  Gentralkern  schlecht  eingezeichnet  sei.  Der  Centralkem  sieht 
aus,  als  ob  er  dem  Dreieck  ähnlich  wäre,  und  zwar  halb  so  gross 
sei;  allein  es  ist  das  nur  annähernd  der  Fall,  und  die  entsprechen- 
den Seiten  convergiren,  obgleich  nur  sehr  wenig  in  Fig.  170. 


110.    Centralellipse  und  Kern  ebenerrgeradlinigt 

begrenzter  Figuren. 

a)  Die  Centralellipse  und  der  Kern  eines  ParaUelogramms. 

Conjugirte  Durchmesser  sind  die   durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Parallelen  zu  den  Seiten. 

^  =  A  ist  constant;  bezeichnet  man  die  Höhe  des  Parallelo- 
gramms mit  A,  so  erhält  man : 


l 


bz^dz 


b  d  z 


l 


=  (0,2887  h)\ 

Am  schnellsten  gelangt  man  wohl  immer  zur  Centralellipse, 
wenn  man  direct  die  Länge  0,2887  h  als  senkrechte  Höhe  der 
halben  Ellipse  (Fig.  171)  aufträgt,  will  man  aber  diese  Grösse 
durchaus  construiren ,  so  kann  man  über  der  halben  Höhe  einen 
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Fig.  171. 


Halbkreis  beschreiben ,  dann  ist  die  Sehne ,  welche  Ve  ^  (siehe 
Fig.  171)  zur  Projection  hat,  die  halbe  Höhe  der  Ellipse,   denn 
ihr  Quadrat  ist  =  Ve  ^  •  Va  ^ 
=  V«  hK 

Das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  den  Durchmesser  b  ist 
natürlich  gleich  ^jx^bh^. 

Nimmt  man  eine  Seite  als 
Äxe  an ,  so  erhält  man  als  Ent- 
fernung des  Mittelpunktes  aller 
Kräfte,  oder  als  Entfernung  der 
entsprechenden  Ecke  des  Kernes 
von  dieser  Axe : 


V 


A« 


Die  halbe  Höhe  des  Kernes  ist  daher  gleich  dem  Ve  ^^^  Höhe 
des  Parallelogramms.  Er  nimmt  also  in  Höhe  das  innere  Drittel 
desselben  ein. 

Die  zwei  parallelen  Seiten  entsprechenden  Ecken  liegen 
natflrlich  auf  dem  conjugirten,  den  andern  Seiten  parallellaufen- 
den Durchmesser.  Da  femer  die  Diagonalen  eines  jeden,  einer 
Corve  zweiter  Ordnung  umschriebenen  Vierecks  conjugirt  sind,  so 
laufen  auch  die  Tangenten  an  den  Curvenpunkten  der  einen 
Diagonale  mit  der  andern  parallel.  Die  Curvenpunkte  selbst  sind 
dadurch  gegeben,  dass  sie  yom  Eckpunkt  des  Parallelogramms 
und  von  der  schon  bekannten  Kernseite  harmonisch  getrennt  sind, 
während  ihre  Mitte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Curve  zusammen- 
fallen muss.  Die  Hälfte  des  sie  verbindenden  Durchmessers  (siehe 
Fig.  171)  ist  daher  gleich  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Curve  vom  Schnitt  zweier  Halbkreise ,  wovon  der  eine  über  den 
zu  trennenden  Punkten-  und  der  andere  über  der  Distanz  der 
Mittelpunkte  dieses  Kreises  und  der  Curve  beschrieben  wurde; 
denn  die  Schnitte  zweier  sich  rechtwinkelig  schneidender  Kreise 
mit  einer  Linie ,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  einen  geht,  liegen 
immer  harmonisch. 

Uebrigens  kann  man  diesen  Durchmesser  direct  auftragen, 
da  er  von  der  Kernseite  in  dem  Vis  <l6r  ganzen  Diagonallänge  d 
gesehnitten  wird  und  demnach 
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1 


sein  soll,  so  muss  seine  halbe  Länge 

k  =  /Vm  ^*  ^  0,2041  d  sein. 

Werden  auch  noch  die  8  durch  die  Parallelogrammecken 
gehenden  Tangenten,  von  denen  nur  eine  construirt  zu  werden 
braucht,  weil  alle  anderen  symmetrisch  liegen ,  eingezeichnet,  so 
sind  16  Tangenten  vorhanden,  welche  Fig.  171  statt  der  Ellipse 
ausgezogen  wurden. 

Verwandelt  sich  das  Parallelogramm  in  ein  Quadrat,  so 
stehen  die  beiden  gleich  langen  conjugirten  Durchmesser  senk- 
recht auf  einander  und  die  Ellipse  wird  ein  Kreis ;  dasselbe  findet 
natürlich  auch  bei  allen  stern  -  und  kreuzförmigen  Querschnitten 
statt,  welche  bezüglich  von  4  Durchmessern,  die  Winkel  von  4b^ 
mit  einander  bilden,  symmetrisch  sind. 


b)  Die  Gentralellipse  und  der  Kern  eines  Dreiecks. 

Conjugirte  Durchmesser  sind  (Fig.  172)  die  Linie,    welche 
eine  Spitze  mit  der  Mitte  der  gegenüberliegenden  Seite  verbindet, 

tMg.  172. 


und  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Parallele  zu  dieser  Seite. 
Bezeichnet  man  die  Länge  einer  Lamelle  in  der  parallel  zu  h  ge- 
messenen Entfernung  s  von  der  Spitze  mit  t  Sy  so  ist  das  Quadrat 
der  halben  Höhe  der  Ellipse : 
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*2  = 


\  T  z^  d  z  /iTs^dz 

(■/.  -  (■/.)')  *'  -  Vi,  *'  -  (0,2867  «)«. 


dz  \     \  T  z  d  z 


Hierdurch  ist  auch  die  Höhe  der  Centralellipse  des  halben 
Dreiecks  mit  V|g  A|3  bekannt;  um  aber  den  Trägheitshalbmesser 
bezüglich  der  um  y^  h^  vom  Schwerpunkt  desselben  abstehenden 
Halbirungslinie  des  Dreiecks  zu  erhalten,  hat  man  nur  (^3  h^y  zu 
addiren. 

Das  Quadrat  der  halben  Höhe  der  Ellipse  über  der  Halbirungs- 
linie des  Dreiecks  ist  demnach : 

=  (Vt8  +  >/9)  Ai^  =  Ve  Ai^  =  (0,4082  k,)^. 

Wiederholt  man  die  sub  a)  angeführten  Schlüsse,  so  folgt, 
dass  die  Entfernung  der  der  Spitze  des  Dreiecks  entsprechenden 
und  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  parallel  laufenden  Seite  des 
Kerns  vom  Schwerpunkt  gleich : 

und  die  Entfernung  der  einer  Seite  entsprechenden  E!cke  des 
Kernes  vom  Schwerpunkt 

V,  h       '• 

sei.  Bemerkt  man  nun,  dass  Ve  und  Vis  die  V4  von  ^/s  und  V3 
sind,  so  folgt,  dass  der  Kern  ein  dem  gegebenen  Dreieck  ähnliches 
und  bezüglich  des  Schwerpunktes  ähnlich  gelegenes  Dreieck  sei, 
dessen  sämmtliche  Dimensionen  V4  ^^^  gegebenen  Dreiecks  sind. 

}^Vi8  A^  und  y  Ve  *!*  können  auch  so  construirt  werden,  wie 
es  bei  dem  Paralleltrapez  gezeigt  werden  wird. 

Bei  der  Gonstiniction  giebt  jede  Seite  4  Tangenten  der 
Ellipse,  werden  ausserdem  noch  durch  jeden  Eckpunkt  die  beiden 
Tangenten  an  der  Trägheitsellipse  construirt,  so  erhält  man 
18  Tangenten,  welche  Fig.  172  statt  der  Ellipse  ausgezogen 
wurden. 
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o)  Die  Centralellipse  und  der  Kern  eines  Paralleltrapeses. 

CoDJugirte  Durchmesser  sind:  die  Linie,  welche  die  Mitten 
der  beiden  Parallelseiten  mit  einander  verbindet  und  die  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Parallele  zu  diesen. 

Wir  theilen  das  Trapez  durch  eine  Diagonale  in  zwei  Drei- 
ecke,  deren  Inhalte  gleich  a  h  und  b  h  sind  (siehe  Fig.  173,  be- 

Fig.  173. 


zUglich  der  Bezeichnung  und  des  Folgenden).  Die  Schwerpunkte 
dieser  beiden  Dreiecke  liegen  in  den  Dritteln  von  h  und  die  Ent- 
fernung derselben  wird  durch  den  Schwerpunkt  des  Ti*apeze8  im 
umgekehrten  Verhältniss  von  a  und  b  getheilt ,  so  dass  diese  Ent- 
fernungen gleich 

— ,— r  •  Vs  h  und  — j— r  .  Vs  *  sind. 

Das  Trägheitsmoment  der  beiden  Dreiecke  oder  des  Trapezes 
bezüglich  des  zu  den  Parallelseiten  parallelen  Durchmessers  ist 
demnach  gleich : 
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Theilt  man  dieses  Moment  durch  den  Inhalt  (a  -\-  b)  hy  so 
erhält  man : 

*■  =  (  '/"  +  9W«.)  *■• 
Um  dieses  k  zu  construiren,  schreibe  man  es  also  an : 


Wir  beschreiben  einen  Halbkreis  über  der  Höhe  k  (Fig.  173). 
Jede  der  Seiten  des  ihm  einbeschriebenen  gleichschenkeligen 
Dreiecks  ist  gleich : 

Die  durch  den  Ereuzungspunkt  der  Diagonalen  des  Trapezes 
bestimmte  Ordinate  ist  gleich : 


A  B  =  \  /  —  ,    .-  A  .  -— T-  -r  h. 

a  -\'  b         a  -\-  b 

Wir  machen  daher  A^  B^  =^  A  B  gleich  dieser  Ordinate,  so 
erhalten  wir  in  B^  C  die  Länge  3  A. 

Das  Drittel  derselben  ist  gleich  der  halben  Höhe  der  Central- 
ellipse. 

Diese  Construction  ist  unter  allen  Verhältnissen  einfacher  als 
die  Rechnung,  sie  ist  nicht  schwer  auswendig  zu  lernen,  und 
dann  auch  auf  das  Dreieck,  wo  k  =  ^j^  A^  C  ist,  und  auf  das 
Parallelogramm,  wo  A^  Bi  =>  A  0  gleich  dem  Halbmesser  des 
Kreises  zu  machen  ist,  anwendbar. 

Um  die  Länge  des  den  Parallelseiten  parallelen  Durchmessers 
zu  erhalten,  ergänzen  wir  das  Trapez  zum  Dreieck,  dessen  Spitze 
in  D  liegt  (der  Punkt  selbst  fällt  nicht  mehr  in  den  Rahmen  der 
Figur),  und  stellen  bei  Bestimmung  des  entsprechenden  A:,  a  und  b 
senkrecht  auf  den  sie  halbirenden  Durchmesser  und  erhalten  da- 
durch ein  affines  Trapez,  dessen  halbe  Axenlänge  gleich  der 
halben  Durchmesserlänge  (nicht  halben  Höhe)  des  vorliegenden 
Trapezes  ist,  laut  Nr.  105  S.  419.  Bezeichnet  dann  h  die  Höhe  des 
verwandelten  Trapezes,  so  ist : 
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Die  Höhe 


Der  Inhalt 


des  grossen     des  kleinen 
Dreiecks 
b  h  ah 

b  —  a  b  —  a 

b^h  a^h 


b  —  a 

b*  h 

b       a 

b*      a* 

b  —  a 


^    .,  «*  h 

Das  Trägheitsmoment  =  V*  ~, ^*  -=—    - 

b  —  a  b  —  a 

demnach  A«  =  Ve  ^^*  =  V'e  («^  +  **) 

oder  Ar  =  0,4082  j/^öä^"*«; 

Unter  allen  Verhältnissen  ist  es  am  einfachsten  }/"  a*  -f-  Ä^ 
zu  construiren,  wie  es  in  Fig.  173  gezeigt  ist.  Dann  kann  man 
entweder  direct  0,4082   der  Länge   nehmen,    oder  auch   noch 

K*/6(ö^  +  **)  construiren,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist. 
Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  die  Höhe  der  Centralellipse  ttber 
einer  das  Dreieck  halbirenden  Seite  construirt  werden. 

Allgemein  lässt  sich  die  Lage  der  Ecken  und  Seiten  des  Cen- 
tralkerns  nicht  mehr  einfach  festsetzen  und  wird  daher  wohl  am 
zweckmässigsten  durch  Zeichnung  der  Polaren  der  Ecken  des 
symmetrischen  Trapezes  bestimmt;  dabei  ist  nur  zu  bemerken, 
dass  die  den  Parallelseiten  entsprechenden  Ecken  auf  den  con- 
jugirten  Durchmesser,  der  das  Trapez  hälftet,  fallen  müssen.  Die 
Ecken,  welche  den  beiden  übrigen  Seiten  entsprechen ,  liegen  auf 
den  Polaren  des  zu  D  symmetrischen  Punktes. 


d)  Berechnung  der  Polygonmomente. 

Als  Fortsetzung  von  Nr.  95  c  S.  378  und  als  Grundlage  der  Berechnung  der 
Centrifugalmomente  von  Polygonen  im  Allgemeinen ,  berechnen  wir  zuerst  die 
Momente  für  Trapeze  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ordinalen  des  Peri- 
meters eines  Polygons.  Genau  so  fortfahrend ,  wie  in  der  eben  citirten  Nummer 
begonnen  wurde,  erhält  man  für  die  Momente  zweiten  Grades : 

"^uy^  Vi*  {y^  —  yi)  [(3  yi*  +  2  y,  y,  +  y^O  2,  +  (yi*  +  2  yt^:,  +  3  y,«)  2,], 
2)iy  ,  =  Vs4  iy%  —  Vx)  [(8  z,''  +  2  r»  22  +  Sj")  y^  +  (2,*  +  2  2,  2,  +  3  2j«)  y,], 
9W,  ,  -  V12  (y2  -  Vx)  (2|^  +  ;5,«  22  +  2.  2,2  +  2a')  -  Ve  F  (2,«  +  2,2). 
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Mit  Beracksichtigung  des  in  Nr.  99  S.  397  Gesagten  lassen  sich  diese  Mo- 
mente anch  wie  folgt  ansdrüclcen : 


^v,  =  ^y»z,+ 


36  (z,  4-  2,) 

Zt^  -i-   4  Zj  22  +  2^ 

"72  (Zj  +  Zj) 


(22  —  2,)  (ya-yi)^  =  F(y,  2,  +  A). 


m,^ 


Fz^^     + 


2i4  +  22,32j+   2z,  2,3  +   2i« 


36  (Z,  4-  zO 


-cy«  +  yi)-«/^C:^,'^  +  ii'0. 


Woraus  die  Dimensionen  der  Centralellipse  also  folgen : 


A 


18  (zj  +  z,)* 

2,»  +    4  Z,  22   +  Ä|? 


(yi  -  yi)* 


V.8    ( 


1  + 


36  (Z,    +  22)2 
Z,<  -f  2  Zt3  Za  4-   2  Z|  22»  4-   22* 

18  (2,  4-  z^Y 


iy%  —  Vi)  («2  —  2l) 


22,   2, 

"(2, 
Zj  —  2, 


2  (yj  —  yO 


V«8    (^1^    + 


(2|    +   22)2   /* 


Zunächst  ist  die  Uebereinstimmung  dieser  Resultate  mit  den  in  Nr.  llOc  8.  442 
gefundenen  klar ,  ausserdem  geht  noch  aus  der  Ordinate  des  Berührungspunktes : 

Ä      —      2  (y,  4-  y,)       ' 

hervor ,  dass  derselbe  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  der  beiden  Ordinaten  z« 
und  2,  liege.     Mittelst  der  Werthe  Tt,,  „  3R„  «  SO^..  .  lassen  sich  nun  auch  die 

Gleichungen  für  die  Tragheltsellipsen  verschiedener  Polygone  aufstellen. 

Wir  berechnen  die  Dreiecksmomente ;  es  seien  die  Coordinaten  y,  z, ,  y2  z^,  ya  Zs 
der  Eckpunkte  gegeben,  so  erhält  man  das  Centrifngalmoment  des  Dreiecks  einfach 
dnrch  Summation  der  Momente  der  drei  Trapeze  zwischen  den  Ordinaten  z,  I2  ^s- 

Wird  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich : 

^-.  yi  2i  1 
y2  «2  1 
ya  23  i 

gesetzt ,  so  muss  das  Moment  des  Trapezes  zwischen  den  Ordinaten  bei  y,  und  y^ 
und  also  das  der  Fläche  ^2  (y2  —  yi)  (^2  4-  2,)  negativ  genommen  werden,  wenn 
der  Sinn  l  2  3  positiv  ist.  Durch  das  Zeichen  dieses  Trapezes  ist  anch  das  der 
beiden  andern  gegeben.  Man  hat  demnach  die  Momente  der  Trapeze  VaC^i  —  V^) 
(«1  +  22)»  V2  ry2  —  ys)  («2  +  «3)1  nnd  V2  (Vs  —  yi)  («3  +  ^i)  z«  addiren.  Die 
Summe  wird  durch  F  th  eil  bar  und  man  erhält : 

^ys  =  Vi2^[(2yi4-y2-|-y3)zi  4-  (yi  +  2y2  +  y3)22  +  (yi4-y2  +  2y3)z3] 
—  V12  P"  (9  y,  2,  +  yi  2|  4-  y2  22  +  ya  23)» 

worin  wie  gewohnlich  y^  und  z^  =  [f^  (z,  4-  22  4  23)  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes bezeichnen. 
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Die  Momente  9R„  „  und  'SR,  ^  erhalt  man  einfach  dadurch,  dass  man  v  nnd  z 

einander  gleich  setzt.     Um  fibersichtliche  Formen   dieser  Momente  za  erhalten, 
setzen  wir  die  symmetrischen  Functionen : 

^y  a  =  (2  yi  +  yj  +  ya)  2,  +  (yi  +  2  y,  +  y,)  2,  +  Cvi  +  y«  +  2  yj)  2,, 

=  yi  Zi  +  yj  2,  +  ys  2s  +  9  y,   2,, 

^v« ""  y«  ^»  +  y«  ^  +  y»  ^ "~  ^  y* 


2, 


/>» 

« 

9W 

F=. 

Vt2 

^y 

/l 

— 

3W       : 

F^ 

v„ 

^y» 

c« 

= 

F  — 

Vi. 

^,« 

'^y.V  "  ^  ^2^»'  +  ^«'  +  y»*  +  y»  ^/'-^  +  J'«  y»  +  ?'3  .Vi)  =  yi*  +ys*  +  .va-  4-  » .v/. 

^yy-^y»'  +  y«'  +  y>*--^yx'- 

Die  Dimensionen  der  TrSgheits-  und  der  Centralellipse  ergeben  sieh  also  ans 
den  Gleichungen : 

-  yj"  +  Vi.  T^y  =  yr   +  *^ 

-  y,  «*  +  Vi.  ^y ,  —  y,  2,  +  ^, 

-    V    +  v„  T^ ,  «    2,«     +  k\ 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  yi>  2,,  ys  «»  0,  23  «»  —  2i ,  d.  h.  nimmt  man 
als  Coordinatenaxen  die  Basis  des  Dreiecks  und  die  Linie  an ,  welche  die  Mitte 
dieser  Basis  mit  der  gegenüberliegenden  Spitze  verbindet,  so  folgt: 

y,  •«   Va  y»  :  «,  «=  0  :   i4  «  0. 
Die  beiden  Axen  sind  also  bezfiglich  der  Centralellipse  conjugirt,  dann  ist : 

Ä«  =  Vi.  T^y  -  V12  W  -  '/s  y.*)  -  Vie  y.», 
^  -  Vi.  ^,,  r^  Vi.  W  +  «!*)  =  V«  «I*, 

was  mit  den  Resultaten  von  h  S.  441  vollkommen  fibereinstimmt. 

Die  Trägheitsmomente  mehr  als  dreiseitiger  Polygone  k5nnen  nun  durch 
Summation  derSD'Z  ihrer  einzelnen  Dreieckflächen  bestimmt  werden.  Die  allgemeine 
Entwickelung  dieser  Momente  in  Functionen  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  wird 
zu  complicirt,  um  hier  unternommen  werden  zu  können. 


111.    Centralellipse  und  Kern  parabolischer  nnd  ellip- 
tischer Figuren. 

a)  CentraleUipse  und  Kern  eines  Parabelsegmentes. 

Conjugirte  Durchmesser  sind  der  der  Sehne  conjugirte  Durch- 
messer der  Parabel  9  und  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Parallele  zur  Sehne. 
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Zur  Bestimmung  des  im  Parabeldurchmesser  liegenden  Durch- 
messers der  Centralellipse  hat  man  die  Parabelgleichung 

y  =  Vp-  *'/»•    • 

Fig.  174. 


und  demnach  JfUr  eine  Segmentlänge  =  b  (siehe  Fig.  174) 

2 


=    ('   -  ?)   *»  = 
\7         5«' 


12 


175 


*«  =  (0,26186  h)\ 


Für  die  auf  h  senkrechte  Höhe  der  Ellipse  hat  man  bei  der 
Bezeichnung  von  Fig.  174 

and 


A« 


<2  X 


ds 


Vs-V» 

l-Vs 


A«  =  i/gÄ«  =  (0,44721  Ä)«. 


Die  Entfernung  der  Spitze  des  Kerns,  welche  der  Parabel- 
sehne entspricht,  vom  Schwerpunkt,  ist  gleich : 

»/s*   "■  2   •    125  35     ' 
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den  sich  in  dieser  Spitze  schneidenden  Tangenten  der  Kernellipse 
entsprechen  die  Endpunkte  der  Sehne  als  Parabelpunkte. 

Da  alle  Tangentei;  der  Parabel  von  der  Centralellipse  aus- 
geschlossen sind,  80  liegen  alle  entsprechenden  Punkte  des  Kern- 
umfangs  im  Innern  der  Centralellipse ;  der  gekrümmte  Theil  des- 
selben kann  daher  nur  einer  Ellipse  angehören,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Centralellipse,  den  Schwerpunkt,  gehen  muss, 
weil  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Parabel  berührt 

Der  Scheiteltangente  der  Parabel  entspricht  ein  Punkt  der 
Kernellipse,  dessen  Entfernung  vom  Schwerpunkt  gleich : 

*« 5         12  4 

^Ub   ~   3    •     175        ^    35     • 

Die  Entfernungen  zwischen  dem  Kern  und  dem  Segment  be- 
tragen einerseits : 

(3  6  3\ 

15   -    35    =   7J  *' 

andrerseits : 

2 


(5-75-  =   7)*' 


und  der  Kern  nimmt  im  Innern  des  Segments  nur  ^/V  von  dessen 
Breite  ein. 

Die  tlbrigen  Dimensionen  des  Kerns  werden  wohl  immer  am 
zweckmässigsten  mittelst  der  Centralellipse  construirt. 


b)  Centralellipse  und  Kern  eines  Parabeldreieoks. 

Unter  diesem  verstehen  wir  die  Fläche  zwischen  zwei  Parabel- 
tangenten und  dem  zwischen  -  liegenden  Parabelbogen  (siehe 
Fig.  174). 

Conjugirte  Durchmesser  sind  der  durch  den  Schnittpunkt  der 
Tangenten  gehende  Parabeldurchmesser,  der  mit  dem  Segment- 
durchmesser zusammenfallt  und  die  zur  Scheiteltangente  Parallele 
durch  den  Schwerpunkt. 

Am  leichtesten  gelangt  man  wohl  zu  den  Durchmesserlängen, 
wenn  man  das  Parabeldreieck  als  Differenz  des  durch  die  beiden 
Tangenten  und  die  Sehne  gebildeten  Dreiecks  und  des  Parabel- 
segments betrachtet. 
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Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  Parabeldreiecks  mit  Fj  so  ist 
der  des  Segments  ==  2  F  und  der  des  ganzen  Dreiecks  =  3  F. 

Ferner  liegt  der  Schwerpunkt  laut  Nr.  96  d  S.  382  in  dem  */5 
der  Basis  vom  Scheitel  ab  gemessen.  Da  nun  die  Breite  des 
Segments  ebenfalls  gleich  der  des  Parabeldreiecks  =  ^  ist,  so 
beträgt  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  dieses  letztern  von  dem 
des  ganzen  Dreiecks : 


5  3  15 

und  die  vom  Schwerpunkt  des  Segments : 

ß  2     ,  4    , 

5  5  0 

Das  Moment  des  ganzen  Dreiecks  ist  daher  gleich : 

und  das  des  Segments  laut  a)  gleich : 

12        ..    .     /4 


[-n5  • "  +  (I  ')>  '■• 


Dividirt  man  die  Differenz  dieser  beiden  Trägheitsmomente 
durch  den  Inhali  F  des  Parabeldreiecks,  so  erhält  man: 


64  \  „    /  12  16 


-      /> 


-  "175    *'  =  (0,32071  /y)«. 

Das  Moment  in  Bezug  auf  den  Parabeldurchmesser  gestaltet 
sich  einfacher,  weil  alle  drei  Schwerpunkte  in  ihm  liegen;  man 
erhält  für  das  Moment: 

JLAa.3F-  4*2.  2  Fund 
b  0 


*'-(t-|)*"  =  ^*'==(<^' 


31623  k)K 

Bei  Bestimmung  des  Kerns  fällt  der  Parabelbogen  ausser  Be- 
tracht, weil  alle  seine  Tangenten  das  Dreieck  schneiden  und  daher 
keine  von  demselben  ausgeschlossen  ist.  Der  Kern  entspricht 
daher  dem  ganzen  vollen  Dreieck. 

29 
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Die  Entfernung  der  dem  Schnitt  der  Tangenten  entsprechen- 
den Seite  vom  Schwerpunkt  ist  gleich : 

175  5  70 

und  die  Entfernung  derselben,  von  dem  nur  um  -     b  abstehenden 

5 
Parabelrand  gleich : 

(t  -    70    =    14-)  *• 

Die  Entfernung  des  der  Sehne   entsprechenden  Eckpunktes 
vom  Schwerpunkt  ist  gleich : 

175  5  35 

und  die  Entfernung  deaselben  vom  Ekskpunkt  den  Parabeldreiecks 
gleich : 

(5  -  ;ä  =  t)  *• 

Die  Übrigen  Elemente  des  Kerns  bestimmen  sich  wohl  immer 
am  zweckmä88ig8ten  durch  Construction. 

In  der  Regel  betrachtet  man  alle  Abrundungen  der  Quer- 
schnitte, sei  ea,  dass  sie  auswärts  oder  dass  sie  einwärts  gekehrt 
sind,  als  solche  Parabelbogen;  gewöhnlich  genügt  es,  die  eben 
gezeichneten  Centralellipseu  nach  dem  Augenmaass  einzuzeichnen, 
um  das  Wenige,  um  welches  bei  Bestimmung  der  Trägheits- 
momente der  Schwerpunkt  verrllckt  werden  muss,  bemessen  zu 
können. 

Den  Centralkern  wird  man  wohl  nie  brauchen,  denn  die 
kleinen  Dimensionen  desselben  zeigen  schon ,  wie  ungünstig  die 
Verwendung  solcher  Parabelquerschnitte  zu  selbstständig  tragen- 
den Theilen  ist. 


o)  Centralellipse  und  Kern  des  Farabeltrapezes. 

Im  Anschluss  ao  Nr.  96  d  S.  384  wollen  wir  hier  noch  die  Tr^heitsmomente 
der  Fi((.  163  S.  383  berechnen.  Imlem  wir  die  Bezeichnung  und  den  Werth  von  y, 
wie  er  dort  als  Function  von  z  gegeben  wnrde,  beibehalten,  erhalten  wir  die  Werthe  der 
Trägheitsmomente  SW^  ^  in  Bezug  auf  die  untere  Begrenznngslinie  ,3)11  ,  auf  dif 
Mittellinie  und  das  Centrifugalmoment  9)^      auf  beide,  wie  folgt: 


i 
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r  "  V4  jjf«  2  rfe  -  Va  (2/4-  V.if)  '/  ~  Vft  .  Vft9^^  «  («/a/-  V.5  .^)  '/, 


S9} 

2  /« 


4Ä  f+i 

"2^^  =-  V«  1/^''^='  Va  (2/+  V»i/)'  +  V9  [(2/+  V»  9)^-Vi9  (2/+  V.Ä^)*] 

+  Vi»  [(2  /  +  'U  9)  %  i^»  -  »/j  .9  '^l  -  -^  •  ^  i^^ 

=  Va./^  +  V'.f9^  -  — ^- T-  .7^  +  (^/a/~  Vt5  5f)  ^'. 

I  .  I  •> 

d  q 

Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  — -   «  y>  ~  ""«^  "od  erhalten  dann  aus 

/  / 
obigen  Formeln  die  Elemente  der  Tragheitsellipse : 

1-2  9Ä 

C         2W  y   z 

=  Vc  <^[(i  —  Vi  y)  (r  +  Vio  y)  -  V,«  cT»)], 

7^   ^  jr^  "~  ^=Va+v*y»-Via5y»+Vacr*-Vi5yir»-(i+Vi2<^+V2oy»)» 
=  Va  (1  -  Va  y)'  +  V«  Ws  yy  -  [(i  -  Vs  y)  (i  +  '/,o  y)  -  Vt2  ^]*- 

Diese  Grossen  wurden  Fig.  175  und  176  S.  45*2  construirt.  Die  Construction 
des  Schwerpunktes  (Fig.  174)  ist  identisch  mit  der  von  Fig.  163  S.  383.  Um  die 
.Hinnsverhältnisse  der  verschiedenen  y  und  <f  zu  erhalten,  wurde  seitlieh  (Fig.  176) 
über  2 / als  Durchmesser  ein  Halbkreis  beschrieben,  und  indem  man  auf  diesen 
vom  Endpunkt  2  /  ab  die  Sehnen : 

«4  <7,  '/a  d,  0/5  g,  d,  2/-g,  2/-  Vr.  g 

auftrug,  erhielt  man  durch  Verbindung  ihrer  Endpunkte  mit  dem  obern  Endpunkte 
dos  Durchmessers  die  Siiiusverbältnisse : 

Vio  y,  V«  ^>  Vs  y.  V«  <f\  y"  «  1  -  Va  y.  y  ^  \  -  'k  y-  . 

Trägt  man  auf  dem  Strahl  \  a  <f  die  Langen  1  und  f  auf,  so  ist  die  Eutfemung 
dieser  Endpunkte  von  der  Verticnllinie  gleich  Vs  ^  ^  ^^^  V2  ^  f-  Werden  dann 
diese  Langen  auf  dem  Strahl  Ve  ^  aufgetragen,  so  erhält  man  als  Entfernung  ihrer 
Endpunkte  von  der  Verticallinie  die  Längen  d'  l  =^  ^Im^I  und  J '  f  »  Vis  ^  f- 

Wird  auf  dem  Strahl  y  die  Länge  /  aufgetragen ,  so  ist  die  Entfernung  des- 
selben von  der  Verticallinie  gleich  y  Z  —  (1  —  Vs  y)  /.  In  Fig.  176  wurde  von 
dieser  Länge  6^1^=  Vis  <^  '  abgesogen  und  man  erhielt: 

r  =  (i-V5y- V.s^J*)^. 
Ein  Halbkreis  über  diesem  l'  und  über  Va  ^  schneidet  auf  der  Verticallinie  k 
ans,  wie  die  Figur  es  zeigt. 
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Die  Entfernung  des  Punktes  f  der  VerticalHnie  von  dem  Strabl  y"  Ut  gleich 

y''f«(l  -  V.y)/ 

Diese  Lfinge  worde  auf  dem  Strahl  «/lo  Y  aufgetragen  (sie  reicht  bis  zum 
kleinen  Ring^nnd  dann  noch  auf  die  Ilorisontale  durch  denselben  herabgeschlagen. 
Die  Entfernung  des  Endpunktes  von  der  Verticallinie  ist  dann  laut  Fig.  1 5  S.  11 
gleich  (1  —  V's  y)  (l  +  Vio  y)  f-  Indem  man  von  dieser  Länge  noch  J'  f  absieht, 
erhält  man : 

r  f  -  [(1  -  V.  y^  (1  +  Vto  .v)  -  '/li  «'■i  ^ 

Wird  endlich  dieses  6"  f  noch  auf  den  Strahl  Vq  «f  getragen ,  so  ist  die  Ent- 

C 
feniung  seines  Endpunktes  von  der  Verticallinie  gleich         ,  wie  es  in  der  Figur 

angedeutet  ist. 

Um  A  zu  erhalten ,  wurde  zunächst  iT' f  mit  cT'  roultiplicirt ,  indem  auf  den 
Verticalen  J"  f  aufgetragen  und  über  ihr  mittelst  eines  Strahles  und  zweier  Parallel- 


Fig.  175. 


Fig.  176. 
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linlen  ein  f  und  cT'  f  ähnliches  Gebilde  f  (f '  und  f  cT''  construirt  wurde.  Femer 
wurde  auf  der  Verticallinie  Va  ^  anfgetragen ,  dreimal  mit  dem  Sinusverbältniss  y 
multipllclrt  und  so  Va  y'  ^  ■■  Va  ('  —  V»  y)'  ^  erhalten,  wie  die  Figur  es  andeutet. 
Hierzu  sollte  Jetzt  noch  ^/m  (Vs  y)^  f  addtrt  werden;  allein  diese  Grösse  war  im 
vorliegenden  Fall  nicht  mehr  construirbar ;  die  Rechnung  ergab,  dass  sio  nur  gleich 
i/io  Mmtr.  sei,  sie  wurde  daher  ansser  Acht  gelassen.     Wird  von  ^/a  y  f  die  schon 

constrnirte  Länge  cf"'  f  abgezogen,  so  erhält  man  ----  j  an  dieses  wurde  noch  f  an- 
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gefügt ,  über  dem  Ganzen  ein  Halbkreis  beschrieben  und  so  h  erhalten ,  wie  es  aus 

der  Figur  cu  ersehen  ist. 

In  den  Entfernungen  h  und  k  vom   Schwerpunkt  (Fig.  175j  wurden  zu 

Seiten  des  Trapezes  parallele  Linien  gezogen ,  welche  die  Centralellipse  berühren, 

und   demnach  ein  umschriebenes  Parallelogramm  bilden.     Laut  Nr.  iOO  S.  401 

C  C 

liegen  die  Berührungspunkte  in  den  Entfernungen  -y  und  -r-,  von  den  den  Seiten 

des  Parallelogramms  parallelen  Durchmessern  auf  der  positiven  Coordinatenseite, 
weil  C  positiv  sich  ergeben  hat.  Diese  beiden  Entfernungen  wurden  an  der  Stelle, 
wo  man  sie  gerade  braucht,  über  den  Durohmessem  h  und  k  mittelst  den  bekannten 

und  constmirten  Längen  l  und  -y—  construirt  und  so  zwei  Berührungspunkte  er- 

halten ;  die  beiden  übrigen  Berührungspunkte  liegen  ihnen  symmetrisch  gegenüber. 
Die  vier  Berührungspunkte  sind  die  Ecken  eined  einbeschriebenen  Parallelogramms, 
dessen  Seiten  parallel  mit  den  Diagonalen  des  umschriebenen  laufen.  Mittelst 
diesen  vier  Tangenten  und  ihren  Berührungspunkten  kann  die  Centralellipse  nun 
leicht  gezeichnet  werden. 

Auch  der  Centralkern  wurde  noch  in  Fig.  175  eingetragen.  Seine  vier  ge- 
raülinigten  Seiten  sind  die  vier  Antipolaren  der  vier  Eckpunkte  des  Parabeltrapezes. 
Die  Parabel  geht  durch  zwei  Eckpunkte  des  Trapezes  und  durch  den  unendlich 
fernen  Schnittpunkt  der  parallelen  Seiten ,  in  dem  sie  die  unendlich  ferne  Qerade 
berührt;  demnach  berührt  der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  die  beiden  Anti- 
polaren Jener  Eckpunkte  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  Eckpunkte  des  Kerns, 
welche  den  parallelen  Seiten  entsprechen  und  die  demnach  mit  dem  ihnen  con- 
jugirten  Durchmesser  zusammenfSUt,  und  durch  den  Pol  geht,  in  welchem  er  diese 
Verbindungslinie  berührt.  In  beiden  Figuren  entsprechen  den  Schnittpunkten  der 
Endtangenten  die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte.  Da  die  Parabel 
ganz  ausserhalb  des  Trapezes  liegt  und  nur  durch  zwei  seiner  Ecken  geht,  so  liegt 
der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  ganz  im  Innern  des  Kerns  und  berührt  nur  zwei 
seiner  Seiten ;  er  ist  daher  eine  Ellipse. 

Dass  in  den  Jetzt  entwickelten  Formeln  für  die  Trägheitsmomente  des  Pa- 
rabeltrapezes auch  die  für  das  Parabeldreieck  (siehe  b)  enthalten  seien ,  versteht 
sich  von  selbst. 


d)  Trägheitsmomente  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  begrenster 

Flächen« 

Die  Uleichungen  der  Ke^^elschnittc  mit  Mittelpunkt  liwseu  sich  immer  auf  die 
Form  bringen : 

Ist  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung : 

0  -=  a„  y«  -f  2  a,a  yz  +  flja  2«  +  2  0,3  y  +  2  Oja  z  +  Oja, 
gegeben,  so  ist : 

«aj  '  «82*  Oj«  *  ^33*  Osakas 
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Die  Fläche  F,  die  statischen  Momente  M   ,  Af  ,  nnd  die  Tri^eitsmomente 

^yyi  ^y»>  ^4«  ergeben  sich  nan  iva  Flächen  zwischen  swei  Ordinaten  z ,  dem 
Bogen  einerseits,  und  der  Aze  andererseits  aus  der  folgenden  Uebersicht,  In  der  die  in 
z  vorkommende  Wiirzelgrosse  mit  4it^a9^y^a  {y  —  6)<  -|.  R,  bezeichnet 
wurde : 

^h  —  Jy  *  «^  y  —  Va  ry'  +  V«  <?  y*  +  J  y  tc  d  y ; 

^^i  =  V2  l  «'  «i  y  —  — (    r  y  +  c  j     +  r  \ytody  +  Atcdy  +  V2  I  «?»  d  y  ; 

'^yy'^Sy^^^  y  "•  '/•  '  y»  +  Vs  c  y'  +  J  y*  w  d  y ; 

3»y.  —  */«  Jy«»'/y  — '/iirVy^  +  VscryS+i/^c'y'  +  r  Jy'töiZy  +  c  J  y  w*  d  y 

2?^.^V3  l  2'c^y  ■=    -^    -(   'y  +c  j    +  r  lyw«rfy  +  cltc»dy  +  rny«ri?dy 

+  2rcJywrfy  +  c2jwdy  +  V3jw3dy. 

In  dieser  Zusammenstellung  wurden  die  Coostanten  weggelassen',  denn  es 
▼ersteht  sich,  dass  alle  Integrale  innerhalb  der  Grenzen  der  änssemten  Coordinaten 
zu  nehmen  sind ;  doch  ist  darauf  zu  achten ,  dass  der  Bogen  zwischen  den  Grenzen 
nicht  dnrch  das  Unendliche  geben  darf. 

8ind  die  beiden  Azen  hinsichtlich  des  Kegelschnitts  coqjagirt,  so  sind 
c  B  r  «=  0,  und  die  Momente  reduciren  sich  auf  die  letzten  Glieder,  die  noi'h  zu  in- 
tegriren  sind,  and  die  wir  zum  Unterschied  der  obigen  Momente  mit  Accenten  ver- 
sehen wollen ;  wir  erhalten : 

K   «    I  wdy  «  •/,  (y  -  6)  10  + Va  Ä  l-J  . 

^'z  =  Va  J  w»  dy^%tty^---aby^+  V«  («  ^'  +  i^>  ih 

^JJ«  j^,-=  V»J  y  eü'^  ./  y  =  V8  r  y»  —  1.',  a  h  y^ -^  1/«  («  //^  +  11)  y^ 


aW'       =.     l    y*  10  (i  y  «=    -?-_  6  «r»   +    -1-   (2  w^  _|_  4   „  ft»  _  ß)  (^  __  ^^  ,p 

8a  1   to 


Va    U^  d  y  -  V»4  (2  to»  -  3  /?)  (y  -  6)  to  +  '/>  /P»  l^^. 


111.  Centralellipse  und  Kern  parabolischer  and  elliptischer  Figuren.     455 


Das  noch  nicht  bestimmte  Integral 


.;.4 


•1»  , 


w 


ist  nichts  anderes,    als   der 


Flächeninhalt  zwischen  dem  Rogen  und  den  beiden  Strahlen ,  welche  aus  dem  Mit- 
telpunkt der  Curve,  dessen  Bndpunkte  projiciren ;  denn  ein  Element  dieser  Fläche 
ist  gleich :  "^ 


Vi  [  (y  —  6)  rf  tö    -  wdy  1  =  2?-  r  «  (y  —  6)2  -  ttj«l  d  y 


Rdy 


2  w 


Diese  Flächeninhalte  müssen  nun  für  Ellipsen  nnd  Hyperbeln  auf  verschie- 
dene Weise  ausgedrückt  werden.  Für  Ellipsen ,  wo  a  negativ  und  R  immer  posi- 
tiv ist,  hat  man : 


.  ./.«i 


dy 
w 


R 


2Y~a 


arc  sm 


in  y--^  (,  _  6) 


R  w 

yr. =r  arc  cos     -;===., 

2y^— «  i/ä 


t)arch  die  Zeichen  von  sin  und  von  cos  sind  die  Rogenstücke,  die  einzuführen 
sind,  vollständig  bestimmt,  der  Bogen  ist  gleich  null  für  y  —  h  =^0,  w  ^=^  y^R\ 

gleich  ^j^ntvLVy  —  6  =»    / ,  m?  «  0 ;  gleich  7ifüry«6a=0,  tö  =  — |/^Ä 

and  gleich  y^n  für  y  —  ft ««  —   U  ^^  ,  w  «=  o.    Lässt  man  in  dem  hier  auf  der 
Ellipse  durch  diese  Reihenfolge  gegebenen  Sinn ,  Jederzeit  den  Punkt  2  auf  den 

Fig.  177. 
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Punkt  1  folgen ,  so  dass  man  bei  dem  Einsetzen  der  Grenzordinaten  in  die  obigen 
Integrale  nur  positive  Bogen  erhält,  indem  man  jiöthigenfaUs  den  Bogen  des  2ten 
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Punktes  um  2  ;r  vermehrt .  so  geben  die  Formeln  für  verschiedene  Bogen  der 
Punkte  1  und  2  die  Momente  der  Flächen,  die  wir  durch  die  Fig.  177  zur  Anschau- 
ung bringen  wollen. 

In  diesen  Figuren  sind  die  positiven  Flächen  schrafdrt,  die  negativen  Iflachen 
punktirt,  und  die  aufgestellten  Integrale  ge))en  die  Differenz  der  Momente  beider 
Flachen. 

Bei  Hyperbeln ,  wo  a  positiv  ist  und  R  beliebiges  Zeichen  haben  kann,  wird 
das  Flachenintegral : 

R 

logi 


V. 


^J-S^-?^^^«^"  [K«(y -*)  +  -]. 


In  diesem  Integral  wechselt  bei  dem  Uebergang  von  einem  Arm  der  Hyperbel 
zum  andern,  das  grössere  der  beiden  Glieder  l/'a  (y  —  b)  und  to  sein  Zeichen 

Ist  z.   B.   R  positiv,   so  ist  w  immer  grösser,  als  wie  }/^(y  —  &)i  zwischen 

+  y^R  und  — Y  R  imaginär,  und  wechselt  demnach  sein  Zeichen  bei  dem  lieber- 

gang  von  -|-  Y^R  zu  —  l/'/i  d.  h.  von  einem  Arm  der  Hyperbel  zum  andern. 

Ist  dagegen  R  negativ,  so  ist  |/^a  (y  —  b)  grösser  als  wie  w,  y  —  &  ist  zwischen 

-{•  l/H —  und — \/— —  imaginär,  und  wechselt  sein  Zeichen  bei  dem  Ueber- 

gang  von  einem  Arm  zum  andern.  Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  |/^a  {y  —  6)  -{-  ic 

ebenfalls  bei  dem  Uebergang  von  einem  Arm  zum  andern  ihr  Zeichen  wechselt, 
und  dass  wenn  bei  der  Substitution  der  Grenzwerthe  ^i  t^i  und  y^  w^  in  den  Bruch : 


Y^iVi  -  *)  + 


töi 


dessen  Logarithmus  gleich  der  zu  berechnenden  Differenz  ist ,  die  Coordinaten  von 
Punkten  verschiedener  Arme  der  Hyperbel  substituirt  werden,  dieser  Quotient  nega- 
tiv und  sein  log  imaginär  sei.  Werden  daher  die  Coordinaten  vom  Punkte  ver- 
schiedener Arme  der  Hyperbel  als  Grenzen  der  Integrale  in  obige  Formeln  substi- 


Fig.  178. 
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Fig.  179. 
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tuirt,  so  ist  das  Resultat  ein  ima<;inäreB ;  es  müssen  daher  die  Integrationsgrenzen 
auf  einem  und  demselben  Arm  der  Hyperbel  angenommen  werden. 
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Auoli  für  die  Hyperbeln  wollen  wir  durch  Fig.  178  nnd  Fig.  179  zeigen,  wel- 
ches die  Flächen  sind ,  deren  Momente  die  obigen  Formeln  geben ,  wenn  die  Coor- 
dinaten  des  Panictes  2  als  obere,  und  die  des  Punktes  1  als  untere  Grenze. substi- 
tuirt  werden. 

Diese  Figuren  bedürfen  keiner  Erläuterung;  man  sieht,  dass  die  Verhältnisse 
einfacher  als  wie  bei  elliptischen  Bogen  sind. 

Selten  wird  man  in  der  Praxis  die  Momente  von  Flächen  mit  dem  unregel- 
mässigen Trapez  zwischen  der  Aze  und  der  Curve,  sondern  in  der  Regel  nur  von 
Curvensegmenten  zu  bestimmen  haben ,  welche  von  einer  oder  von  zwei  Parallelen 
zu  einer  Coordinatenaze  begrenzt  sind. 

Man  könnte  diese  Momente  dadurch  bestimmen ,  dass  man  in  die  bisher  ent- 
wickelten Formeln  die  Coordinaten  y,  -^  w  für  die  obere ,  und  i/,  —  w  Pit  die 
untere  Grenze  einsetzte ,  wobei  sich  alle  Glieder  heben  wurden,  die  w  in  einer  ge- 
raden Potenz  enthalten,  allein  es  ist  einfacher,  diesen  Fall  besonders  zu  entwickeln. 
Man  hat  allgemein : 

r  fry  +  c-fu;  2    C 

^  \  yi  dy  \  z«-i  dz  «  --  l  [(ly  +  c  +  «?)«— (ry -f  c  — «7)»«]y»di^ 

J  ]t  y\-c-  w  ^   } 

^  "^   y^  ^'  ^'^  "^^""^  "^  +(   3  )  ('  ^  +  ^)""^  w3  +  .  .  'ly'dy. 

Demnach  erhalt  man : 

F=.  2    l    wdy^{y  ~-b)w  +  R    l   '|^'  , 

f  2  frfy 

A/^   =    2\ywdy^  —  tc3  +  b(y-h)w  +  bR  l  ~, 

iV/.    «    2  Je*  if  -[.  c)  (c  dy=^  t  M^    +  c  F, 

f  4  l 

=  2   I  y^wdy  -^  —  6  MJ3  H (lo«  +  4  a  b^  —  R)  (jy  —  b)  w 

4«     •  J     '^ 

"^zz  -=  2  J  (r  1/  +  c-)«  lü  rf  y  +  Vs  J  lö'  ^  y  =  r«  2Ry^  +  2  r  c  A/y  +  c2  F 
+  t/„  (2  lö  +  3  ß)  (y  -  6)  to  +  V.  Ä=  i   ^^^. 

In  diesen  Integralen  sind  die  w  wesentlich  positiv ,  es  können  daher  f&r  die 
Grenzen  nur  solche  eingezetzt  werden.  Zwischen  diesen  Grenzen  dürfen  also 
in  diesem  Fall  niePunIste  sich  befinden,  für  welche  w  gleich  0  ist;  es  dürfen,  wenn 


yy 


458  Momente  parallfler  Kräfte. 

die  Fläche  bich  bU  zum  Scheitel  erstreckt,  solche  Punkte  höchstens  die  eineGrenzr 
sein.     Die  Coordinaten  dieser  Punkte  sind  durch  die  ßedingnncf : 


w 


^0,y-l,=  ]/El, 


gegehen.  Sie  sind  daher  nur  dann  rrell,  wenn  R  und  a  verschiedene  Zeichen 
haben ,  also  bei  Ellipsen  und  bei  Hyperbeln  die  den  Durchmesser  r  j/  -f-  r  «s  o  in 
reellen  Punkten  schneiden.     Substituirt  man  diese  Coordinaten  als  Grenzen  in  die 

.    dy 
obigen  Formeln,  ho  verschwinden  alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  * 


\ 


Da  durch  die  Art  der  Aufstellung  die  Momente  negativer  Flächen  ausge- 
schlossen worden,  so  sind  bei  Ellipsen  die  1  — ^    nicht  mehr  cyclisch ,   sondern 


ie  (  ^    ni. 


innerhalb  der  Grenzen  —  1/3  ^»  0  -4-  Vs  ^  zu  nehmen.     Bei  Hyperbeln  fällt  diese 
doppelte  Möglichkeit  aus. 

Wir  unterlassen  die  wirkliche  Substitution ,  indem  die  Divisionen  mit  F  den- 
noch nicht  ansfGbrbar  werden. 


Durch  Division  von  M^  durch  F  erhält  man : 


woraus  hervorgeht ,  dass  in  dem  vorli«»genden  Fall  der  Schwerpunkt  der  Fläche 
immer  auf  den  Durchmesser  r  ^  +  c  »  0,  liegt. 

Die  Dimensionen  der  Centralellipsen  von  Segmenten  lassen  sich  nicht  mehr 
allgemein  ausdrucken,  es  ist  das  nur  dann  möglich,  wenn  die  Flächen  im  Endliehen 
geschlossen  sind ,  also  bei  Ellipsen.  Für  diesen  Fall  setzen  wir  zur  Bestimmung 
dieser  Dimensionen  r,  r,  A  =  0  und  erhalten : 

F=  _.    '^  n;  TO      = -'.   .  -^     F;  3I?„  =     {     RF 

y  —  «  yy  4       «  -»■»         4 

Die  conjii^irten  Durchmesser  dt^r  Ceutralcilipse  sind  demnach : 

'- 1/5  -  i  K^  -  ■/..„*-^'^  -  -f  /y  -  i ... 

wenn  man  mit  Oi  und  5i  die  Längen  der  gegebenen  Durchmesser  bezeichnet.  Ist  aber 
die  Trägheitseilipse  in  Jeder  Richtung  halb  so  hoch  als  die  Ellipse  der  sie  zuge- 
ordnet ist,  so  wird  sie  ihr  auch  ähnlich  gelegen  sein,  und  alle  ihre  Dimensionen 
halb  so  gross  als  die  Jener  sein. 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  vom  Kern ;  da  i  immer  gleich  h  ist ,  so  wird  die 
halbe  Hohe  der  Kemellipse  gleich : 


=*    -    a, 


«i  4 
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Die  DimeDsionen  der  Keroellipse  werden  also  gleich  dem  —   der  ursprünglichen 

4 

nnd  gleich der  Trägheitsellipse  sein. 

Der  Kreis,  der  zugeordnete  Trägheitskreis  und  der  Kern  sind  Kreise ,  deren 
Halbmesser  gleich 

1  ,      1 

r,  —  r  und   —  r 

sind. 

Für  den  Rmg  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsen  ist  das  Trägheitsmoni<'nt 


!-(,,- 4..^). 


wenn  wir  mit  F  den  Flächeninhalt  der  grossem  Ellipse ,  und  mit  a%  den  O]  ent- 
sprechenden Durchmesser  der  kleinern  bezeichnen,  denn  die  Flächeninhalte  ähnlicher 
Gebilde  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ähnlicher  Dimensionen;  man  erhält 
daher : 


1 

1      a% 

4     «' 
Ici  « 

1  — 

4     a,» 

.     4     (a,*  +  «a*) 

a,2 

112.  Trägheitsmomente  zweier  Flächen. 

Nr.  83  S.  325  haben  wir  gesehen ,  das»  wenn  es  sich  um  die 
Zusammensetzung  vontiur  zwei  Kräften  bandelt,  es  eine  einfachere 
Construction  giebt,  als  wie  die  zwei  Kräfte  durch  ein  Seilpolygon 
mit  einander  zu  verbinden.  Dasselbe  ist  auch  der  Fall,  wenn  das 
Trägheitsmoment  von  nui*  zwei  Flächen,  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt bestimmt  werden  soll. 

Die  zwei  Flächen  seien  aF,  und  Af^,  die  Abscissen,  ihre 
Schwerpunkte  und  ihre  Momente  seien  der  Bezeichnung  Nr.  99 
S.  367  entsprechend  ^,,  ?/ö  a:,  A  Fi  yi  i^Fi,  (r.a  +  A,«)  AF, 
i^i  Vi  +  ^'i )  Fi,  (iji^  -|-  A,^)  Fi,  Die  Summe  der  beiden  Flächen 
bezeichnen  wir  mit  F\  und  alle  Momentensummen  gerade  wie  an- 
gedeutet wurde  mit  Weglassung  des  Index. 

Wir  construiren  zunächst  den  Schwerpunkt  nach   Nr.  Ö3, 

■ 

dann  ist: 

it'i  AF,  -f  ä?2  AFj  =  0, 
und 
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AF, 


iTi 


F_ 

•V^    ——  »JT^ 


l    ' 


indem  wir  mit  /  die  Entfernungen  dieser  beiden  Schwerpunkte  be- 
zeichnen. Substituirt  man  die  aus  diesen  Gleichungen  sich  erge- 
benden Werthe  von  A  Fi  und  A  f\  in  die  Momentengleichung  einer 
der  beiden  Axen,  der  y  Axe  z.  B.  so  erhält  man: 


+  *i*  ^i  —  *a*  *i]  =  —  ^1  *a  +  -^-  Äj» 


/ 


k^K 


Eine  Formel  die  auch  direct  aus  Nr.99S.  398  abgeleitet  wer- 
den könnte. 

Wir  bemerken:  j;^  muss  der  Natur  der  Aufgabe  gemäss  nega- 
tiv sein,  alle  Glieder  der  letzten  Gleichung  sind  daher  positiv  und 
sehr  leicht  zu  construiren. 

Fig.  180. 


^--?r 


/  m    / 


./ 


A 


/ 


.--•'• 


\. 


/ 


N 


m. 


iiPf 


■        V 


+  X, 


C 


2 


Wir  beschreiben  über  der  Verbindungslinie  /  der  beiden 
Schwerpunkte  (Fig.  180)  einen  Halbkreis,  messen  im  Schwerpunkt 
den  Perpendikel  m,  verbinden  seinen  Endpunkt  mittelst  der  Linien 

»ii  und 7/1) dann  ist mes  ^ — a^io:^;  »ii  =  V^ — /a?t;  iw^  «»  "^  /o^a. 
Trägt  man  schliesslich  vom  Punkt  1  aus  kf  auf  m^  ab ,  so  ist  der 
Perpendikel  vom  Endpunkt  von  ki  auf  /,  wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  gleich : 

L^*_  =  k   ^~-y  ^'^  =  k    1/^ 
mx  Y —  i  xx  '     / 
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Dur 


112.   Trägheitsmomente  zweier  Flächen.  4gl 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  durch  Auftragen  von  Ar,  auf  ?fi^ 
die  Höhe  k^  1/  -  -j-  -. 

Reiht  man  eine  dieser  Grössen /•,  [/  /    unter  rechtem  Winkel 

1  /  k  ^  x7 

an  m  so  erhält  man  y  m^  -] 1--  '^  ,  und  an  dieses  auch  unter 

rechtem  Winkel  A'j  1/       '  - ,  so  erhält  man : 

wie  die  Figur  es  angiebt. 

Da  es  bei  der  Construction  von  k^  y  -J     und  k^  y  -  — 

auf  die  Winkel  ankam,  den  fn^  und  m^  mit  /  bilden  und  diese  Win- 
kel constant  bleiben ,  wenn  sich  die  Verhältnisse  x^  :  .v^  nicht 
ändern,  so  braucht  die  (Fig.  180)  nur  einmal  ausgeführt  zu  wer- 
den, und  zwar  am  besten  auf  der  Verbindungslinie  der  Schwer- 
punkte selbst,  weil  diese  die  grösste  Figur  geben;  zur  Construc- 
tion des  A  fUr  eine  andere  Richtung  die  der  //,  z.  B.  hat  man  das 
auf  /  heruntergeschlagene  i/z,  in  dieser  Richtung  zu  projiciren  und 

das  so  verkürzte  wi,  die  hy  y  —-  und  h^  y — ,  welche  zwi- 
schen denselben  Winkeln  m^  l  und  7n^  l  construirt  wurden ,  unter 
rechten  Winkeln  anzureihen. 

Um  das  Moment  {a-^  y\  ■\-  CO  aF|  -|-  {x^  y^  -|-  C^)  AP^  zu 
construiren,  verwandeln  wir  die  Flächen  av  y,  +  C,  in  c,  k^  ent- 
weder mit  Benutzung  der  Ordinaten  der  Antipole,  oder  direct  gra- 
phisch ,  und  erhalten  nach  Substitution  der  Werthe  von  A  f\  und 
AFa: 

k 
C  =  —^  (^1  ^a  —  ^9  ^i) ; 

-r-  aber  ist  die,  auf  der  Tangente  k  gemessene  Entfernung  des  Be- 
rührungspunktes, vom  Durchmesser  der  mit  der  Tangente  A  parallel 
läuft,uianhatalsonurnoch—  -  und ^'  '    zu  construiren,  was 
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auf  verschiedene  Weise  geschehen  kann.  In  (Fig.  180)  geschah 
es,  indem  -f-  Ci  bei  1  in  irgend  einer  Richtung,  -|-  c^  bei  2  parallel  in 
der  gleichen  Richtung  aufgetragen  wurden,  die  Verbindungslinien 
der  Endpunkte  von  Cj  mit  2,  und  von  r^  mit  1,  schneiden  selbst- 

verständlich  auch  auf  f;t  die  Länge -^   ab,   mittelst   der   nun   die 

Ellipse  vollständig  bestimmt  ist. 

Bei  den  hier  summirten  Grössen  sind  alle  k^  aF  positiv  ange- 
nommen worden.  Hinsichtlich  des  Zeichens  der  Caber  ist  zu  merken : 
die  C  von  Flächen  zwischen  den  Scheitelwinkeln  der  Axe  haben 
gleiche  Zeichen,  zwischen  Nebenwinkeln  aber  ungleiche  Zeichen. 
C  zwischen  gleichgerichteten  Schenkeln  paralleler  Axen ,  haben 
auch  gleiche  Zeichen.  Indem  man  dieses  berücksichtigt  sieht 
man  sofort  aus  der  Figur,  ob  die  Momente  addirt  oder  von  einander 
abgezogen  werden  mtlssen;  sind  die  Momente  zu  addiren,  so 
mUssen  beide  v  auf  der  gleichen  Seite  der  Schwerpunktslinien  auf- 
getragen werden,  sind  sie  entgegengesetzten  Zeichens,  so  sind  sie 
auch  auf  entgegengesetzten  Seiten  aufzutragen.  Beide  Fälle  wur- 
den in  die  Figur  eingezeichnet,  und  durch  -{-  r^  und  —  c.^  von 

einander  unterschieden;     j-  steht  bei  der  -f-  cj    entsprechenden 

Länge. 

Die  hier  erläuterten  Constructionen  geben  am  schnellsten  die 
Momente  von  Winkeleisen  oder  T  Eisen,  wenn  man  die  kleinen 
Abstumpfungen  an  den  Ecken  vernachlässigen  kann.  Der  Grund, 
wesshalb  (Fig.  180)  nicht  gerade  auf  eine  solche  Figur  bezogen 
wurde,  ist  der,  dassdie  Cgleich  0  sind,  wenn  die  Seiten  der  partiel- 
len Rechtecke  parallel  laufen ,  und  sehr  klein  sind,  wenn  sie, 
wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  nahezu  parallel  laufen;  es  hätte 
demnach  an  einem  solchen  Winkeleisen  nicht  gezeigt  werden  kön- 
nen. Sollen  die  Abstumpfungen  an  den  Ecken  berücksichtigt 
werden,  so  sind  die  Constructionen  von  Nr.  11  ti  anzuwenden. 


113.  Das  Trägheitsmoment  ringförmiger  Figuren. 

Man  hat  das  Trägheitsmoment  ringförmiger  Figuren  mit 
dünner  Wandstärke ,  näherungsweise  als  Differential  der  ganzen 
Fläche  berechnen  wollen;  z.B.  das  Trägheitsmoment  eines  bohlen 
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Rechtecks  dessen  ganzes  Moment  gleich  V^^  b  c^  ist,  mittelst  der 
Formel : 

Vi2  (3  *  r2  .  rf  e  -|-  c'  rf  b\ 

ff 

in  welche  für  d  b  und  d  c  die  Breiten-  und  Höhendifferenzen  des 
vollen  und  hohlen  Querschnitts  eingesetzt  wurden. 

Das  Trägheitsmoment  der  ringförmigen  Figur  mit  dUnuem 
Rand  ist  annähernd  gleich: 

e^y^  d  8  =^  k^  e  «, 

worin  k  die  Höhe  der  Centralellipse  des  Umfangs  in  Bezug  auf 
dessen  Schwerpunkt,  und  e  die  Randdicke  bezeichnet. 

Bezeichnen  wir  mit  \y^^  dF  das  Trägheitsmoment  des  hohlen 
Querschnittes,  so  wird  das  Differential  dieses  Integrals  in  Bezug 
auf  seine  Grenzen,  Überhaupt  nur  dann  mit  k^  e  s  verglichen  wer- 
den und  einen  Näherungswerth  geben  können ,  wenn  beide  Inte- 
grale ej  yj  d  s  und  jy^rfFaufdiegleicbenCoordinatenaxen bezogen 
sind.  Es  mUssen  also  die  Schwerpunktsaxen  des  Umfangs  und 
der  ganzen  Fläche  zusammenfallen.  Wäre  die  Entfernung  der 
beiden  Schwerpunktsaxen  gleich  ?/, ,  so  könnte,  wenn  keine  son- 
stige Compensation  stattfindet,  der  Fehler  die  Grösse  y^^  .  es  er- 
reichen, was  unter  Umständen  so  bedeutend  werden  kann,  dass 
von  Annäherung  nicht  mehr  gesprochen  werden  darf.  Dieses  Zu- 
sammenfallen wird  im  Allgemeinen  nur  bei  symmetrischen  Figu- 
ren stattfinden ;  wenn  es  auch  bei  andern  Querschnitten  stattfindet, 
so  findet  zufällige  Compensation  stxitt. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  muss  weiter  der  Zuwachs  der 
Integrationsgrenzen  in  den  Flächenintegralen ,  eine  Fläche  erzeu- 
gen, deren  Rand  vom  Rand  der  ursprünglichen  Fläche  um  e  ent- 
fernt ist.  Dies  findet  aber  annäherungsweise  nur  bei  Flächen 
statt,  deren  Ränder  bei  Parallelcoordinaten  annähernd  parallel  mit 
den  Axen  laufen,  und  bei  Polarcoordinaten,  deren  Rand  annähernd 
senkrecht  auf  dem  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Radiusvec- 
tor  steht,  also  bei  Kreisen,  bei  regelmässigen  Polygonen  mit  vie- 
len Seiten,  bei  Ellipsen,  deren  Axenlängen  und  Axenzuwachse, 
sehr  wenig  von  einander  verschieden  sind.  Werden  diese  beiden 
Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  kann  überhaupt  das  ganze  Differen- 
tial von  ^y^  d  F  nicht  als  Näherungswerth  von  e  J  y^ds  betrachtet 
werden.  Die  Differenz  wird  desto  grösser  sein,  je  grösser  die  Ent- 
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femuDg  der  Schwerpunkte  der  vollen  Figur  und  des  Umfangs, 
und  je  grösser  der  Winkel  ist,  den  die  Richtung  des  Umfangs  mit 
der  Abscissenaxe,  d.  h.  der  Axe,  von  der  ab  die  y  gemessen 
werden,  bildet. 

Diese  Verhältnisse  wollen  wir  dadurch  erläutern,  dass  wir 
das  Trägheitsmoment  eines  hohlen  gleichschcnkeligen  Dreiecks 
mit  sehr  kleiner  Basis  nach  den  verschiedenen  Methoden  be- 
rechnen. 

Es  sei  Fig.  181  das  Dreieck;   die  mittlere  Basis,  Hübe  und 

Fig.  181.       Seite  messen   (5,2,   48   und   48,1.      Die  Dimension 

des  inneren  Profils  sei  '/|o  kleiner,  also  gleich:  5,58, 

43,2  und  43,29  und  die  des  äussern  \/|o  grösser, also 

gleich:  6,82,  52,8  und  52,91.  Die  normal  gemessene 

9,3 


8.9*1 


».41 


Ringstärke  ist  überall 


160 


0,58125;  sie  ist  nur 


gleich  Vio  der  Basis,  und  '/so  der  Höhe,  also  jeden- 
falls klein  genug  um  als  dUnne  Wand  bezüglich  der 
übrigen  Abmessungen  zu  gelten.  Auch  bietet  das 
Verhältniss  Vs  der  Basis  zur  Höhe  genügende  Stabi- 
lität für  einen  tragenden  Balken. 

Von  vornherein  können  wir  schon  auf  das  Re- 
sultat schliessen.  Das  Differential  des  Flächenmo- 
ments, in  Bezug  auf  die  zur  Basis  parallele  Axe  durch 
den  Schwerpunkt,  wird  ein  sehr  abweichendes  Re- 
sultat geben ;  denn  senkrecht  zu  dieser  Axe  geroes- 
sen, liegen  die  Schwerpunkte  der  Fläche  und  des 
Umfangs  weit  auseiucnnder,  dererstere  in  dem  V/jder 
Höhe,  der  letztere  beinahe  in  der  Mitte  derselben; 
und  die  beiden  Seiten  des  Dreiecks  bilden  einen 
grossen  Winkel  mit  der  Basis.  Dagegen  wird  das 
Differential  für  das  Trägheitsmoment,  in  Bezug  auf 
den  Höhenpei*pendikel,  eine  viel  bessere  Annäherung 
geben,  denn  in  ihm  selbst  liegen  beide  Schwerpunkte, 
also  ist  ihre  Entfernung  senkrecht  darauf  gemessen, 
gleich  0,  und  der  Winkel ,  den  die  Seiten  mit  dem 
Höheperpeudikel  bilden,  sind  klein. 
:  Rechnen  wir  zunächst  die  wirklichen  Momente 

aus,  so  erhalten  wir  Fläche,  statisches  und  Trägheitsmomente  wie 

folgt : 
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F=d,4l  .  52,8  —  2,79  .  43,2  =  180,048  —  120,528  =  59,52; 
My  =  180,048  .  17,6  —  120,528  .  14,98125  =  1363,184; 
y,  =  1363,184  .  59,52  =  22,9029 

y.  —  17,6  =  5,3029;  y,  —  14,98125  =  7,92165 
aj?vj,=  (5,30292+ Vi»  .52,8»)  180,048- (7,92165H  Vi843,2>)  120,528 

=  32948,92  —  20059,77  =  12889,1 
ÜR„  =  «/eCMl*  .  180,048  —  2,79«  .  120,528)  =  348,94  —  156,37 

=  192,57 

Mit  diesen  wahren  Werthen  wollen  wir  jetzt  e  ^  y^  d  s  als  erste 
Annäherung  vergleichen;  wir  denken  uns  dabei  die  Mittellinie 
des  Randes  mit  einer  Fläche  von  0,58125  Breite  gleichförmig  be- 
lastet. 

Es  folgen  hier  die  Rechnungen. 

Die  Fläche  erhält  man,  wie  oben,  gleich : 

F=  2  (48,1  +  3,1)  .  0,58125  =  51,2  .  1,1625  =  59,52, 

die  übrigen  Momente  am  einfachsten  durch  Substitution  der 
Werthe:  a  =  h  =  48,1;  c  =  6,2;  .v  =  102,4  in  die  Gleichungen 
von  Nr.  109  S.  434  nämlich : 


(*-^)(*  +  3^^  /«    058125=--^'-^-^-^-^^'-^^^-^^^^^^ 
12  .V  '    '  2  .  102,4 

=  12686  ' 


m,,=  ^--^)^jr.-M  /*. 0,58125 


_.._          s(s^a)is^b)c^  ^  ^^^^^      102,4  .  54^,3  .  6^2  .  0,58125 
3J^-  =  — 3^7+^^-     ^'^^^2^ 3  108^6 

=  190,7. 

Der  Schwerpunkt  der  Mittellinie  des  Umfangs  weicht  um: 
22,547  +  Va  •  0,58125  —  21,707  =  1,13,  also  um  «/4o  der  Höhe 
vom  wahren  Schwerpunkt  ab ,  was  noch  ziemlich  bedeutend  ist ; 
die  ^yy  des  Näherun gs wer th es  um  203  oder  i/go ;  und  die  SKsj  um 
1,9  oder  '/go  von  den  wahren  Trägheitsmomenten  ab. 

Diese  drei  Abweichungen  haben  darin  ihren  Grund,  dass  die 
Ränder  namentlich  die  Seitenränder  von  aussen  merklich  länger 
als  innen  sind,  und  dass  demnach  die  Schwerpunkte   der  drei 
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Seiten  nicht  in  den  Mittellinien,  sondern  ausserhalb  derselben  lie- 
gen, woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  der  wahre  Schwerpunkt  näher 
beini  ^/j  der  Höhe  liege,  und  dass  die  wahren  Trägheitsmomente 
grösser,  als  wie  die  der  Mittellinien  des  Randes  sein  müssen. 

Berechnen  wir  nun  zum  Schluss  das  DiflFerential  des  Träg- 
heitsmomentes der  ganzen  Fläche.    Man  hat : 

^l^^  =  </  .  -^  /,  A3  =  (Ay  (3  A  .  r/A  +  A  .  fib)  = 

(48  \* 
^    j   (18,()  .  9,(5  +  48  .  1,24)  =  15233,3, 


Fig.    182. 
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(6,2  .  9,6  +  144  .  1,24)  -=  190,66. 


3)Uz  weicht  nur  um  1,91  also  \/|oo  vom  wahren 
Werth,  dagegen  50?^^  um  2444  beinahe  Vs  von  dem- 
selben ab,  und  kann  daher  nicht  mehr  als 
Näherungswerth  gelten.  Von  dieser  bedeu- 
tenden Abweichung  kann  man  sich 'leicht  Rechen- 
schaft ablegen ,  wenn  man  die  Figur  construirt,  auf 
die  sich  die  letzten  Trägheitsmomente  beziehen. 

Da  Vae  *  *'  ^^^  Moment  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt ein  Centralmoment  ist,  so  kann  d,  Vse  ^^' 
nur  dann  ein  Centralmoment  sein,  wenn  auch 
Vao  (A  +  rf  A)  (A  -h  rf  A)'  ein  solches  ist.  Demnach 
geben,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  rfA  und  dh  ver- 
nachlässigt werden  können,  die  Differentiale  der  Mo- 
mente das  Moment  des  Ringes  zwischen  den  zwei  Drei- 
ecken, deren  Dimensionen  durch  AA  und  A -|- </A, 
A -|- <^^  bestimmt  werden,  und  deren  Schwer- 
punkte zusammenfallen;  Fig.  182  wo  die 
Höhe  der  Basis  =  «/g  .  rfA  =  3,2  und  die  der  Spitze 
«/3  .  dh  =  6,4,  statt  0,58125  und  8,01775  ist,  stellt 
demnach  das  Dreieck  dar,  dessen  Trägheitsmomente 
durch  jene  Differentiale  gegeben  werden.  Man  sieht 
die  Fläche  der  kleinen  Basis  ganz  besonders  ver- 
breitert,   wodurch    das    grössere   Moment   erzeugt 
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worden  ist,  weil  laut  Nr  119d  S.  435  die  kleinste  Seite  eines  Dreiecks 
nie  von  der  Centralellipse  geschnitten  wird.  Dagegen  stimmt  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den  Höhenperpendikel  vollständig 
mit  dem  wahren  Trägheitsmoment  tiberein,  denn  jede  Parallele  zu 
ihm  schneidet  die  Fig.  182  in  Segmenten,  die  gleichgross  sind. 

Durch  die  Resultate  dieses  Beispiels,  wurde  das  im  Eingang 
dieser  Nummer  allgemein  Entwickelte  voll  bestätigt.  Bei  ring- 
förmigen Figuren  dUrfen  wohl  die  Momente  des 
Umfangs,  nie  aber  die  Differentiale  der  Flächen 
als  Näherungswerthe  der  wahren  Momente  be- 
trachtet werden. 


114.  Das  Momentenplanimeter. 

Im  I.  Band  1856  der  Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich ,  hat  Herr  Prof.  Armier  von  Schaffhausen, 
die  Construction  eines  Planimeters  mitgetheilt,  der  auf  mecha- 
nischem Wege  gerade  so,  wie  sein  Nr.  27  S.  129  beschriebener 
Polarplanimeter  durch  Umfahren  mittelst  eines  Stiftes  gleichzeitig 
Fläche,  statisches  und  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  Axe 
giebt. 

An  einem  vom  Polytechnikum  bestellten  Instrument  wurden 
dann  noeh  wesentliche  Verbesserungen  angebracht;  in  dieser 
neuen  Form  leistet  es  uns  ausgezeichnete  Dienste,  und  wir  wollen 
hier  das  Instrument,  siehe  Fig.  183,  kurz  beschreiben  und  dessen 
Theorie  entwickeln. 

Es  besteht  in  einem  Wagen ,  dessen  zwei  Räder  in  der  Rinne 
eines  Lineals  laufen ,  so  dass  sich  der  Wagen  nur  parallel  zu  sich 
selbst  geradlinigt  verschieben  kann.  Der  Wagen  trägt  die  Zapfen- 
lager eines  horizontalen  Zahnrades,  das  durch  einen  radialen 
Stab  gedreht  wird,  an  dessen  Ende  der  Fahrstift  sich  befindet. 

Das  Zahnrad  greift  in  zwei  andere  kleinere  Zahnräder,  deren 
Theilradien  Vs  und  >/3  des  grossen  Zahnrades  sind.  Der  Radius 
des  grossen  Rades  ist  übrigens  nicht  constant,  sondern  die  der  kleinen 
Räder  sind  es,  und  jener  variirt  je  nachdem  der  treffende  Theil 
des  Rades  in  das  eine,  oder  in  das  andere  der  beiden  kleinern  Räder 
greifen  soll.     Die  kleinern  Räder  sind  auf  einer  Senkrechten  zum 
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Lineal  so  angebracht,  dass  sie  das  Spiel  des  Pahrstiftes  möglichst 
wenig  beschränken,  auf  der  andern  Seite  aber  auch  das  Um- 
schlagen verhindern;  es  ist  und  snll  also  nicht  müglich  sein,  dass 
der  Wagen  eintiinl  rechts,  und  einmal  links  vom  Fahrstift  sich 
befinde. 


Mit  dem  Stab,  der  den  Fahrstift  trägt,  ist  eine  Ijaufrolle  ver- 
bunden, deren  Axe  parallel  mit  demStab  liegt.  Da  das  am  Wagen 
befestigte  Ende  des  Stabes  hin  und  zurllck  eine  gerade  Linie,  also 
eine  Figur,  deren  Inhalt  gleich  null  ist  beschreibt,  so  giebt  laut 
Nr.  2ti  8.  127  der  Weg  der  Rolle  multiplicirt  mit  der  Stablänge 
den  Inhalt  F,  der  vom  Fabrstift  umfahrenen  Fl&che  an. 

In  den  Scheiben  der  beiden  kleinern  Zahnräder  sitzen  zwei 
weitere  I^ufrollen.  Steht  der  Fabrstift  auf  der  Parallelen  zum 
Lineal,  welche  das  andere  Ende  des  Pahrstiftes  oder  den  Mittel- 
punkt des  grossen  Zahnrades  beschreibt,  so  steht  die  Axe  des 
Zahnrädchene,  dessen  Halbmesser  halb  so  gross,  als  wie  der  des 
grossen  ist ,  senkrecht  auf  dem  Lineal ;  und  die  des  R&dchens, 
dessen  Halbmesser  '/s  des  grossen  ist,  parallel  zu  demselben.  Ist  9^ 
der  Winkel,  den  der  Stab  in  irgend  einer  Stellung  mit  dem  Lineal 
bildet,  so  sind  ^0  +  2<f  und  ^<p  die  Winkel,  welche  dieAxen  der 
beiden  Laufrollen  mit  dem  Lineal  bilden.  Diese  Verhältnisse  sind 
scbematisch  durch  Fig.  184  dargestellt. 

Die  Balapcirung  und  die  Construction  des  Instrumentes  sind 
ungemein  fein  und  sinnreich.  Der  Rahmen,  der  die  3  Zahnräder 
tdlgt,  ist  nicht  fest  sondern  durch  ein  Gharnier  mit  dem  Wagen 
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verbunden  und  so  durch  ein  Gegengewicht  balancirt,  dass  die 
beiden  Laufrädchen  gleichmässig  sanft  an  das  Papier  angedrückt 
werden.  Ein  zweites  Gbarnier  verbindet  den  Stab  mit  dem  grossen 
Zahnrad,  er  drückt  nur  vermöge  seines  eigenen  Gewichtes  auf  das 
Papier.  Ein  drittes  Charnier  verbindet  mit  diesem  Stab  den 
Rahmen,  der  die  Axe  seiner  Laufrolle  trägt;  da  diese  nicht  schwer 
genug  ist,  um  den  passenden  Druck  auf  das  Papier  auszuüben,  so 
wird  sie  noch  durch  eine  Feder  etwas  starker  angedrückt.  Sämmt- 
liche  Charniere  haben  verhältnissmässig  lange  Axen,  so  dass,  un- 
beschadet der  nothwendigen  Steifigkeit,  die  drei  Bollen  und  der 
Fahrstift  so  gleichmässig  sanft  an  das  Papier  angedrückt  werden, 
dass  sie  nie  aus  der  Berührung  mit  dem  Papier  treten  und  doch 
ganz  leicht  dem  Zug  des  Stiftes  folgen,  der  ohne  Anstrengung  mit 
der  Hand  um  die  Figur  geführt  wird.  Diese  gewiss  nicht  leichte 
mechanische  Aufgabe  ist  hier  sicher  mit  grosser  Eleganz  und  Ein- 
fachheit gelöst. 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Wege  die  drei  Laufrollen  zu- 
rücklegen, wenn  der  Fahrstift  (siehe  Fig.  184)  eine  geschlossene 
Figur  des  Inhaltes  F  umfährt. 

Es  sei  b  die  Länge  des  Stabes,  u^  der  Umfang  der  auf  ihm 
sitzenden  ersten  Laufrolle  und  a^  die  Zahl  ihrer  Umdrehungen, 
also  «1  f/|  der  Weg,  den  sie  nach  dem  Umfahren  der  Figur  zurück- 
gelegt hat. 

Dann  ist  laut  Nr.  26  S.  127  der  Inhalt  der  umfahrenen  Figur: 

F  =  «1  («1  b). 

Da  «1  den  Flächeninhalt  angeben  soll,  so  müssen  die  Dimen- 
sionen von  i/f  und  b  so  gewählt  sein,  dass  das  Product  u^  b  gleich 
der  Flächeneinheit  sei,  gleich  1  QDecimtr.  bei  dem  Instrument, 
das  wir  vor  uns  haben. 

Um  die  Wege  a^  u^  und  a^  u^  der  beiden  andern  Rollen  zu 
erhalten,  ermitteln  wir  die  Inhalte  a^  (u^  b)  und  a^  (7/3  b)  der  bei- 
den Figuren,  die  Fahrstifte  umfahren  würden,  welche  wir  uns  an 
Stäben  angebracht  denken  können,  deren  Längen  vom  Mittelpunkt 
der  kleinen  Räder  an  in  der  Richtung  der  LaufroUenaxen  gemessen, 
ebenfalls  gleich  b  wären.  Diese  Stäbe  sind  in  Fig.  184  punktirt, 
wie  auch  die  Figuren ,  die  sie  umfahren  würden ,  wenn  sie  vor» 
banden  wären. 
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Theiien  wir  die  gegebene  Figur  durch  Parallelen  zum  Lineal  in 
Lamellen  von  der  Länge  ;:^,  so  werden  die  Lamellen  gleich  lang  sein, 
welche  einem  und  demselben  y  entsprechen,  und  deren  Ordinalen 
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in  Bezug  auf  Axen,  die  parallel  zum  Lineal  durch  die  Mittelpunkte 
der  drei  Räder  gezogen  werden ,  durch  y)  wie  folgt  gegeben  sind : 

Ifx  '^^  b  sin  q>y 

y^  =  b  sin  (90  +  2  y)  =  bcos2y  =  *(1— 2  8in«y)  =  A  — ^*, 

^3  =  6  sin  3  ^  =  6  (3  sin  SP  —  4  sin*  5P  )  =  3  yj  —  4  ^*  • 
Die  Flächeninhalte  der  drei  Figuren  sind  also : 

«1  (*  ««i)  =  J  «  «^  yi  =  Py 

4  f  4 

12  f  12 

«8(*W3)  =i«rfy3  =  3  J^rfy,  -  ^a\yt*«^yi  =  3^~-^8  2Ryr- 


r  ^^' 
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Und  hieraus  ergeben  sich  die  gesuchten  Momente : 
F      =       «,(*«,), 
My    =  —  «a  (Vi  **  u^\ 

a»yy  =       «1  (Vi  *»  «l)  -  «8  (Vi«  *•»  «s). 
Die  eingeklammerten  Grössen  hängen  nur  von  den  Dimen- 
sionen des  Instrumentes  ab  und  erscheinen  daher  als  constante 
Zahlencoefficienten.     Für  unser  Instrument  sind  sie : 

F      =«„ 

My   =  0,4485  «3, 

aWyy  =  0,7753  a,  —  0,2633  «g. 

Der  Zeichenwechsel  von  My  wurde  einfach  dadurch  bewirkt, 
dass  die  Theilstriche  der  2ten  Rolle  in  entgegengesetztem  Sinne 
als  wie  die  der  zwei  aüdem  Rollen  numerirt  wurden. 

Nach  vollendetem  Instrument  wurde  durch  kleine  Correction 
der  Stablänge  A,  die  am  Stift  vorgenommen  werden  kann,  das  Pro- 
duct  &  2/t  «=  1  gemacht  und  dann  die  übrigen  Goefficienten  durch 
Umfahren  von  Figuren  bekannten  Flächeninhaltes  und  Momentes 
ermittelt.  Ein  Vergleich  derselben  mit  den  obigen  Formeln  setzt 
uns  in  den  Stand,  rückwärts  die  Dimensionen  der  einzelnen  Gon- 
structionstheile  genau  zu  berechnen.    Aus : 

1/^  b^  ttj  =  0,7753, 

folgt  da  6  »1  =»  1  ist : 

b  =  1,7610  Decim. 
und 

uj  =  -.     =  0,5678;   d,  =  -^^    =  0,1808, 
b  2  n 

wenn  mit  d^  der  Durchmesser  der  ersten  Rolle  bezeichnet  wird; 
den  der  beiden  andern  werden  wir  entsprechend  mit  d^  und  d^  be- 
zeichnen.   Ferner  ist: 

**^  0,4485        rw  cfToc     j        A-iö^i 

P?  =-  ««  =  OT753  =  ^'^^^^'  '^  -=  ^'^^*^- 

Endlich  hat  man  noch : 

3  (V«  *'««)_  ^  _        3  .  0,2633 
'biV,  *»  «0    -  «»  -  -1,761070,7753"      "'"^^''''~^'^*"- 

Wie  das  Polarplanimeter ,  so  macht  auch  dieses  Instrument 
eher  einen  absoluten  als  wie  einen  relativen  Fehler.  Das  mit  dem 
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NoniuH  abgelesene  Viooo  d^^  Umfangs  einer  Rolle  ist  absolut  nicht 
mehr  sicher.  Dies  beträgt  bei  F  Vio  DCtni.,  mag  die  Fläche  gross 
oder  klein  sein.  Bei  Wlyy  aber  beträgt  es  */ioooDecim.*  =  lOCtm.*, 
also  relativ  viel  mehr,  weil  der  Inhalt  der  meisten  Eisenquerschnitte, 
die  wir  einzeln  zu  behandln  haben,  kleiner  als  ein  DDecim.  ist. 
Immerhin  ist  die  Genauigkeit  noch  viel  grösser  als  wie  diejenige, 
mit  der  Festigkeitscoefficienten  bestimmt  werden  können,  also 
überhaupt  die ,  mit  der  wir  construiren.  Es  ist  daher  ein  vorzüg- 
liches Mittel ,  um  praktisch  die  Momente  der  Querschnitte  zu  be- 
stimmen. 

Liegt  ein  Querschnitt  vor,  dessen  Schwerpunktsaxe  nicht  von 
vorn  herein  bekannt  ist,  so  bestimmt  man  die  Momente  zunächst 
für  eine  approximativ  möglichst  nahe  am  Schwerpunkt  angenom- 
mene Axe  und  berechnet  dann  mittelst  dererhaltenen  F,  My  und 
"Slyy  mit  Hülfe  des  Rechenschiebers  die  zum  Lineal  parallele 
Schwerpunktsaxe  aus : 

_      My 

y*  — p  9 

und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  aus : 

'"^  yy  —  i"^yy  —    p  • 

Mittelst  zweier  oder  dreier  solcher  Momente  erhält  man  die 
Centralellipse,  der  dann  die  sämmtlichen  Momentenverhältnisse 
entnommen  werden  können. 

So  eben  hat  uns  Herr  Amsler  ein  bedeutend  vereinfachtes 
Momentenplanimeter  vorgezeigt,  dessen  Preis  viel  geringer  als  wie 
der  des  eben  beschriebenen  Planimeters  sein  wird,  mit  dem  man 
dagegen  3mal  eine  Figur  wird  umfahren  müssen,  um  ihren  Flächen- 
inhalt und  ihre  beiden  ersten  Momente  zu  erhalten. 

Da  es  uns  nicht  mehr  möglich  ist,  für  die  folgende  kurze  Be- 
schreibung einen  Holzschnitt  anfertigen  zu  lassen,  so  bitten  wir, 
die  Fig.  84  S.  129  nach  Maassgabe  der  Beschreibung  mit  Theilen 
der  Fig.  184  ergänzen  zu  wollen. 

Der  Leitstab  0  B  (Fig.  84)  trägt  an  seinem  Ende  das  grosse 
Rad  der  Fig.  184,  so  dass  sein  Mittelpunkt  mit  B  zusammenfällt; 
durch  eine  Klinke  kann  das  Rad  fest  mit  dem  Stabe  verbunden 
oder  auch  so  ausgelöst  werden ,  dass  es  frei  um  seine  Axe  spielt, 
wodurch  es  ganz  ausser  Function  tritt. 
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Der  Fahrstab  A  B  trägt  bei  C  ein  Zabnrädchen ,  das  in  das 
vorige  Rädeben  eingreift,  welcbes  die  einzige  vorbandeue  Lauf- 
rolle trägt  und  dessen  Durcbmesser  balb  so  gross  als  wie  der  des 
grossen  Rades  ist.  Aucb  dieses  Rädeben  kann  mit  dem  Stab  fest- 
geklemmt oder  gelöst  werden. 

Ist  dieses  Rädchen  festgeklemmt  und  das  bei  B  gelöst,  so  bat 
man  das  ganz  gewöbnlicbe  Planimeter,  die  Laufrolle  auf  dem 
Rädeben  bei  C  beschreibt  einen  Weg,  der  dem  Fläcbeninbalte 
proportional  ist. 

Wird  das  Ende  A  des  Stabes  A  B  auf  einen  Wagen  fest- 
geklemmt, der  wie  in  Fig.  184  auf  einem  Lineal  bin  und  her  läuft, 
und  das  grosse  Rad  fest  mit  dem  Stabe  0J9  verbunden,  so  erhält  man 
eine  Anordnung,  die  ganz  mit  derjenigen  der  Theile  von  Fig.  184 
übereinstimmt,  welche  zur  Bestimmung  der  statischen  Momente 
dienen.  Die  Umdrehungszahl  der  Laufrolle  bei  dem  Umfahren 
einer  Figur  mit  dem  Stift  0  ist  dem  statischen  Moment  proportional. 

Wird  dagegen  der  Stab  OB  auf  den  Wagen  geklemmt,  das 
Rad  B  fest  mit  ihm  verbunden,  allein  in  einer  andern  Stellung  als 
wie  vorhin,  was  mittelst  besonderer  Kerben  durch  die  Klinke  be- 
sorgt wird,  so  beschreibt  die  Laufrolle  auf  dem  kleinen  Rädchen  bei 
C,  das  wie  ein  Planetenrad  um*das  grosse  sich  herumdreht,  einen 
Weg,  der  der  Summe  des  Trägheitsmomentes  und  des  Productes 
der  Fläche  mit  Constanten  proportional  ist. 

Die  Formeln  fUr  den  Flächeninhalt  und  für  das  statische 
Moment  der  umfahrenen  Figur  sind  identisch  niit  den  oben  auf- 
gestellten, dagegen  gestaltet  sich  die  für  das  Trägheitsmoment  in 
etwas  anderer  Weise.  Denken  wir  uns  nämlich  im  Mittelpunkte 
des  kleinen  Planetenrädchens  einen  ideellen  Stab  mit  der  Länge  a 
angebracht,  und  untersuchen  wir  die  geschlossenen  Figuren,  welche 
seine  Endpunkte  beschreiben,  so  ist  der  Inhalt  der  Figur,  welche 
der  Mittelpunkt  des  Rädchens  beschreibt,  nicht  mehr  gleich  0  wie 
in  Fig.  184,  wo  er  eine  gerade  Linie  hin  und  her  beschreibt,  son- 
dern er  beschreibt  eine  Figur,  deren  Inhalt  berücksichtigt  wer- 
den muss. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinalen  dieser  Figur  mit  y\  und  die 
Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Räder  mit  a^,  so  sind  die  Or- 
dinaten  der  von  dem  Ende  des  ideellen  Stabes  umschriebenen 
Figuren: 
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y» 


=  a  sin  3  SP  —  flj  sin  SP  =  f  3  —  — ^ j  y  —  4  -^ 


y,  =  flj   sin  SP   =    ^  y. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Differentialquotienten : 

Und  die  Inhalte  der  von  den  entsprechenden  Stiften  umschrie- 
benen Figuren  sind  gleich : 

\  a  I  fl«  fl 

Man  Überzeugt  sich  leicht,  dass  beide  Figuren  von  ihren 
ideellen  Stiften  in  entgegengesetztem  Sinne  umfahren  werden,  und 
dass  demnach  der  Weg  der  Laufrolle  gleich  ist: 

a^au^^U  —  'l^F  —  ~k^F, 
woraus  sich  ergiebt : 

A:«  F  -  yg  (3  a  -  2  fl,)  a  F-  ^  «,  a3  1,^ 

=  -J2  (3  a  —  2  aj)  a«  w  —  -^  a'  u^. 

Das  KUckwärtsberechnen  der  Dimensionen  aus  den  Constanten 
unterlassen  wir,  weil  uns  gerade  kein  derartiges  Instrument 
vorliegt. 

Man  sieht,  die  Bedeutung  der  Constanten  hat  sich  etwas  ge- 
ändert, imUebrigen  aber  hat  die  Formel  die  gleiche  Form  behalten. 

Dieses  neue  Momentenplanimeter  ist  jedenfalls  viel  ein- 
facher und  handlicher,  als  das  erstbeschriebene  mit  seinen 
3  Laufrädern ,  allein  das  Umfahren  kostet  viel  mehr  Mühe  und  es 
fragt  sich,  ob  es  ebenso  genaue  Resultate  liefern  wird.  Werden 
bei  dem  wiederholten  Festklemmen  der  Stäbe  an  den  Wagen,  bei 
dem  beständigen  Ein-  und  Ausklinken  der  Rädchen  alle  diese 
Theile  jedesmal  wieder  hinlänglich  genau  an  ihre  ursprüngliche 
Stelle  kommen?  Geben  doch  schon  diejenigen  gewöhnlichen  Fla- 
nimeter  (Fig.ö4),  bei  welchen  alles  fest  und  steif  ist,  viel  genauere 
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und  zuverlässigere  Resultate,  als  wie  diejenigen,  deren  Fahrstab 
zur  Veränderung  der  Keduetionsbasis  ein-  und  ausgeschoben 
werden  kann. 


115.  Centralellipse  und  Kern  eines  Schienenproflls. 

Wir  können  zum  Trägheitsmoment  und  dann  zum  Trägheits- 
halbmesser h  eines  unregelmässig  begrenzten  Querprofils  dadurch 
am  bequemsten  gelangen,  dass  wir,  wie  es  in  Nr.  98  S.  393  an- 
gedeutet wurde,  die  Figur  in  Lamellen  zerlegen  und  das  Moment 
2.  Grades  derselben  bilden. 

Die  hierzu  nothwendig^n  Gonstructionen  wollen  wir  an  dem- 
selben Scbienenprofil  (Taf.  12])  erläutern,  dessen  Schwerpunkt  auf 
ähnlichem  Wege  schon  in  Nr.  96  d  S.  387  bestimmt  wurde,  und  wir 
fahren  hier  gerade  da  fort,  wo  wir  dort  stehen  geblieben  sind. 

Wir  zeigten ,  dass  die  Segmente  A  z"  auf  der  Horizontalen 
durch  den  Schwerpunkt  den  einfachen  Momenten  y  ^  F  des  In- 
halts der  Lamellen  in  der  Art  proportional  sind,  dass  sie  mit 
y^az\Q=^F  =  47,76  DCtm.multiplicirt  werden  müssen,  um  diese 
Momente  zu  geben.  Betrachten  wir  daher  die  Linie  ^''  als  die 
eines  Eräftepolygons ,  dessen  einzelne  Kräfte  durch  die  Segmente 
A  ;? "  dargestellt  sind ,  und  nehmen  wir  an ,  dass  sie  ebenfalls  in 
der  Richtung  der  Lamellenmitten  wirken ,  indem  wir  ein  zweites 
Polygon  construiren,  dessen  Ecken  auf  denselben  Horizontalen 
liegen:  so  werden  uns  die  Polygonseiten  dieses  zweiten  ccförmigen 
Polygons  auf  der  Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  Segmente 
abschneiden,  welche  den  Momenten  der  A  z"  in  der  Art  pro- 
portional sind,  dass  sie  mit  c,  der  Entfernung  des  Pols  des  neuen 
Kräftepolygons  von  der  Linien"  der  Kräfte  multiplicirt  werden 
müssen,  um  die  Momente  der  A  z''  also  y  A  z*'  darzustellen; 
es  ist  also  : 

c  A  ä"'  =  y  A  ä". 

Nun  ist  aber  laut  Nr.  96 d  S.  387  schon:' 

«/j  FAz*'  =  Va  fl  ^'i9  A  »"  =  y  A  F, 
mithin  wird 

Va  F  c  A  »"'  =.  ya  A  F  sein. 
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Aus  der  eiförmigen  Gestalt  dieses  zweiten  Polygons  geht 
hervor,  dass  alle  A  z**'  gleiches  Zeichen  zu  beiden  Seiten  der 
Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  haben;  wie  es  auch  sein 
muss ,  weil  y^  mit  y  sein  Zeichen  nicht  ändert.  Die  sämmtlichen 
A  z*"  Summiren  sich  daher  so  zu  s"\^y  dass 

V«/^c5'",9  =  iyaA  Fist. 

0 

Da  das  Trägheitsmoment  mit  seinen  4  Dimensionen  nie  im  Gan- 
zen verwerthet  werden  kann,  indem  sogar  Momente  mit  einem  Coeffi- 
cient  pro  Flächeneinheit  nur  3  Dimensionen  haben,  so  wird  es  immer 
mit  irgend  welchen  Flächen  oder  Linien  dividirt  werden  müssen. 

Soll  die  Höhe  der  Centralellipse  construirt  werden,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  durch  die  Fläche  F  des  Querschnitts  zu  dividiren, 
deshalb  nahmen  wir  das  Product  der  beiden  ersten  Basen  gleich 
Vs  ^  ^'i9  =  Vs  ^  gleich  einem  Untervielfachen  der  Querschnitts- 
fläche an.  Soll  das  Widerstandsmoment  bestimmt  werden ,  so  ist 
das  Trägheitsmoment  durch  die  Entfernung  c  der  äussersten  Faser 
vom  Schwerpunkt  zu  dividiren.  Aus  diesem  Grunde  wurde  Taf.  12| 
als  Distanz  des  zweiten  Poles  von  der  Linie  der  z*'  die  Entfernung 
des  Schienenkopfes  von  dieser  Linie  angenommen.  Die  auszu- 
führenden Divisionen  sind  dann  vollzogen,  wenn  man  die  treffenden 
Factoren  weglässt. 

Zur  Uebersicht  stellen  wir  hier  noch  einmal  die  in  Nr.  96  d 
erhaltenen  und  jetzt  construirten  Momente  zusammen  und  schrei- 
ben dabei  ihre  Factoren  in  der  Reihenfolge  an,  in  der  sie  als  Basen 
zur  Verwendung  kamen : 

2      A  F=az'  =  F, 

2  y  AF=a.^l^z\  .  5"  =  '/a  ^«  «'S 

Sy^AF='^a  .  Va  «'«  •  ^  •  «"'  =  Vs  ^«  c  V", 


n 


h^  =  2  y^  A  F  :  F  =  ^li  c  z'\. 

o 

Soll  die  Gonstruction  dazu  dienen,  die  Momente  der  im  Quer- 
schnitt wirkenden  Kräfte  zu  bestimmen,  so  ist,  wenn  die  neutrale 
Faser  mit  der  Schwerpunktsaxe  zusammenfällt  und  die  Faser  in 
der  Entfernung  c  mit  q  pro  Flächeneinheit  in  Anspruch  genommen 
ist,  die  in  einer  beliebigen  Zahl  Lamellen  wirkende  Kraft  nebst 
ihrem  Moment  laut  Nr.  105,  wenn  y^,  =  0  zu  setzen  ist: 
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.411 


2c 

Q  =  (p  F„)  ,  i/2 

In  allen  diesen  Summen  müssen  natürlich  die  Grenzen  der  z 
mit  denen  der  Lamellen,  auf  die  sieb  die  Kräfte  und  Momente  er- 
strecken müssen,  übereinstimmen.  Fn  und  Zn  erstrecken  sieb 
Über  die  sämmtlieben  n  Lamellen  (19  im  vorliegenden  Bei- 
spiel), welcbe  demnach  in  obigen  Formeln  als  Constanten  er- 
scheinen. Fn  ist  der  ganze  Schienenquerschnitt  und  q  Fn  die 
Kraft,  der  der  Balken  widerstehen  könnte,  wenn  er  überall  gleich- 
massig  mit  Q  pro  Einheit  in  Anspruch  genommen  wäre.  In  Q  und 
O  tritt  diese  Kraft  als  Beductionsbasis  auf;  also  ist  ^j^  s**'  der 
Hebelsarm,  an  dem  sie  wirken  muss,  um  das  Moment  der  in  einer 
beliebigen  Anzahl  Lamellen  wirkenden  Kräfte  darzustellen. 

Nach  vollendeter  Construction  der  Seilpolygone  erhält  man  h 
dadurch,  dass  man  an  z**'ny  ^/g  c  anreiht,  über  der  Summe  beider 
einen  Halbkreis,  der  dann  auf  der  Ordinate  im  Stosspunkte  der 
Strecken  die  Höhe  h  der  Centralellipse  ausschneidet. 

Zur  Bestimmung  der  Momente  in  Bezug  auf  die  verticale 
Schienenaxe  können  wir  uns  die  halbe  Fläche  jeder  Lamelle  laut 
Nr.  101  S.  405  in  den  Endpunkten  der  dieser  Axe  conjugirten 
Durchmesser,  oder,  weil  die  Axe  eine  Symmetrieaxe  ist  und 
also  die  Mittelpunkte  aller  Lamellenellipsen  enthält,  die  ganze 
Fläche  in  einem  Endpunkt  dieser  Durchmesser  vereinigt  denken. 
Wenn  die  Lamellen  als  Rechtecke  betrachtet  werden  können ,  so 

liegt  dieser  Endpunkt  im  Y^ji  =  0,57735  der  halben  Lamellen- 
breite, war  die  Lamelle  nicht  rechteckig  oder  gar  wie  die  Ite  pa- 
rabelförmig,  so  wurde  die  Centralellipse  besonders  construirt. 
Die  Endpunkte  der  Durchmesser  sind  fortlaufend  numerirt  und 
bestimmen  die  Verticallinien ,  die  unter  der  Schiene  durch  zwei 
Seilpolygone  miteinander  verbunden  sind. 

Zur  Construction  des  ersten  Polygons  wurde  das  schon  vor- 
handene Kräftepolygon  benutzt.  Die  Seilpolygonseiten  stehen 
senkrecht  auf  den  entsprechenden  Strahlen  des  Poles  0^  und  auf 
den  Seiten  des  Polygons,  das  zur  Construction  des  Schwerpunktes 
diente.  Die  «",  die  seine  Seiten  auf  der  verticalen  Schienenaxe 
ausschneiden ,  dienten  als  Kräftepolygon  für  das  zweite  Seilpoly- 
gon ;  der  Pol  0^  wurde  in  der  Distanz  c'  der  äussersten  Faser  des 
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Scbienenfusses  angenommen.  Die  äussersten  Seiten  des  zweiten 
Seilpolygon  schneiden  auf  der  Sebienenaxe  die  Länge  z'"^^  aus. 
Die  transversale  Widerstandsfähigkeit  der  Schiene  erhält  mau  also 
gleich  \^  (q  F)  5'"|9.  Um  die  Länge  der  horizontalen  Axe  zu 
erhalten,  wurde  Va  ^*  ^^  ^'"19  angereiht  und  k  als  Ordinate  im 
Stosspunkt  des  über  beiden  beschriebenen  Halbkreises  bestimmt. 

Wenn  man  über  der  Axe  einer  Ellipse  zwei  concen tri  sehe 
Kreise  beschreibt  und  das  zwischen  ihnen  liegende  Segment  eines 
Halbmessers  als  Diagonale  eines  Rechtecks  betrachtet ,  dessen 
Seiten  parallel  mit  den  Axen  laufen,  so  ist  der  dritte  Eckpunkt  des 
Rechtecks  zwischen  dem  Halbmesser  und  dem  Endpunkt  der 
grossen  Axe  ein  Punkt  der  Ellipse ,  und  der  Strahl ,  welcher  vom 
Mittelpunkt  aus  den  4ten  Eckpunkt  des  Rechtecks  projicirt,  läuft 
parallel  mit  der  Normalen.  Diese  übrigens  allgemein  bekannten 
Eigenschaften  der  Ellipse  wurden  Taf.  12,  dazu  benutzt,  die  Cen- 
tralellipse  und  den  Kern  zu  construiren.  Ausgezogen  wurde  da- 
selbst die  Construction  der  Antipolaren  m  des  Punktes  M  und  des 
Antipoles  N  der  Linie  n. 

Vom  Schwerpunkt  S  aus  wurden  mit  h  und  k  die  beiden  con- 
centrischen  Kreise  und  Über  dem  Segment  des  Strahles  S  M 
zwischen  den  Kreisen  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  beschrieben, 
dessen  Katheten  parallel  mit  den  Axen  laufen;  sein  Eckpunkt  liegt 
in  der  Diagonale  desjenigen  Rechtecks,  dessen  dritter  Eckpunkt 
f/auf  SM  liegt  und  ein Curvenpunkt  ist,  und  dessen  vierter  T  die 
Richtung  S  T  der  Normalen  angiebt.    Die  Antipolare  m  schneidet 

S  Jl  in  der  Entfernung  Stf^ :  SM  von  S.  Diese  Länge  wurde  da- 
durch  construirt,  dass  S  U'  =  S  U  senkrecht  auf  SM  aufgetragen 
wurde.  Der  Perpendikel  in  U^  auf  U*  M  schneidet  dann  auf  der 
Verlängerung  von  SM  einen  Punkt  der  Antipolaren  m  aus,  die 
eben  so  wie  die  Tangente  in  U  senkrecht  auf  S  T  steht. 

Die  Normale  von  S  auf  n  enthält  einen  Punkt  des  Rechtecks. 
Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  über  seinem  Segment  giebt  die  Dia- 
gonale des  Rechtecks ;  ein  zweites  Dreieck,  welches  das  Rechteck  er- 
gänzt, giebt  den  Curvenpunkt  f^,  dessen  Tangente  mit  n  parallel  läuft. 
Der  gesuchte  Antipol  von  n  liegt  daher  auf  S  f^,-  diese  Linie  wurde 
bis  zu  iV'  in  n  verlängert,  S  F'  senkrecht  und  gleich  S  V  gemacht 
dann  schneidet  der  Perpendikel  auf  N*  V  in  V'  auf  S  V  den  ge- 
suchten Antipol  N  aus.  Ist  auf  diese  Weise  die  dem  convexen  Um- 
fang des  Schienenprofils  entsprechende  reciproke  Figur,  der  Cen- 
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tralkern  construirt,  so  hat  man  mittelbar  gewöhnlich  hinlänglich 
viele  Punkte  und  Tangenten  der  Centralellipse  erhalten. 

Die  hier  erläuterte  Construction  ist  wohl  immer  die  einfachste, 
wenn  die  Axen  gegeben  oder  leicht  erhältlich  sind. 
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Um  auch  zu  zeigen,  wie  grössere  Flächen  bei  Construction 
der  Trägheitsmomente  zusammengesetzt  werden  können,  wurde 
noch  (Taf.  13)  die  Centralellipse  eines  Winkeleisens  construirt, 
indem  dasselbe  in  nur  4  Paralleltrapeze  getheilt  wurde,  von  denen 
zwei  die  ganzen  Schenkel  bilden. 

Die  auf  die  Basis  a  =  4  Centimeter  reducirten  Flächeninhalte 
wurden  nur  einmal  auf  der  Linie  «^  aufgetragen,  die  Poldistanz  als 
zweite  Basis  =  z'  =»  10,19  Ctra.  angenommen,  und  dann  mittelst 
zweier  Polygone,  deren  Seiten  einmal  parallel  und  einmal  senkrecht 
zu  den  Strahlen  des  Kräftepolygons  gezogen  wurden  und  deren  Ecken 
auf  den  Horizontal  -  und  Verticallinien  durch  die  Schwerpunkte 
der  4  Partialflächen  des  Winkeleisens  lagen ,  der  Schwei*punkt  S 
bestimmt;  die  Bleistiftlinien,  die  hierzu  gedient  hatten,  aber  wur- 
den wieder  ausgelöscht. 

Die  Trägheitsellipsen  der  4  Flächenelemente  wurden  ein- 
gezeichnet. Die  Dimensionen  der  Fläche  1  sind  so  klein  und  die 
Entfernung  ihres  Schwerpunktes  so  gross,  dass  die  Abweichung 
des  Antipoles  vom  Schwerpunkt  nicht' mehr  sichtlich  ist.  Man 
darf  sich  daher  die  Fläche  AFi  im  Schwerpunkt  vereinigt  denken. 

An  A  F2  wurden  die  Antipole  zur  Bestimmung  der  höheren 
Momente  benutzt.     Der  Antipol  der  verticalen  Axe  musste  genau 

bestimmt  werden,  weil  er  zur  Construction  von  -.   dienen  soll.  Es 

n 

wurde  daher  zunächst  der  der  verticalen  Axe  conjugirte  Durch- 
messer eingezeichnet,  seine  Länge  in  2  senkrecht  gestellt  und 
dann  mittelst  seines  Axenschnittes  der  Punkt  2^  construirt,  wie  das 
schon  öfters  erklärt  worden  ist.  Der  Antipol  der  horizontalen  Axe 
wird  nur  zur  Construction  von  k^  benutzt ,  man  braucht  daher  nur 
die  Horizontallinie,  in  der  er  liegt.  Es  dui*fte  daher  in  diesem 
Fall  die  Construction  des  der  horizontalen  Axe  conjugirten  Durch- 
messers unterlassen  werden  und  die  Construction  von  2'*  auf  einem 
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verticalen  Durchmesser  mittelst  einer  der  beiden  horizontalen 
Tangenten  an  die  Centralellipse  vorgenommen  werden ;  2"  ist  aber 
in  Folge  dessen  nicht  derAntipol  der  verticalenAxe,  sondern  liegt 
nur  auf  der  gleichen  Horizontalen. 

Die  Centralellipse  von  A  Fg  wird  von  einer  der  Axen  ge- 
schnitten; in  diesem  Fall  ist  es  vortheilhaft,  sich  die  halben 
Flächen  Vs  ^  ^3  ^^^  ^^^  Endpunkten  der  den  Axen  conjugirten 
Durchmesser  vereinigt  zu  denken.     Wegen  der  Gonstruction  von 

-  müssen  die  Flächen  3'  und  3"  wirklich  an  den  Endpunkten  des 

der  verticalen  Axe  conjugirten  Durchmessers  angenommen  werden, 
während  3]  und  3^  bei  der  Gonstruction  von  k^  nur  auf  den  hori- 
zontalen Tangenten  zu  liegen  brauchen. 

Die  Eckpunkte  des  ersten  Polygons,  welches  Verticallinien 
verbindet,  liegen  auf  den  Verticalen:  1^  2,  S\  S'*,  4.  Auf  der 
Schwerpunktsaxe  schneiden  die  Polygonseiten  die  A^^'  aus,  welche 
dem  zweiten  Polygon  als  Linie  der  Kräfte  dienen.  Die  Poldistanz 
wurde  gleich  der  Entfernung  c  der  äussersten  Faser  angenommen. 
Die  Eckpunkte  des  zweiten  Polygons  liegen  auf  den  Verticallinien 
1  2'  3'  3"  4,  geben  «'"„,  mittelst  dessen  k  construirt  wurde  als 

y^c  «"'„,  was  keiner  weiteren  Erläuterung  mehr  bedarf. 

In  gleicher  Weise  wurde  k  construirt.  Die  Eckpunkte  des 
ersten  Seilpolygons,  welches  Horizontallinien  verbindet,  liegen  auf 
den  Horizontalen  1,  2,  3]  3^  und  4.  Sie  schneiden  auf  der  Hori- 
zontalen durch  den  Schwerpunkt  die  A  z^'  aus,  die  mit  der  Ent- 
fernung c  der  äussersten  Faser  als  Poldistanz  zur  Gonstruction  des 
zweiten  Polygons  gedient  haben,  dessen  Ecken  auf  den  Horizon- 
talen 1  2''  3]  3^  4'  liegen  und  das  z*'\  auf  der  Horizontalen  aus- 
schneidet, mit  dem  k  =  Y^c  «'"„  construirt  wurde. 

Zur  Gonstruction  von  - ,-  wurden  die  A  «"  auf  der  Vertical- 

k 

linie  durch  den  Schwerpunkt  benutzt,  als  Poldistanz  k  angenommen 

und  mit  diesem  Kräftepolygon  ein  Seilpolygon  construirt,  das  die 

Horizontallinien  1  2'  3^  S"  4^  verbindet  und  dessen  Seiten  senkrecht 

auf  den  entsprechenden  Strahlen  des  Kräftepolygons  stehen.    Da 

die  Mittelpunkte  aller  Flächen  in  einem  und  demselben  Axen- 

winkel  liegen  und  demnach  alle  y  s  A  F  gleichen  Sinn  haben ,  so 

kann  über  die  Lage  des  Berührungspunktes  auf  den  horizontalen 
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Tangente  an  die  Centralellipse ,  deren  Entfernung  vom  Schwer- 
punkt =  A  ist,  kein  Zweifel  bestehen;  dieser  Berührungspunkt 
muss  in  demselben  Axenwinkel  liegen,  in  welchem  sich  auch  alle 
A  F  befinden.  Lägen  die  A  F  nicht  in  demselben  Axenwinkel  und 
hätten  demnach  die  A  z'"  =  a;  y  A  F  :  c  F  verschiedene  Sinne, 
so  müsste  der  Berührungspunkt  in  dem  Axenwinkel  derjenigen 
A  F  liegen,  deren  2  A  «'"  die  gi-össere  ist,  was  jederzeit  ein  Blick 
auf  die  Zeichnung  entscheidet. 

Die  Construction  der  Centralellipse  mittelst  A,A  und  —z-  wurde 

^  n 

Taf.  122  iJäich  den  in  Nr.  101  S.  402  entwickelten  Regeln,  vorge- 
nommen. Ein  Haikreis,  beschrieben  über  den  Schnittpunkten  der 
beiden  zu  z  parallelen  Tangenten  -f-  A  und  —  h  mit  der  Tangente 
-{-  Ar,   schneidet    auf  dem   gestrichten   Perpendikel   im   Berüh- 

rungspunkte  bei  -r-  das  Involutionscentrum  C  aus.  Ein  Halb- 
kreis, der  durch  das  Involutionscentrum  C  und  durch  den  Schwer- 
punkt S  geht,  schneidet  auf  der  Tangente  -|-  k  Axenpunkte  aus. 
Schlägt  man  von  diesen  aus  das  Involutionscentrum  auf  die  Tangente 
-f*  A*  herab,  so  erhält  man  Punkte  der  Scheiteltangenten.  Schlägt  üian 
den  Perpendikel  C  selbst  von  seinem  Fusspunkt  aus  auf  die  Tangente 
herunter,  so  erhält  man  Punkte  der  Tangenten  an  den  Endpunkten 
der  y  Axe.  Mittelst  zweier  Kreise  über  den  Axen  der  Ellipse 
könnten  nun  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer 
gezeigt  wurde,  entsprechende  Antipole  und  Polaren  construirt 
werden.  Taf.  12.2  wurde  gezeigt,  wie  sie  auch  direct,  ohne  vorher 
die  Axen  zu  bestimmen ,  mit  Hülfe  des  Involutionscentrum  C  con- 
struirt werden  können.  Ist  die  Antipolare  des  Punktes  N  zu  be- 
stimmen ,  so  ziehe  man  durch  N  und  5  den  Durchmesser  n\  der 
Halbkreis  durch  C  giebt  dann  den  conjugirten  Durchmesser  m', 
mit  dem  die  Antipolare  parallel  läuft.  Ist  dagegen  der  Antipol 
der  Linie  m  zu  construiren,  so  ziehe  man  durch  den  Schwerpunkt  5 
den  parallelen  Durchmesser  m'  und  ermittele  mittelst  eines  Halb- 
kreises durch  C  den  conjugirten  Durchmesser  n\  in  welchem  der 
gesuchte  Antipol  liegt.  Wird  nun  vom  Punkt  m*  aus  das  Involu- 
tionscentrum auf  die  Tangente  -f-  k  heruntergeschlagen,  so  erhält 
man  Punkte  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  n' ; 
diese  Tangenten  sind  nun  vollständig  bestimmt,  weil  sie  mit  w' 
parallel  laufen,   sie   sehneiden  daher  Curvenpunkte   auf  ?i'  ans. 

31 
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Wird  ihre  EntferDung  von  S  Benkrecht  zu  n^  in  S  T  aufgestellt,  so 
schneidet  der  rechte  Winkel  NTM  in  M  den  Antipol  der  Linie  m 
aus.  Eine  Parallele  n  zu  m^  durch  diesen-  Punkt  giebt  die  Anti- 
polare des  Punktes  n. 

Diese  Construction  ist  kaum  complicirter  als  wie  die  mittelst 
der  Axenkreise,  die  in  der  vorigen  Nummer  erklärt  wurde. 

Die  Antipolarelemente  aller  Punkte  und  Linien  des  Umfangs 
des  Winkeleisens  (Taf.  13)  geben  den  Centralkern. 

Da  die  Centralellipse  nicht  ganz  im  Innern  des  Winkeleisens 
liegt,  so  liegt  der  Centralkern  nicht  ganz  im  Innern  der  Central- 
ellipse. 
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ihren  Kernen. 

Auf  Taf.  14  stellen  wir  einige  der  üblichsten  Eisenprofilformen 
zusammen,  um  zu  zeigen,  wie  der  Kern  derselben  aussehe,  damit  das 
Auge  sich  daran  gewöhne  die  Ellipse  und  den  Kern  zum  Profil  zu 
schätzen ,  und  man  die  Fähigkeit  erlange,  diese  Constructionsele- 
mente  nach  dem  Augenmaass  einzuzeichnen,  und  dann  auch  um 
diese  Formen  hinsichtlich  ihrer  Zweckmässigkeit  mit  einander  zu 
vergleichen. 

Bei  der  Construction  4er  Ellipsen  und  Kerne  sind  auch  noch 
die  älteren  graphischen  Constructionen  zur  Anwendung  gekommen, 
dfe  wir  zwar  flir  weniger  zweckmässig,  als  wie  die  in  den  beiden 
vorigen  Nr.  erklärten  halten,  die  aber  doch  unter  Umständen  nütz- 
lich sein  können,  und  daher  der  Mittheilung  werth  sind. 

Taf.  14^  wurde  die  Centralellipse  mittelst  drei  Tangenten- 
paaren  statt  mittelst  der  Centrifugalmomente  construirt.  Auf  der 
untern  horizontalen  Tangente  wurden  über  ihren  Schnittpunkten 
mit  den  beiden  andern  Tangentenpaaren  Halbkreise  beschrieben; 
ihr  Schnitt  giebt  das  Involutionscentrum  C.  Wie  in  der  vorigen 
Nummer  geben  Halbkreise  durch  C  und  den  Schnitt  einer  Parallelen 
zur  Tangente  durch  den  Schwerpunkt  S  einen  Punkt  des  Durch- 
messers des  Berührungspunktes  dieser  Tangenten.  Die  Axen- 
richtuügeu  giebt  ein  Halbkreis,  der  durch  C  und  S  geht.     Um  die 
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Länge  der  kleinen  Axe  zu  erhalten,  wurde  über  ihrem  Schnitt  mit 
der  nächsten  Tangente,  und  mit  der  Ordinate  des  Berührungs- 
punktes dieser,  ein  Halbkreis  beschrieben;  die  Länge  der  kleinen 
Axe  ist  jetzt  gleich  der  der  Tangente  von  S  an  diesen  Kreis. 
Denn  beschreibt  man  mit  dieser  Tangentenlänge  einen  Kreis,  so 
wird  die  kleine  Axe  von  beiden  Kreisen  harmonisch  geschnitten, 
weil  beide  Kreise  sich  rechtwinkelig  kreuzen ;  da  nun  auch  noch 
S  in  der  Mitte  der  beiden  so  bestimmten  Punkte  liegt,  so  sind  sie 
die  Endpunkte  der  kleinen  Axe.  —  Die  Gentralellipse  ist  mittelst 
dreier  Tangentenpaare  zu  construiren,  wenn  drei  Trägheitsmo- 
mente, d.  h.  drei  Entfeiiiungen  dreier  Tangenten  mit  Httlfe  des 
Momentenplanimeters  bestimmt  worden  sind. 

Taf.  14e  wurde  die  Gentralellipse  so  collinear  auf  den  über 
der  kleinen  Axe  beschriebenen  Kreis  bezogen,  dass  beide  die 
kleine  Axe  selbst  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der  grossen 
entsprechend  gemein  haben.  Punkte  entsprechen  sich  also,  wenn 
ihre  Abscissen  sich  wie  die  EUipsenaxen  verhalten.  Indem  man 
die  dem  Umfang  des  Querschnitts  entsprechende  Figur  im  Kreis- 
system construirt,  können  alle  Polarconstructionen  an  diesen  Kreis 
vorgenommen  werden ,  und  dann  die  ElementQ  des  so  erhaltenen 
verzerrten  Kerns,  in  das  System  der  Ellipse  wieder  zurückge- 
bracht werden.  Die  Lage  des  dem  Gegenpunkt  Mi  des  Punktes  M 
entsprechenden  Punktes  JU^  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Strahlen 
SMx  und  5if  2  zwei  Paralleltangenten  zur  kleinen  Axe  an  die  Kreise 
der  beiden  Axen,  auf  einer  und  derselben  Abscisse  schneiden 
mUssen.  Zwei  Tangenten  von  M^  an  den  kleinen  Kreis  geben 
die  Kreispolare  m^  des  Punktes  JU^,  Werden  die  Kadien  nach  den 
Berührungspunkten  dieser  Tangenten  dazu  benützt,  um  mit  Hülfe 
der  beiden  concentrischen  Axenkreise ,  nach  der  bekannten ,  und 
schon  oft  benützten  Methode  Ellipsenpunkte  zu  bestimmen,  so  sind«, 
diese,  Punkte  der  Antipolaren  m  des  Punktes  M. 

Taf.  145  unterscheidet  sich  von  Taf.  146  our  dadurch,  dass  die 
Ellipse  auf  den  grossen  und  nicht  auf  den  kleinen  Axenkreis  be- 
zogen wurde,  und  demnach  die  Tangenten  an  diesen  vom  hinaus- 
geworfenen Gegenpunkt  aus,  gezogen  wurden. 

Wird  ein  Balken  als  selbständig  tragender  Constructionstheil 
verwendet,  so  soll  sein  Profil  bei  gleichem  Flächeninhalt  das  mög- 
lichst  grosse    Widerstandsmoment,    und   den   möglichst    hohen 

31* 
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Centralkern  darbieten ;  das  letztere ,  damit  es  bei  AbweichuDgen 
der  ausserhalb  eines  Schnittes  wirkenden  Mittelkraft  von  der  cen- 
tralen Lage  noch  die  möglichst  grosse  Sicherheit  darbiete,  weil  bei 
den  meisten  solcher  Constructionen  die  Mittelkraft  nie  aus  dem 
Centralkern  heraustreten  soll.     Das  Widerstandsmoment  ist  laur 

Nr.  105  S.  419  gleich  —  .  ^F  bei  gleichem  Widerstandscoeffi- 

cienten  q  hat  dieses  Moment  drei  Dimensionen ,  und  muss  daher 
durch  Q  F^  dividirt  werden ,  wenn  es  mit  der  Fläche  verglichen 
werden  soll. 


cVF   ' 

ist  demnach  eine  Verhältnisszahl,  welche  bei  Balken  gleicher 
Querschnittfläche  und  gleichen  Materiales,  mit  deren  Widerstands- 
moment ab  und  zunimmt,  und  sich  daher  zur  Vergleichung  der 
Form  der  Querschnitte  eignet.     Soll  die  Höhe  des  Centralkerns 

mit  der  Fläche  verglichen  werden,  so  ist  sie  mit  "[/"jPzudividiren. 
Bezeichnen  cc  die  Entfernungen  der  beiden  äussersten  Fasern  vom 

k^        k^ 

Schwerpunkt,  so  ist  die  Höhe  des  Centralkerns  gleich \-    .y 

und  das  gesuchte  Verhältniss  gleich : 

c  ist  bei  symmetrischen  Profilen  gleiche,  bei  unsymmetrischen 
aber  immer  grösser;  demnach  ist  diese  Verhältnisszahl  bei  sym- 

k^ 
metrischen  Profilen  genau  das  doppelte  von  — .^  ,  bei  unsym- 
metrischen ist  sie  aber  etwas  grösser.  Im  Wesentlichen  sind  aber 
beide  Verhältnisszahlen  der  Ausdruck  für  eine  und  dieselbe  Sache, 
fUr  die  mehr  oder  weniger  grosse  Widerstandsfähigkeit  des 
Profils. 

Wir  stellen  jetzt  diese  Zahlen  für  die  auf  Taf.  12,  13  und  H 
construirten  Profile  zusammen : 
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Taf. 

Fi«. 

Prof. 

/•'. 

k, 

l^F, 

k^F:  c, 

t»  :  cKF, 

^• 

12 

Scbieue 

47,85 

4,7 

1057,0 

162,14 

0,490 

,983 

13 

J 

40,8 

5,2 

1103,2 

95,10 

0,365 

1,053 

14         » 

1 

I 

10,07 

4,42 

196,73 

33,28 

1,041 

2,082 

» 

2 

j 

9,77    3,05 

90,85 

23,15 

0,758 

1,516 

3              ] 

n                                1 

13,28  i  3,10 

127,63 

24,49 

0,606 

1,280 

4 

1 

15,70 

2,57 

103,69 

15,25 

0,245 

0,946 

'        5 

c 

8,70 

2,73 

.  64,84 

18,26 

0,712 

1,424 

n 

6 

A     • 

4,70 

1,55 

11,29 

5,32 

0,522 

1,083 

7 

r^i 

10,40 

0,66 

4,53 

2,86 

0,085 

0,186 

n 

8 

+ 

6,10 

0,97 

5,74 

2,28 

0,151 

0,303 

Die  Ziffern  dieser  Tabelle  drücken  in  Zahlen  aus ,  was  im 
Allgemeinen  jedermann  weiss.  Obenan  steht  als  das  anerkannt 
beste  aller  Profile  das  I;  es  vereinigt  am  meisten  Material  in  den 
äussersten  Fasern,  und  giebt  deshalb  bei  gleicher  Fläche  dengröss- 
ten  Widerstand.  Seine  Verhältnisszahl  ist  1,04.  Vielleicht  Hesse 
sich  diese  Zahl  noch  erhöhen ,  wenn  man  den  Kopf  noch  etwas 
verstärkte,  was  die  Stärke  der  Mittelrippe  wohl  gestattet.  Umge- 
kehrt drückt  eine  Verstärkung  der  Mittelrippe  diese  Verhältniss- 
zahl herunter,  wie  es  die  Profile  des  j  und  C  Eisen's  Taf.  14^  und  5 
mit  den  Zahlen  0,758  und  0,712  zeigen.  An  diese  Profile  reihen 
sich  das  Zor^seisen  -n.  Taf.  14^,  das  wegen  seiner  geringen  Höhe 
nur  die  Verhältnisszahl  0,522  besitzt.  Nahezu  ebenso  stark  ist 
das    ]   Eisen  Taf.  I43  mit  der  Zahl  0,506,  noch  schwächer  ist  die 

Eisenbahnschiene  Taf.  12,  welche  wegen  ihrer  starken  Mittelrippe 
nur  die  Zahl  0,49  erreicht;  dagegen  viel  schlechter  das  -{-  Eisen, 
Taf.  14^,  das  gar  nur  die  Zahl  0,151  zeigt.  Das  schlechteste  aller 
Profile  ist  aber  die  americanische  Flachschiene  fy  Taf.  14,,  welches 
nur  die  Zahl  0,085  aufweist.  In  dieser  Foim  trägt  also  das  Eisen 
12mal  weniger,  als  wie  in  der  I  Form.  Und  doch  sind  ähnliche 
Formen  bei  der  Anlage  deutscher  Eisenbahnen  nachgeäfft  worden! 
Erkundigt  man  sich  dann  nach  dem  Grund  der  Annahme  dieser 
schwachen  Form,  so  eifährt  man,  dass  der  Hauptzweck  dieser 
Schiene  nicht  der  sei  Fahrzeuge  zu  tragen,  sondern  „das Publicum 
möglichst  wenig  zu  belästigen.*' 

Auf  eine  EigenthUmlichkeit  muss  hier  noch  aufmerksam  ge- 
macht werden.  Früher  wurden  bisweilen  Zoröseisen  mit  einem 
Korn  oben  aufgewalzt,  wie  es  Taf.  He  punktirt  wurde.     Unter- 
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Bucht  man  die  Widerstandsfähigkeit  eines  solchen  Zoröseisen  ,*  so 
findet  man,  dass  es  mit  Eorn  der  Biegung  weniger  Wider- 
stand entgegensetzt,  als  wie  ohne  Eorn.  Das  Beifügen  an  Material 
an  einen  Querschnitt,  der  im  übrigen  unverändert  geblieben  ist, 
hat  die  Widerstandsfähigkeit  des  Querschnitts  rermindert.  Um 
diesen  Widerspruch  zu  erklären,  darf  man  nur  auf  die  Formel  des 

Biegungsmomentes  —  qF  zurückkommen.  Durch  das  Beifügen  des 

Kornes  wii^rde  k^F  verhältnissmässig  nur  sehr  wenig,  dagegen  c 

viel  mehr  vergrössert,  so  dass  diese  Form  ein  kleineres  Moment 

bei  gleichem  q  giebt. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  Aenderung  des  Widerstandsmomentes 

einer  Querschnittsfläche  F  durch  Beifügung  einer  kleinen  Fläche 

aF  auszudrücken.    Bezeichnen   wir  mit  /  die  Entfernung  der 

Fl 
Schwerpunkte  beider  Flächen,  mity  «=»    iy,  ^  .  i^  die  Entfernung 

des  Schwerpunktes  der  Fläche  A  F  vom  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkt beider,  mit  c  -{-  £ic  die  Entfernung  der  äussersten  Faser  der 
Fläche  F-\-aF  Yon  diesem  Schwerpunkt,  mit  *  und  k^  die  Höhe 
der  Centralollipsen  der  Flächen  F  und  aF,  so  ist  laut  Nr.  99 
S.  398  das  Widerstandsmoment  der  totalen  Fläche  gleich : 

Zieht  man  hiervon  das  ursprüngliche  Widerstandsmoment  k^  F:  c 
ab,  so  erhält  man  den  gesuchten  Zuwachs  gleich : 


c  -|-  Ac 


[ly  -f-  Ä'%        a  r  z^  c  1 

~     k^         '  ~F  c    J 


Berücksichtigt  man ,  dass      ^  ^_   ^     nie  bedeutend   von  1 

abweichen  kann,  so  geht  aus  der  letzten  Form  hervor:  dass 
wenn  der  Zuwachs  der  Fläche  sich  ungefähr  zudem 
der  Entfernung  der  äussersten  Faser  verhält,  wie 
die  ursprüngliche  Fläche  zur  ursprünglichen  Ent- 
fernung,    kein    Zuwachs    am    Widerstandsmoment 
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Flg.   185. 


stattfinde.  Nimmt  aber  die  Entfernung  der  äusser- 
sten  Faser  rascher  zu,  so  findet  Abnahme  des  Wider- 
standsmomentes statt. 

Die  obigen  Formeln  wollen  wir  auf 
ein  Beispiel  anwenden,  und  untersuchen,  ob 
dadurch,  dass  man  im  symmetrischen  Quer- 
schnitt von  dem  Fig.  185  nur  die  obere 
Hälfte  darstellt,  die  obere  Mittelplatte  über 
die  Winkeleisen  vorstehen  lässt,  ein  Zu- 
wachs erzielt  wird  oder  nicht. 

Bei  dieser  Anordnung  hat  man,  weil 
wegen  der  Symmetrie,  der  Schwerpunkt 
des  Ganzen  sich  nicht  ändert: 

y  =  /  =   c  4- Va  A  c 

A  F  =  e  .  A  c. 


Demnach  der  Zuwachs  des  Momentes  gleich : 


Ac 


c  (c  -|-  ^  ^) 


.  A2  F  J 


/  F 


A2 


1 


e  c  ist  die  Querschnittsfläche  einer  Platte  die  so  hoch  wäre, 
als  wie  der  ganze  Träger.  Ist  also  diese  Querschnittsfläche  nicht 
annähernd  so  gross,  als  wie  der  totale  wirkliche  Querschnitt,  so 
wird  das  Anbringen  der  Mittelplatte  das  Widerstandsmoment  ver- 
mindern. Wäre  z.B.  die  halbe  Höhe  einer  Rippe  e  =  250;  A  =  235; 
Ac  =  6  Ctm.  und  F  =  600  DCtm.  also  F  :  c  =  2,4  Ctm.,  so 
ergäbe  sich  ein  Zuwachs  von 

-   -wi,i6.,;j-i). 


c  +  Ac 


A« 


2,4 


Es  muss  also  die  Mittelplatte  mindestens  e  =  ^  ..^  =  2,07  Ctm. 

1,1b 

dick  sein,  wenn  das  Anbringen  der  Mittelplatte  keine  Verminderung 

des  Widerstandsmomentes  erzeugen  soll. 

Zur  Beruhigung  der  Herrn  Constvucteure,  welche  gern  Zickel- 

zackelförmig  construiren,  wollen  wir  hier  noch,  für  den  Fall,  dass 

einer  derselben  einmal  wirklich  rechnen  sollte,  beifügen,  dass  die 

hinzugekommene  Platte  nie  wirklich  Verminderung  des  Wider- 
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Standes  hervorbriDgen  kann.  Denn  giebt  der  kleinere  Querschnitt 
ein  grösseres  Moment,  als  wie  der  grössere,  so  darf  jederzeit  auf 
das  Moment  des  kleineren  gerechnet  werden;  der  kleinere  Quer- 
schnitt ist  ja  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  die  äussersten 
exponirten  Fasern  durch  das  dem  kleinern  Querschnitt  ent- 
sprechende grössere  Moment  zerstört  würden.  Also  allgemein: 
Wenn  durch  Weglassung  von  Flächen theilen  des 
Querschnittes  das  Widerstandsmoment  von  tragen- 
den Balken  vergrössert  werden  kann,  so  ist  es  ge- 
stattet, das  grössere  Moment  in  Kechuung  zu 
bringen.  Das  wirkliche  Widerstandsmoment  ist  also  das  Maxi« 
mum  aller  derjenigen,  das  durch  Combination  der  verschiedenen 
vorhandenen  Flächeneleiueutc  gebildet  werden  kann. 

In  der  Praxis  wird  man  sich  natürlich  hüten,  Material  au 
solchen  unwirksamen  Stellen  zu  vergeuden.  Die  breitesten  Plat- 
ten sollen  die  äussersten  Fasern  bilden ,  damit  sie  dort  voll  tragen 
helfen ,  der  einfache  'Y  und  kastenförmige  "fj*  Querschnitte  sind 
daher  die  zweckmässigsten. 


Fünftes  Kapitel. 

Trägheitsmomente,  Ceiitralellipsoide  und 

Kerne  einiger  Körper. 


118.  Centralellipsoirt  und  Kern  eines  Prismas  und  eines 

Cylinders. 

In  einem  von  parallelen  Endflächen  begrenzten  Prisma  oder 
Cylinder  ist  bezüglich  des  Schwerpunkts  die  Stellung  dieser  End- 
flächen der  Richtung  der  Kanten  oder  Erzeugungslinien  con- 
jugirt. 

Da  alle  Parallelen  zu  den  Kanten  gleich  lang  sind,  so  er- 
scheint der  zu  den.  Endflächen  parallele  Querschnitt  durch  den 
Schwerpunkt  in  allen  Theilen  gleich  stark  belastet,  und   seine 
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Centralellipsc  und  sein  Kern  sind  daher  auch  die  Schnitte  des 
Centralellipsoids  und  Keiiis. 

Da  alle  Parallelschnitte  gleichen  Inhalts  sind,  so  sind  die 
Segmente,  welche  auf  der  zu  den  Kanten  parallelen  Linie  durch 
den  Schwerpunkt  von  den  Endflächen  des  Prismas  vom  Central- 
ellipsoid  und  vom  Kern  abgeschnitten  werden,  ebenso  so  gross  als 
die  Segmente  welche  von  den  Seiten ,  der  Centralellipse  und  dem 
Kern  eines  gleich  hohen  Parallelogramms  auf  d^r  Linie  abgeschnit- 
ten werden,  die  die  Mitte  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
verbindet.  Berücksichtigt  man  nun  noch,  dass  dem  Umfang  der 
Endflächen  laut  Nr.  104  S.4I6  eine  Pyramide  oder  Kegelfläche  ent- 
spricht, deren  Spitze  der  Pol  dieser  Endfläche  ist,  so  erscheinen 
dasCentralellipsoid  und  der  Kern  vollständig  bestimmt.  Die  Höhe 
des  Centralellipsoids  ist  gleich  /^*/i2  oder  =  0,281*  der  Prismen- 
oder Cylinderhöhe,  und  die  Höhe  des  Kerns,  der  aus  einer  Doppel- 
pyramide oder  einem  Kegel  zusammengesetzt  ist,  nimmt  das  innere 
Drittel  des  Prismas  ein. 


119.  Die  Trägheitsmomente  eines  Tetraeder. 

Um  im  Allgemeinen  die  Trägheitomomeote  von  Körpern  zu  bestimmen, 
welche  von  ebenen  Flächen  begrenzt  bind ,  kann  man  die  Oberfläche  derselben  in 
ebene  Dreiecke  zerlegten,  nnd  sie  aus  irgend  einem  Punkte  z.  B.  auB  dem 
Ursprung  der  Coordiuaten ,  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Axe  oder  auch 
aus  einer  Ecke  des  Körpers  selb:>t,  projiciren  und  ho  den  Körper  In  eine  Zahl  ein- 
zelner Tetnieder  oder  dreiueitiger  Prismen  zerlegen ,  deren  Momente  man  einzeln 
bentimmt  lind  Bummirt.  Um  diese  Operationen  ausführen  zu  können,  muss  man 
vor  allem  die  Momente  von  Tetraedern  oder  von  schief  abpeschnittenen  dreiseitigen 
Prismen  für  den  Fall  ermitteln ,  in  welchem  die  Ecken  dieser  Körper  durch  ihre 
Ooordinaten  gegeben  sind.  Wir  beginnen  mit  dem  Centrifugalmoment  £xy  A3, 
eines  schief  abgeschnittenen  Projectlonsprismas ,  von  dem  wir  dann  alle  übrigen 
Momente  ableiten  können. 

Bei  diesen  Ableitungen  lassen  wir  die  Sinus  des  körperlichen  Ecks  und  die 
Winkel,  welche  die  Coordinateuaxen  mit  einander  bilden,  weg,  d.  h.  wir  setzen  senk- 
recht aufeinander  stehende  Axen  voraus.  Nichts  desto  weniger  gelten  die  Formeln 
die  wir  entwickeln  werden,  ganz  allgemein  auch  für  schiefwinkelige  Axen,  weil  laut 
Nr.  58  S.  212,  die  Momente  in  Bezug  auf  feste  Ebenen  bei  Aenderung  der  Axen 
sich  nur  um  constante  Factoren  ändern.  Sollen  daher  die  Formeln  auf  schief- 
winkelige  Axen  angewendet  werden,  so  hat  man  überall  nur  Rtatt  der  Determinan- 
ten des  Inhalts ,  den  Inhalt  getheilt  durch  den  »Sinus  des  körperlichen  Ecks ,  und 
statt  der  Flächendeterminanten  die  Flächen  getheilt  d^rch  den  Sinus  des  Winkels 
der  treffenden  Axen  zu  setzen. 
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Einstweilen  bis  zur  Elimination  der  Constanten  sei : 

die  Gleichung  der  Endfläche,  dann  ist  zunächst  das  Integreal : 

j?2 


^  X  d  z  ^  (ax  -i-  ßy  +  c)  y  d  y , 


für  den  Fall  zu  bestimmen,. in  welchem  y  gleich  ist: 

y    ^-    jp    ^ 

Xj  —  Xi  Xi  —  Xx 

f 

Slit  Hfilfe  der  aligemeinen  Formeln  Nr.  95  S.  377  erhält  man  für  dieses  Inte- 
gral den  Ausdruck : 

-^  (a^ -«,)  [(6^1*  +  3yi  yi  +  ys»)«!«  +  (3y,»  +  4y,y,  +  3y,«) X, xj  +  Cyj« 

+  8  yi  yi  +  6  ya»)  x,«J 

+    fo  (3^2  -  afi)  [(4  yi'  +  3y|2yj  +  2y,  y,«  +  y«»)  a:,  +  ry,3  +  2y,»y,  +  Sy»  y,» 

+  4y,»)xj] 

+  i^  (^«  —  *i)  W  +  yi*  yi  +  yi  ya*  +  y«*J- 

Die»e  Summe  stellt  das  Moment  eines  Prismas  dar,  dessen  Endflächen  die 
Projectionsebene  xy  und  die  schiefe  Ebene  z  <»  «x^f  . .  sind,  und  dessen  Seiten- 
flachen  die  Projectionsebene  der  xz,  zwei  Parallelebenen  zu  den  der  yz,  durch  die 
Punkte  1  und  2,  und  eine Parallelebene  zur  Axe  der  z  durch  dieselben  Punkte- sind. 
Wir  erhalten  nun  das  Moment  für  das  Projectionsprisma  der. Punkte  12  3,  indem 
wir  ähnliche  Ausdrücke  für  die  Punkte  2  3  und  3  1  bilden,  und  alle  drei  summiren. 
Hierbei  bestimmen  wir  die  Zeichen  der  Abscissendifferenzen  so ,  dass  der  doppelte 
Flächeninhalt  der  Projection  des  Dreiecks ; 


/'\23  = 


^x  Vi    1 
Xi  y,  1 
!    Xa  y^  l 


(«2  —  Xa)  yi  +  (X3  —  Xi)  ya  +  (Xi  —  Xj)  ya, 


positiv  ist ,  was  voraussetzt ,  dass  der  Sinn  1  2  3  bei  dem  Umfahren  des  Dreiecks 
mit  dem  Drehungssinn  von  -f  x  nach  +  y  übereinstimmen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  in  die  Momentensumme  das  Moment,  das  wir  eben  entwickelt  haben ,  mit  dem 
Zeichen —  einzuführen  ist;  oder  überhaupt,  dass  die  immer  positiven  ähnlichen  Aus- 
drücke in  den  Klammern,  mit  den  Abscissendifferenzen  (xi  —  Xa),  (Xa  —  Xa),  (Xj  —  j«) 
zu  multipliciren  sind. 

Geschieht  dies  so  wird  die  Summe  durch  Fi  as  theilbar,  und  man  erhält  das 
Centriru<;alntoment  (Sias  ^^^  dreiseitigen  Prismas: 

.r      «  '''n3  I  (3  x,a  +  2  X,  Xa  +  2  X,  Xg  4-  Xa«  +  Xa  X3  +  x^«)  y, 


1(3  X,--»  +  2  X,  Xa  +  2  X,  X3  4-  Xa«  +  Xa  X3  +  x^»)  y,  1 
(Xi«  +  2  X,  Xa  +  Xi  X3  +  3  x./^  +  2  X,  Xa  +  X3«)  y,  1 
(x,4  +  Xi  Xa  +  2  X,  Xa  +  Xa'^  +  2  j?a  a^3  +  3  «3')  ys  J 
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^H3  r(3yi*  +  2  yi  y*  +  2  y,  y,  +  yj>  +  2  y, ya  +  ya«)  I 

SO      I  Cy,»  +  2  yi  y,  +  y,  ys  +  3  y,*  +  2  y,  yg  +  yj«)  1 

L(yi«  +  yi  ya  +  2  y,  ya  +  y,2  +  2  y,  ya  +  3  y^^)! 

.    c^ 28  p(2  y,  +  y«  +  ya)  x,"! 

24      I    (yt   +  2y,  +  y,)a:i   T 
Lö^i   +  ys  +   2  ya)  acj  J 

Zur  Elimination  von  er,  ß  und  c  setzen  wir : 

Q    =  (6  a:,  -f  2  z,  +  2ara)  yi  +  (2  ari  +  2Xj  +  a:,)  y*  +  (2  an  +  a:,  +  2  Xj)  yj, 
Q"  -=   (2  a:,  j-  2  ar,  +  a:a)  yi  +  (2  x,  +  6  Xa  +  2  Xj)  ya  +  (ar»  +  2Xj  4-  2  Xa)  ya. 
Q"'  =  (2  X,  +  Xj  +  2  Xa)  yi  +  («t  +  2  Xj  +  2  Xa)  y«  +  (2  x,  +  2  x,  +  6Xa)  ya 
-=  (x,  +  Xj  +  2  Xa)  (y,  +  y«  +  2  y,)  +  (x,  yi  +  a:»  y»  +  2  X3  ya). 

Dann  kann  (Si  sa  ^0'  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

+  (Q'  +  Q"  +  (2'")  c]. 

Ffir  t  a-  1,  2,  3,  ist  aber: 

2,.  =«  «  X,.  +  /J  y,.  +  c, 

demnach  auch : 

<£.  >3  -  -§"    (Q'  2.    +    (i"  2,  +    Q"  ^3). 

Es  ist  diüs  der  einfachste  Ausdruck  für  das  Centriftigalmoment  des  drei- 
seitigen Prismas  in  Bezug  auf  die  Ebenen  z  x  y ,  der  keine  a  ß  c  mehr  enthält  und 
in  welchem  Q^  Aggregate  von  der  Form  x   y^  sind. 

Das  entsprechende  Moment  eines  Tetraeders  erhalten  *wir  durch  8umroation 
der  vier  dreiseitigen  Prismen,  welche  seine  Seiten  projiciren ;  wir  ziehen  also  noch 
einen  vierten  Punkt  mit  heran  und  setzen  die  Summen : 

^xif  «■  (2a:,  +  Xj  +  Xa  +  X4)y,  +  (x,  +  2Xj  +  Xa+X4)ya  +  (Xj  +  Xj  +  2x3  +  X4)y3 
+  (x,  +  Xj  +  Xa  +  2  X4)  y*  —  «^  «^  +  x,  y,  +  Xj  y,  +  Xa  ya  +  X4  y«. 

=  2 


[x,»  +  X|  x,  +  X,  Xa  +  X,  x,""! 

Xa«  +  Xj  X3  +  Xj  X4  I 

Xa«  +  Xa  X4  I 

X4«  I 


Mit  Berücksichtigung  der  zweiten  Form  von  Q^  lassen  sich  die  Q^  durch  die 
8,  S  und  durch  die  Coordinateu  x,-  x«  und  y,-  y«  also  ausdrücken : 

Q(0  =  (s^  —  X4)  (»^  —  y4)  +  (s^  —  xO  y,.  +  («^  —  y4)  x,.  +  x»  y,  +  Xj  y, 

+  Xaya  +  2  X,.  y,, 
-=  ^xy  *+  *ar(y,  —  yO  +  «y  (a?,  —  «4)  +  2  x^y^-^x-y^  —  X4  Vi- 
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losbesoDderu  ist : 


^^  -*  ^jru  +  *x  ^y*  "■  y^)  +  *!/  (^*  —  a;^)  +   2  z.,  ?/4    -  X«  i/4  —  a^i  ^4  «=  5^^. 


•4^ 

ijuminirt  man  die  mit  z,  multiplicirten  (2,-  von  i  «  I  bis  4   und  zieht  dann  für 
(i"  24  die  Rfleiclie  Grosse  5^    2|  ab,  so  erhalt  man  für  61  ta : 

+  ars  2/3  «3  +  «4  y4  «4)  —  2  *^.  «y  «5]. 

Wir  nehmen  an ,  die  vier  Eckpunkte  des  Tetradera  seien  im  Kaum  so  ge 
legen,  dass  die  Determinante : 

3  =     X,  .?y,  z,  1 
a-2  ya  z^  1 

^  yz  23  l 

^A  Va  24    l 

welche  den  sechsfachen  Cubikinhalt  des  Tetraeders  darstellt,  positiv  sei;  dnnn 
muss  der  Punkt  4  unter  der  Ebene  12  3,  d.  h.  auf  der  Seite  von  —  zac  dieser 
Ebene  liegen,  denn  wenn  er  in  der  Ebene  1  2  3  liegt,  so  ist  3  gleich  null  und  dem- 
nach Z4  Z.\  entgegengesetzt  gleich  z^  Z^  -\-  z^  Z^  -{■  23  Z^.  Da  nun  aber  Fi^a 
positiv,  also  Z^  uegativ  ist,  so  muss  Z4  kleiner  als  die  Ordinate  des  i'uiikt^sä  {x^  y^) 
auf  der  Ebene  12  3  sein.  Es  stimmt  das  mit  dem  allgemeinen  Satze  übercin,  das» 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  der  Drehungssinn  4)  1  2  3  mit  dem  Sinn  +  X30 
+  ^  QO  +  ZOO  identisch  sein  muss.  Denken  wir  uns  ferner,  die  Projection  des 
Punktes  4  auf  die  Ebeue  x  y  falle  in  das  Dreieck  12  3,  so  muss  ofTeubar  da»  Mo- 
ment des  Prismas  1  2  3  positiv,  dagegen  die  Momente  der  drei  Pribnieu  1  2  4, 
2  3  4,  3  1  4  negativ  genommen  werden.     Nun  ist  aber,  wenn  Z^  den  Coerfleientcn 

von  Zj.  in  3  bezeichnet,  F»  ,  3  =»  —  Z«,  F,  j  4  *=  +  ^31  ^s  3  4  *=*  +  ^1 »  ^"j  1  4  =«=  +  ^2  i 

mithin  mnss  in  jedem  <£„^,-  für  ^^y^,  rta»  —  Zf^  des  fehlenden  Indexes  substituirt 

werden  ;  geschieht  dies  und  werden  dann  die  vier  (S  addirt,  so  erhält  man  mit  Be- 
rücksichtigung der  folgenden  Gleichheiten : 

X,  Z|  4-  a^a  Zj  4-  X3  2^  +  2-4  Z4  =  0, 

y\  Z,  4-  y«  Za  +  1^3  Z3  +  2^4  z<  «»  0, 

Z|  Zi  -{•  z^  Z^  4"  23  zTa  4"  ^4  Z^  =  3> 
Z,    +        Za-f        Z,  +        ^4  =  0; 

das  Centrifugalmonient  des  ganzen  Tetraeders: 


Das  TrägliritKmoment  2'  2:^  A  3  erhalt  man  ,  indem  man  x  =  y  setxt.     Da 
die  Ausdrücke  von  S  in  Bezug  auf  alle  Coordinaten  vollkommen  symmetrisch  sind, 
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so  erhalt  mnn  alle  anderen  Momente  durch  einfache  Vertausch ongen  der  Indexe 
X  y  von  S\  es  ist  überflüssig,  dieselben  umzuschreiben. 

Die  Grossen  ah  c,  A  B  C  Nr.  106  erhalten  wir  durch  Division  dieser  Mo- 
mente, mit  -—  3  dem  Inhalt  des  Tetraeders,  nämlich : 
6 

l      p  .  1      «  1 

^^  ^  ~i^  ^'**      ^  ""  "20"  "^^  ^ '    ^*^  ~4~  *' ■ 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  von  Nr.  106  S.  427  giebt 
die  Dimensionen  aller  ElJipsoide.  Wir  wollen  dieselben  nicht  anschreiben,  son- 
dern uns  damit  begnügen,  die  Vereinfachungen  vun  5^  und  5^^  für  den  Fall  aus- 
zuführen ,  in  welchem  der^ Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  dem  Schwerpunkte 
und  mit  der  Ecke  4  zusammenfallt.  Alle  übrigen  S  sind  symmetrisch  gebaut  und 
die  Dimensionen  der  entsprechenden  Ellipsoide  denselben  einfach  proportional. 

Wird  der  Ursprung  nach  der  Ecke  4  verlegt,  so  ist : 

3^4  —  ^4  —  «4  —  Ol 

*j,.  — »  acj  4-  a^  +  2:3  n.  s.  w. 

^xy  *=  (^>  +  *a  +  ^3)  (yi  +  y«  +  ya)  +  Xi  ^1  +  «1  2^2  +  «s  ya, 
^xx  ^  (^1   +  a:i  +  a:s)*  +  (a:,«  +  x^  +  2:3»)  —  2  [x,«  -|-  x,  »^  -f  a;,  ais" 

+  Xj»  +  afj  «3 
+  ar3*^_ 

Wie  man  sieht,  sind  diese  Functionen  identisch  mit  den  von  Nr.  UOd;  sie 
sind  genau  in  gleicher  Weise  zusammengesetzt. 

Lässt  man  die  Axen  mit  den  drei  in  der  Ecke  4  sich  schneidenden  Kanten 
zusammenfallen,  so  sind  alleCooidinatcn,  mit  Ausnahme  von  x,  y^  und  23,  gleich  0, 
und  man  hat : 

a«  ^ jc  2  />««=  .  «2  c2^  _        2^2. 

20    ^  20  20  ^ 


Wird  (1(T  Coodinatunursprung  nach  dem  Schwerpunkte  verlegt,  so  sind,  wie 
die  Ri< 

man  erhält : 


auch  die  Richtungen  der  Axen  gewählt  werden  mögen ,  »^  =«„  =  *,=*  0 ,  und 


^^^^  a:,»  +  a^»2  +  xs«  +  x.«, 


X  X 


'^ar  y  ="  *»  y»   +  *«  -Vs  +  ^  2^3  +  *«  ^v 

Die  Ausdrucke  für  die  übrigen  S  sind  ganz  symmetrisch  gebaut. 
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Lanfeo  die  Azen  mit  drei  in  einer  Ecke  sich  schneidenden  Kanten  parallel, 
während  der  Ursprung  der  Coordinaten  immer  im  Sehwerpnnlcte  bleibt,  so  sind  die 
Coordinaten  der  4  Eckpunlcte,  wenn  die  Längen  dieser  drei  Kanten  mit  (2  e/  be- 
zeichnet werden,  für  die  Eckpunkte : 


■ 

X 

y 

z 

1 

gleich  + 

3 

4 

d, 

1 

4 

«, 

— 

1 

4 

/, 

2 

n 

— 

1 
4 

d, 

4 

8 

4 

e. 

— 

1 
4 

-L 

3 

» 

— 

1 
4 

■d, 

1 

4 

«, 

+ 

3 

4 

■f. 

4 

• 

— 

1 
4 

d, 

1 

4 

«, 

— 

l 
4 

■/; 

woraus  sich : 

• 

a«    » 

8 
80 

d*. 

i» 

- 

3 
80 

e\ 

c» 

- 

3 

80 

•A 

i4  — — 

1 
80 

«/. 

B^ 

=  - 

1 
80 

fd. 

C 

«-> 

1 
80 

-  d  e  ergiebt 

Wir  machen  anf  die  Uebereinstimmnng  dieser  Dimensionen  des  Central- 
ellipsoids  mit  denen  des  Trägheitsellipsoids  fQr  eine  Ecke  und  den  mit  den  Kanten 
zusammenfallenden  Axen  aufmerksam.  Jene  Dimensionen  müssen  sich  aus  den 
eben  entwickelten  ergeben,  wenn  die  Producte  der  Schwerpnnktscoordinaten 

zu J*   oder  d  e  addirt  werden      In  der  That  ist : 

16  16 

^J_^J_ 1_  I     _     i 

80  16    "*    10     ""  80  16    ™    20   * 

Die  einfachsten  Ausdrücke  erhält  man  aber,  wenn  man  die  Verbindungs- 
linie der  Mitten  zweier  gegenüberliegender  Kanten  als  eine  der  Axe  z.  B.  als  z  Axe 
annimmt  und  die  beiden  andern  Axeii  mit  jenen  Kanten  parallel  laufen  lässt. 

Ist  die  Länge  der  Verbindungslinie  der  Mitten  »»  h  und  die  der  beiden  Kanten 
«»  d  und  €,  so  erhält  man  die  Coordinaten  für  4  Eckpunkte : 


X 

y 

z 

1  gleich  +  -~ 

d. 

0, 

+ 

1 
2 

Ä, 

1 

d, 

0, 

+ 

1 
2 

A, 

3        .              0, 

+ 

1 

2 

«, 

1 
2 

Ä. 

*        ,               0, 

-=- 

1 
2 

c, 

1 
2 

-Ä. 
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Woraus  sich : 

40  40  20      ' 

und  Stx  ^='  Sxy  ^  Sjfs  =^  0  ergiebt. 

In  diesem  Falle  also  sind  die  drei  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axen 
conjugirt  und  wir  erhalten  die  zur  Construction  des  Centralellipsoids  bequemsten 
Kiemente.     Die  mit  einer  Kante  parallelen  Durchmesser  haben  eine  Länge  von 

-r- --- -  =*  0,31623  der  Kante,  und  die  mit  der  Verbindungslinie  gegenüberliegender 
A  10 

Kantenmitten  parallelen  Durchmesser  haben  zur  Länge       >»    0,44721    der 

Verbindungslinie.  Diese  einfachen  Verhältnisse  liefern  dreimal  die  Länge  von  drei 
conjugirten  Durchmessern,  dreimal  mehr ,  als  man  zur  Construction  braucht.  Die 
Antipolare  der  Kante  d  läuft  parallel  mit  der  conjugirten  Richtung  e ;  schneidet  die 
Verbindungslinie  der  gegenüberliegenden  Kantenmitten ,  weil  d  sie  schneidet ,  und 
zwar  in  der  Entfernung  von : 

_Lä*  :  J-Ä-  — Ä. 
20  2  10 

Da  dies  nun  auch  von  allen  andern  Kanten  gilt ,  so  folgt ,  dass  im der 

Rntfernun?  gegenüberliegender  Mitten  oder  im der   Entfernung    einer  jeden 

5 

Kante  vom  Schwerpunkte  eine  zur  Kante  parallele  Kante  des  Kerntetraeders  liege. 

Der  Kern  eines  Tetraeders  ist  also  diesem  ähnlich,  besitzt  denselben  Schwerpunkt, 

und  seine  Dimensionen  sind  der  des  gegebenen  Tetraeders. 

5 
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Wir  nehmen  an ,  es  laufe  die  Axe  der  z  mit  den  drei  parallelen  Kanten  des 
Prismas  parallel.  Das  Moment  in  Bezug  auf  die  Ebene  zaderxy  haben  wir  bereits 
am  Anfang  der  vorigen  Nummer  ermittelt,  um  zu  den  Momenten  des  Tetraeders  zu 
gelangen.  Die  übrigen  Momente  erhält  man  aber  einfacher,  indem  man  es  in  drei 
Prismen  mit  jn  einer  der  Parallelkanten  zerlegt  und  ihre  Momente  summirt.  Wir 
schreiben  die  Determinanten  des  Inhaltes  dieser  Tetraeder  voll  an,  weil  sie  in  dieser 
F'orm  die  Coordinatensnmmen  der  Eckpunkte  sehr  übersichtlich  geben.  Der  In- 
halt 3  erglebt  sich  aus : 

6  3  =    I  ar,  y,  2,  I       «= 

I  a:i  y,       I  I 
X,  y,      1 


«1  yi  2i  1 

+ 

X,  y,  2,  1 

«Fv 

XjyaZj  1 

«i  y«  2,  1 

3-«y«     1 

a-3  Vi  «3  1 

af»  .Vs       1 

arg  ys       l 
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Wenn,  wie  früher,  mit  F  der  doppelte  Inhalt  der   Projectlon   und  mit  * _  .« 

«s  CS  2,  +  2,  +  Z3  die  Summen  der  drei  Coordinaten  bezeichnet  wird. 

Wir  bilden  nun  die  S  des  Prismas  als  Summe  der  drei  Partialtetraeder ,  ronJ- 
tipliciren  sie  mit  dem  treffenden  Inhalt  z  F  und  erhalten  so  das  Totalrooroent. 
Bei  dem  ersten  Anschreiben  wird  Jedem  Tetraeder  eine  Zeile  gewidmet  und  dann 
alles  znsammengezogeu ;  wir  erhalten  auf  diese  Weise : 

20  *,  .  C—  120       jf-~  =  [(2  a:,  +  X,  +  a:,)  (2  y,  +  y,  +  y,)  +  2x,  y,  +  x,y, 

+  ^i  Vzl  ^  + 

+  Kxi  +  2  X,  +  ««)  (yi  +  2  yi  +  yj)  +  an  yi  +  « 3B,  y, 

+  a?a  y»]  2i  + 

+  [(«1  +  a^  +  2  Xj)  (yt  +  y,  +  2  yj)  +  *,  y,  +  x,  y, 

+  2  X3  y,]  2,  « 

=  .<xÄy  ««  +  (yi  2i   +  y2  «1  +  y»  «a)  «x  +  («t  «i  +  a;,  z»  +  xj  z,)  *y  +  (x,  y, 
+  a:«  y«  +  3:3  ys)  J*»  +  2  (x,  yj  z»  +  x,  y,  z»  +  arj  y,  Zj). 

Dieser  Ausdruck  ist  vollkommen  symmetrisch,  bezuglich  der  drei  Coordinaten 
xyz]  es  treten  albo  bei  dieser  Bildnnp:  des  Cen tri fugalmomentes  die  Langen  der 
parallelen  Kanten ,  gerade  so  in  die  Gleichungen  ein ,  als  wie  die  Hebelsarmcoor- 
dinaten.  Betrachtet  man  daher  ein  Dreieck  im  Ranm  als  Knd- 
fläche  der  drei  Projectionsprismen,  und  bildet  die  Centri- 
fiigalmomente  mit  den  zwei,  zu  den  Kanten  nicht  parallelen 
Axen,  so  verhalten  sich  diese  Centrifugalmomente,  wie  dieln- 
halte  der  Projectionen  der  Endfläche,  getheilt  durch  den  Sinus 
des   Winkels,   den   die  Azen   in   der   Projectionsebene  mit   ein- 

ander  bilden;  denn  die  Verhältnisse  -  ^-      bleiben  constant  bei  einer  Ver- 

F 

tauschung  der  x,  y,  z.     ^xx  und  SDl^y  ergeben  sich  aus  dem  obigen  Moment  da- 
durch, dass  man  x  «s  y  setzt ;  wir  schreiben  nur  das  eine  der  beiden  Momente  an: 

20Ä,a«=l2ü  — Ä'ar««  +  2  (Xj  2|  +  a^j  «j  +  afa  «3)  Ä.r  +  (a:,*  +  x,«  +  X3«).ta 

+    2(X,«2.    +  X,»  2,  +  X3*  Zj). 

Dieser  Ausdruck  enthält  kein  y,  man  erhält  ^lyy  indem  man  y  statt  x  setzt. 
Femer  ergiebt  sich : 

20.«r5ß=I20     ^    =[(2x,+Xa  +  3:3)2,  +  X,  2,  ]  2» + 

[(X,  +  2  Xj  +  X3)  (2,    +   2j)  4.  X,  2,    +  X,  2,  J  2j  + 

[(X,  +  xi  +  2x3) (2,  4.  Zj  +  23)  4-  a:,  2,  -f  a^t  z»  +  a:,  z,]  2j  = 

=  üx «s*  +  2  (x,  21»  +  Xa  2,,«  +  X3  23«)  -  X,  2,  2,  —  2,  X,  23  —  2,  2a  X3. 

Das  Moment  Wily»  erhält  man  dadurch ,  dass  man  y  statt  x  setzt  Das  letzte 
Moment  ist  gleich : 
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20  *,  c^  —  120  -^  =  [2  2,«  ]  «1  + 

[(2i  +  ^2  )«  +  «1*  +  «a*  J  2-2  + 

[(2i    +   «2   +   S3)«   +   z,»  +   Za*  +  23^^]  Z3  + 

=  2  [(2|2  +   22»   +   23*)  Ä5    +  S,  22  Z3] 

=  2  [ä;^»  —   2  (2,  «2  +   2j  23   +  23  2i)  rfA   +   2|   «2  ^]- 

Ans  diesen  Momenten  lassen  sich  nnn  auch  leicht  die  Dimensionen  der  Cen- 
tralellipse  ableiten ;  da  Jedoch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  allgemeinen 
Formeln  von  Nr.  108  S.  424  zu  keinen  Vereinfachungen  führt,  so  dürfea  wir  uns 
diese  Snbstitutionen  wohl  ersparen. 


121.   Die  Momente  von  Pyramiden  nnd  Kegeln. 

Die  Momente  einer  Pymmide  oder  eines  Kegels  lassen  sich 
auf  die  Momente  der  Basis  zurückführen.  Wir  nehmen  den  Coor- 
dinatenanfang  in  der  Spitze  des  Kegels,  und  die  yz  Ebene  parallel 
zur  Grundfläche  an.  Es  seien  ferner  /  die  Abscisse  der  Grund- 
fläche und  Fi/\  Zs  h'  k'  A  der  Inhalt,  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes und  die  Dimensionen  der  Centralellipse  derselben.  Thei- 
len  wir  die  Pyramide  oder  den  Kegel  parallel  zur  Basis  in  Ele- 
mente, so  sind  die  entsprechenden  Dimensionen  für  eines  dieser 
Flächenelemente : 

Bilden  wir  mit  diesen  die  Momente  der  Flächen  -  -  F  d  w 
und  summiren,  so  erhalten  wir  die  Momente  des  Kegels: 

aW*.  =   \!  ä;*.^  Fda,=  ~l»F  =  -j-P^, 


m 


aß: 


3» 
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aw 


Laut  Nr.  97  a,   sind  die   Coordinaten    des  Schwerpunktes 

3  3  3 

des  Kegels  "7"  '>  "j"  y  *  >  "T"  ^  «•   Di vidirt  man  die  obigen  Momente 

4  4  4 

durch  0»  80  erhält  man  die  Dimensionen  des  Trägheitsellipsoids  in 
Bezug  auf  den  Goordinatenursprung,  und  zieht  man  dann  von  die- 
sen die  Quadrate  und  die  Producte  der  Schwerpunktcoordinaten, 

9  3 

welche  also  immer  den  Zahlencoefficienten  -zrz  haben,  der  von  -7- 

16  0 

3 
abgezogen  --r  giebt,  so  erhält  man  die  Dimensionen  des  Central- 
oü 

ellipsoids,  nämlich : 


fl«  = 

80      ' 

*'  -  80  y'^'  +  5    *''' 

0  = 

80  'y" 

^        SO^'^'+Ö    ^' 

Führt  man  die  Axe  der  z  durch  den  Schwerpunkt,  so  werden 
ys  und  Zsy  damit  auch  B  und  C  =  0;  es  sind  demnach  die 
Verbindungslinien  des  Schwerpunktes  der  Basis 
mit  der  Spitze  desKegels  und  dieBasisebene  con- 
jugirt.  DieEllipse  des  Parallelschnittes  zur  Basis 
durch  den  Schwerpunkt  mit  dem  Centralellipsoid 
ist  der  Gentralellipse  der  Basis  ähnlich,   und  ihre 

Dimensionen  sind  y-r-   =   0,77460    derselben.      Die 
Entfernung  der  zur  Basis   parallelen   Tangential- 


1 
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ebene  an  das  GcDtralellipsoid  vom  Schwerp unk ty  d.h. 

die  halbe  Höhe  des  Gentralellipsoids  ist  gleich  \/^ 

=  0,19365  der  Höhe  des  Kegels. 

Hinsichtlich  der  Dimensionen  des  Kernes  lässt  sich  allgemein 

das  folgende  sagen :  Der  Äntipol  der  Basis  liegt  auf  dem  ihr  con- 

jugirtenDurchmesserdes Gentralellipsoids  also  auf  derVerbindungs* 

linie  der  Spitze  mit  dem  Schwerpunkt,  seine  Entfernung  von  letz- 

3        1  3 

teremist  =  -^77  :  -7-  =  7777  der  Höhe  des  Kegels.  DieAntipolar- 

öü       4  20 

• 

ebene  der  Spitze  läuft  parallel  zur  Basis,  und  ihre  Entfernung  vom 


Schwerpunkt  ist  gleich 


80 


4 


1 

20 
1 


=  -TTT  der  Höhe  des  Kegels,  mit- 


hin ist  die  Höhe  des  ganzen  Kernes  —  des    ganzen  Kegel ;    da 

ferner  jedem  Punkt  der  Basis 
des  Kegels  eine  Ebene  ent- 
spricht, die  durch  den  Äntipol 


der  Basis  geht,  der  in  —  -f- 


_3_ 
20 


=  —  der  Höhe  liegt ,  so  um- 
hüllen alle  diese  Ebenen  einen 
Kegel,  wenn  der  Punkt  den  Um- 
fang der  Basis  beschreibt.  Der 
Kern  ist  also  ebenfalls  ein  Ke- 
gel ,  der  das  zweite  Fünftel  des 
gegebenen  Kegels  einnimmt, 
und  dessen  Spitze  und  Basis 
vom  Schwerpunkt  aus  in  glei- 
cher Richtung  als  wie  die  des 
gegebenen  liegen.  Um  die  Be- 
ziehung zwischen  den  Basen  der 
beiden  Kegel  zu  ermitteln,  füh- 
ren wir  einen  Schnitt  durch  die 
Spitze  und  den  Schwerpunkt  des 
Kegels.  Es  sei  Fig.  186  dieser 
Schnitt;  vom  Schwerpunkt  aus 
tragen  wir  in  den  durch  die  Fig. 


>S 
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113  3 

angedeuteten  Richtungen  die  Längen  -  ,  ^,  —^  und  -j-  / 
auf,  und  erhalten  so  die  Lagen  der  Basen  und  Spitzen  beider 
Kegel.      Die     Ordinate    eines  Halbkreises   Über  l— — (-  —  j  / 

giebt  die  halbe  Höhe    /    —  l  des  Centralellipsoids.     Projicirt 

man  vom  Punkt  S  aus  die  Centralellipse  der  Basis,  so  schneiden 
die  Projectionsstrahlen  auf  einer  Parallelebene  durch  1/—  f  die 

Basis  des  das  Centralellipsoid  umhüllenden  Cylinders  aus.  Denn, 
wenn  k  ein  Punkt  der  Centralellipse  der  Basis  ist,  so  hat  man: 


'4'=i/f-K-i-- 


Wir  wollen  jetzt  die  dem  Punkt  k  entsprechende  Antipolar- 
ebene  bestimmen,  welche  die  Schnittebene  Fig.  186  in  der  Anti- 

3 
polaren  von  k  schneidet.     Sie  geht  durch  den  Punkt  -       /  und 

läuft  mit  der  Diagonale  S  A  des  der  Ellipse  umschriebenen  Pa- 
rallelogrammes  parallel,  denn  Sk  und  5^  sind  als  Diagonalen 
conjugirt.     Auf  der  Basis  des  Kernes   schneidet  sie   die  Länge 

-r-  k  aus,  denn  es  ist: 
5 

Die  Punkte  in  einem  Schnitt  der  Basis  und  der  Strahlenbüschel 

3 
ihrer  Antipolaren  durch  -— ^  /  liegen  involutorisch,  und  dem  un- 

endlich  fernen  Punkt  der  Basis  entspricht  der  Strahl  durch  den 

Schwerpunkt  S,  demnach  müssen  die  Producte  der  Entfernungen 

4 
entsprechender  Basispunkte  constant,  und  zwar  —  ä*  sein,  weil  h, 

4 
und  —  k  zwei  in  dieser  Weise  sich  entsprechende  Entfernungen 

sind.  Ist  also  q  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  der  Basis 
vom  Fusspunkt  des  Strahles  durch  den  Schwerpunkt,  so  wird  die 


122.  Die  Momeute  schief  abgeHChuittener  Pyramiden  und  Kegel.        501 

Antipolarebeae  dieses  Punktes  im  Schnitt  Fig.  186  die  Basis  des 
Kernes  in  der  Entfernung  -r —  schneiden.  Die  Antipolare  dessel- 
ben Punktes  in  Bezug  auf  die  Gentralellipse  der  Basis,  schneidet 

k^ 
den  Schnitt  in  der  Entfernung ;   hieraus  folgt :    D  e  r  K  e  r  n 

eines  Kegels  ist  wieder  ein  Kegel  mit  gleichge- 
legener Spitze  und  Basis,  und  nimmt  das  zweite 
Fünftel  derHöhe  desselben  ein,  dieBasis  des  Ker- 
nes ist  dem  Kerne  der  Basis  ähnlich,  und  ähnlich 
gelegen.    Die  Mittelpunkte   der  Aehnlichkeit  sind 

die  Schnittpunkte  des  Strahles  durch   S,   und  die 

4 
Dimensionen  der  Kernbasis  sind  -r- der  des  Kernes 

der  Kegelbasis. 

Bei  der  dreiseitigen  Pyramide,  dem  Tetraeder,  ist  laut  Nr.  110  b 
S.  441  der  Kern  der  Basis  dieser  ähnlich  und  seine  Dimension 

gleich  —  der  Dimensionen  jener.   Die  der  Basis  des  Kernes  sind 

14  1 

demnach   gleich  ---.---=-—  der  Basis.     Da  die  Höhe  des 

4         5  5 

Kernes  ebenfalls  —  der  Höhe  der  Pyramide  ist,  so  folgt:   der 

Kern  eines  Tetraeders  ist  diesem  ähnlich,  bezüg- 
lichdesScbwerpunktsähnlich  gelegen,  undnimmt 

das  innere  -r- des  Tetraeders  ein. 

5 


122.  Die  Momente  schief  abgeschnittener  Pyramiden 

und  Kegel. 

Nachdem  wir  in  der  vorigen  Nummer  die  Momente  der  Pyra- 
miden und  Kegel  auf  die  Momente  ihrer  Basen  zurückgeführt  haben, 
können  wir  die  Momente  schief  abgeschnittener  Pyramiden  und 
Kegel  dadurch  bestimmen ,  dass  wir  die  Momente  der  perspecti- 
vischen  Basen  auf  einander  beziehen.  Dadurch  erbalten  wir  die 
Momente  dieser  Körper  als  Momentendifferenz  der  beiden  Kegel 
oder  Pyramiden. 


502  Momente  paralleler  Kräfte. 

Als  Goordiuateuanfang  behalten  wir  die  Spitze  des  Kegels  bei, 
nehmen  die  Ebene  der  x  s  parallel  zur  einen  und  die  der  y  s  pa- 
rallel zur  andern  Endfläche  an.  lieber  die  Ebene  der  xy  können  wir 
dann  zu  Gunsten  der  Einfachheit  frei  verfügen.  Die  Beziehungen 
zwischen  den  Coordinaten  perspectivisch  gelegener  Punkte  in  den 
mit  den  Coordinatenebeneu  parallel  laufenden  Ebenen  x  =  a  und 
y"  =^  b  sind  dann  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben : 

»/  I  ff 

X  0  z 


«  !f 


^ 


wo  a  und  h  die,  nicht  zusammcn^eliörigen,  Coordinaten  der  beiden 
Endflächen  sind.     Aus  diesen  Uleichuugeu  folgt: 

.      ,,          hz          „          ab      ,    „  ab 

z    =s  ■  -  -,—    X    =      ,   ,  dx    = ,^    dy. 

y  y  y^ 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Ausdrücke  der  Fläche 
und  der  Momente ,  giebt  die  Momente  der  Endfläche  0  {x"  z")  als 
Function  der  Coordinaten  y  und  z\  so  dass  dann  alle  Momente 
durch  die  Coordinaten  der  einen  Endfläche  bestimmt  sind.  Die 
Substitution  giebt: 

M'.  =    f  s"  U-'  dx"  ^-  a«  A»  (- //  . 

* 

Die  negativen  Vorzeichen  sind  nur  scheinbar,  denn  wegen 
der  Keciprocität  x"  y  :=^  a  b^  kommt  bei  der  Grenzenbestimmung, 
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die  kleinere  Grenze  über  die  grössere  unten  bin ;  vertauscbt  man 
dann  die  beiden  Grenzen ,  so  erbält  man  wieder  das  positive  Vor- 
zeichen. In  der  Praxis  werden  diese  Formeln  übrigens  nur  selten 
zur  Verwendung  kommen.  Sind  die  Endflächen  Polygone^  so  wird 
man  die  Werthe  von  x  und  z  direct  in  die  Momentengleichungen 
der  drei-  oder  mehrseitigen  Basen  einsetzen,  d.  h.  die  schon  für  diese 
Flächen  ausgeführten  Integrationen  benützen ;  ebenso  wird  man 
auch  noch  Flächen,  die  vonCurven  zweiter  Ordnung  begrenzt  sind, 
direct  verwandeln,  wie  wir  das  sub  b  dieser  Nr.  zeigen  werden. 
Begrenzungscurven  höheren  Grades  als  wie  zweiten,  wird  man  nur 
graphisch  behandeln. 

Sind  die  Flächenmomente  in  irgend  einer  Weise  bestimmt,  so  hat 

man  sie  laut  S.  498  mit  —  der  Höhe  zu  multipliciren,  um  die  ent- 
sprechenden Kegelmomente  zu  erhalten.  Da  nun  das  Verhältniss 
dieser  Höhen  alle  möglichen  Werthe  zwischen  0  und  oo  annehmen 
kann,  so  sind  die  allgemeinen  Ausdrücke  derMomeutendiiferenzen 
für  den  schief  abgeschnittenen  Kegel,  keiner  weitern  Vereinfachung 
mehr  fähig,  wir  glauben  uns  daher  des  Anschreibens  derselben 
enthalten  zu  dürfen. 

Wir  schliessen  mit  einigen  Anwendungen. 


a)  Momente  der  schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Pyramide. 

Wenn  nur  das  Moment  dieser  einzigen  Pyramide  zu  bestimmen  ist,  und  diese 
also  nicht  als  Theil  einer  mehrseitigen  Pyramide  betrachtet  wird  ,  so  gelangt  man 
am  einfachsten  zu  den  Momenten,  indem  man  die  drei  in  der  abgeschnittenen  Ecke 
sich  schneidenden  Kanten  als  Coordinatenaxen  annimmt;  bezeichnet  man  dann  die 
Coordinaten  der  Ecken  mit  xx  y^  Za  und  die  der  Ecken  der  abgeschnittenen  Pyramide 
mit  A  X| ,  /u  ^2 ,  V  z^y  so  erhält  man  unmittelbar,  weil  die  Inhalte  der  zwei  Pyra- 
miden sich  wie  \  \X  fA  v  verhalten : 

°         10(1-*^,-)*'  '"         \(i{\-Xftv)  2'»''^  -   10(1-*^,.)  "^  • 

Wird  aber  die  schief  abgestutzte  dreiseitige  Pyramide  als  Theil  einer  mehr- 
seitigen betrachtet,  so  wird  man  die  Formeln  der  vorigen  Nummer  zurCoordinaten- 
bestimmung  der  einen  Grundfläche,  aus  denen  der  andern  benützen,  die  angedeute- 
ten Integrationen  nicht  ausfuhren,  sondern  die  Momente  der  beiden  Pyramiden 
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direct  durch  Substitution  bestimmen ,  und  von  einander  abziehen ,  um  das  Mo- 
ment der  abgestutzten  zu  erhalten. 

Je  nachdem  nun  die  abgestutzte  Pyramide  durch  die  Coordinalen  der  einen, 
oder  der  andern  Endflache  gegeben  sind ,  wird  man  alle  s  und  S  durch  diese  Coor- 
dinaten  ausdrücken. 

Aus  der  oben  schon  aufgestellten  Beziehung : 

a  y  z 


it    ^"^    j     ^^     ff  I 


a:'  b 

und: 

8     «  3  a,  ä'    =  ij\  +  ij\  +  y  3  «  o  /;  (-rr-  +  -77-  +  -77- ), 
^  Y  t         ^  i         ^  3  J 

(»'  ff  tf  % 

<w     I  Z    m  '^3    1 

-~  •\-    -TT-  +    -TT-). 
*    I             ^   i  X   3J 

folgt : 

^yy  -  V  +  y^'  +  y^'  +  yy  -  V  + «'  ^'  (?b  "^  i^  +  iV»)' 

Ferner  für  die  Momente  in  der  zweiten  Endfläche : 
•^  \yi        -2^2  3^3/  '^ 


5  .  =* 


'.  2  V  «i  -.'-« 


\  y  I  y  a  y  3  / 

Da  sich  die  Inhalte  3'  und  3'  der  ganzen  und  der  abgeschnittenen  Pyramide, 
wie  das  Product  der  Kantenlänge  verhalten,  so  hat  man  zunächst : 
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3"     ""  'i\  x\  x\    ""  h^  ^     X' 

ein  Verhäitniss,  welches  den  Inhalt  der  abgestutzten  Pyramide 

3'  -  3"  =  (1  -  i)  3'  =  (  {    -  i)  3", 

«lurch  jeden  der  beiden  Inhalte  allein  auszudrücken  gestattet. 

Indem  man  nun  die  Momente  Jeder  Pyramide  einzeln  bildet ,  von  einander 
abzieht,  und  durch  den  Inhalt  der  abgestutzten  dividirt,  wobei  sich  die  3  heben, 
erhält  man  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes: 

3  a  —  X  9*x  8y  —  3  Ä  ft  s's  —  X  s'z 


4  a:,« ,  4  y,  =.  — ^,  — ,  4  2,= 


\  -X       '        •  1  —  A 

Und  die  Dimensionen  der  Trägheitsellipse : 

*  1— Ä         '*  1— A  \  —  X       ' 

20  ^  -  ^y^  -  ^?'yjL  20 B — ^^•"~\'^'''%  2oC=— "^— ^^'^^-. 

1  —  A  '  1  —  A         '  l  —  A 

Die  S'  und  5"  sind  wegen  des  überall  dazwischen  steckenden  Factors  A 
keiner  weitern  Zusammenziehung  oder  Vereinfachung  mehr  fähig ,  und  man  sieht, 
dass  überhaupt  alle  Momente  als  Differenz  der  der  beiden  Pyramiden  bestimmt 
werden  mnssten.  Dies  wird  immer  der  Fall  sein,  wenn  keine  ganz  speciellen  Coor- 
dinatenverhältnisse  angenommen  werden. 


b)  Momente  schief  abgeschnittener  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Aus  dem  S.  503  angeführten  Grunde  beschränken  wir  uns  zu  zeigen ,  wie  bei 
Kegeln  zweiter  Ordnung  vorgegangen  werden  muss ,  um  die  Momente  der  beiden 
Endflächen  zu  erhalten.  Mittelst  dieser  kann  man  dann  nach  Nr.  121  S.  498  die 
Momente  der  ganzen  Kegel  berechnen,  und  von  einander  abziehen.  Nach 
S.  502  können  wir  über  die  Stellung  der  Ebene  xy  frei  verfügen,  wir  nehmen  daher 
als  solche  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  der  z  Axe  an.  Geschieht 
dies,  so  müssen  sich  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  in  den  Ebenen  x'  =  a  und 
y"  SB  bf  auf  die  Formen : 

«'*  -=«',,  +  2  a\  ,  y'  +  a\,  y'>  =  a'„  (y  +   A^-)'    +   4^?-, 


und 


»/ 


3 


a,,a;2  +  2a,8X    +  a  2%=^a  lAx    + —r, —  )     +  — ;;±1, 


rednciren  lassen.     Ist  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  gegeben ,  so  lässt  sich 
leicht  die  andere  darcfa  Substitution  der  oben  angegebenen  Wertbe  fär  die  Varia- 
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beln  finden.     Ist  z.  B.  die  erste  der  QleichuDgen  gegehtsu,  und  subetituirt  man 
in  dieselbe: 

2  =s  — j7—  und  y  'S*  —„  ,  so  erhalt  man : 

X  X 

a*  2 "«  ^  o', ,  i"«  +  2  a,  a  a  6  x"  4-  a  «  a«  ^*  -»  o'i ,  (^o;  +    — ,—  a  bY 

\  att  ^ 

+  ->-»  an\ 

Oll 

Vergleicht  man  die  Coefflcienten  dieser  letzten  Gleichung  mit  den  der  ersten, 
so  findet  man ,  dass  die  a  mit  den  d'  durch  die  folgenden  Gleichungen  verbun- 
den sind : 

a,|  =  a^a  „, 

J'3  36*««  i4"j3  o'. 

Mit  Hölfe  dieser  Beziehungen  kaun  man  jetzt  naeh  Nr.  111  d  die  Momente 
jeder  einzelnen  Endfiäche,  und  dann  nach  Nr.  497  mittelst  dieser  die  der  einzelnen 
Kegel  berechnen,  abziehen  und  schliesslich  die  Dimensionen  des  Trägheitselliiwoids 
bestimmen. 

Wir  glauben  uns  enthalten  zu  dürfen,  solche  Rechnungen,  die  nur  selten  vor- 
kommen, hier  weiter  zu  entwickeln. 


133.  Die  Momente  einiger  Ellipsoide. 

Sehr  selten  sind  die  Momente  von  Körpern  zu  bestimmen, 
deren  Oberfläche  nach  allen  Richtungen  hin  sich  in  das  Unend- 
liche erstreckt;  häufiger  dagegen  solche,  welche  von  allen  Ebenen 
einer  gewissen  Stellung  in  ähnlichen  Ellipsen  geschnitten  werden. 
Beschränken  wir  unsere  Untersuchung  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  Mittelpunkte  aller  Ellipsen  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  so 
kann  man  im  Allgemeinen  die  Oberfläche  solcher  Körper  durch  die 
Gleichung: 

ausdrücken,   worin  u  eine   dimensionslose  Function   von  x  be- 
zeichnet. 

Die  Axen  und  die  Querschnittsfläche  der  Ellipse,  deren  Ab- 
scisse  gleich  x  ist,  sind : 

T>x^  ^=  b^  Uy  C:,^  ^=^  c'^  u^  F  =  b^c^n  =  b  c  u  n. 
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Der  Inhalt  eines  Körpers,  der  von  dieser  Fläche  und  zwei 
ebenen  Endflächen  begrenzt  ist,  ist  gleich : 

3  SS  {  F  d  jp  =  b  c  n  {  u  d  tVy 

wo  das  ( innerhalb  der  Abscissen  der  Endfläche  zu  nehmen  ist. 

Der  Schwerpunkt  des  Ellipsoids  liegt  in  der  w  Axe,.  seine 
Abscisse  ergiebt  sich  aus: 

Mg   =    {  Fivda:  =^bcn{uwda:. 

Von  den  ferneren  Momenten  sind,  A  gleich  0,  weil  die  Axe 
bc  conjugirt,  und  demnach  das  ^  jedes  einzelnen  Flächenelements 
gleich  0  ist;  B  und  C  sind  gleich  0,  weil  der  Schwerpunkt  eines 
jeden  Elements  in  der  w  Axe  liegt;  die  übrigen  Momente  ergeben 
sich  aus : 

3)Jar*  =  \Fx^da:  =  bcn  t  u  x^  d  x, 

sjjl^y  =   f -L  b^^  pdx^^b^cn    iu'^d  iv, 

5K^^  =  t—  Cg^  F  d  X  ^  —  b  c^  n   l  m«  rf  :r. 

Für  das  gewöhnliche  EUipsoid  ist: 

11=  1  — 


x"^. 


a« 


\  u  X  d  X  =  a^bc7f  \  -  — .  —  - — -  l 
J  \2  a'^        4  oy 


Mjr  =  b  c  n 


m^s=bcn{   ux^dx=a^bcn  f-^-  —  -^  \ 

1  f  l  /  X  2  v^         x^  \ 


508  Momente  paralleler  Kräfte. 

Werden  die  (  Grenzen  innerhalb  ^r  =  —  tf ,  +  a  genommen, 
so  erhält  man : 

4 

^    =    -^  a  b  C  TT,  Mj:  =  Oy 


4  4  4 


^JDij  x »=  T^    a^  b  c  Tiy  a)iyy  =  ^--  ab^cTiy  3)?,,  =    1  c    a  b  c^  n. 


a,^  =  -|-  a«,  *,«  =  ^  *«,  c,a  =  -L  c^ 

wenn  mit  ai  b^  Ci  die  Durchmesser  des  Trägheitsellipsoids,  wel- 
ches in  diesem  Fall  mit  dem  Centralellipsoid  zusammenfällty  be- 
zeichnet werden.    Dieses  ist  also  dem  ursprünglichen  Ellipsoid 

ähnlich  und  seine  Dimensionen  sind  — >-z-  =  0,44721  desselben. 

Die  Antipolarebene  des  Punktes,  dessen  Abscisse  gleich  a  ist, 
schneidet  die  a  Axe  in  der  Entfernung 

Das  Kernellipsoid  ist  also  auch  dem  ursprünglichen  Ellipsoid 

ähnlich,  und  nimmt  dessen  inneres  -r-  ein. 

ü 

Vergleicht  man  diese  Verhältnisse  mit  den  entsprechenden 
eines  Tetraeders,  so  findet  man  eine  auffallende  Uebereinstimmung 
siehe  Nr.  122  S.  501.  Diese  Uebereinstimmung  ist  aber  nicht 
etwa  blos  Zufall,  sondern  Folge  des  Umstandes  auf  den  wir  schon 
Nr.  97a  S.  389  aufmerksam  gemacht  haben,  dass  nämlich  die  In- 
halte der  Schnitte  eines  Ellipsoids,  von  dem  die  Endpunkte  dreier 
conjugirter  Durchmesser  mit  den  Mitten  der  gegenüberliegenden 
Kanten  eines  Tetraeders  zusammenfallen,  zu  den  Inhalten  der 
Tetraederschnitte  im  constanten  Verbal tniss  von  n  stehen;  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  dasTrägheitsellipsoid 
und  der  Kern  auf  einem  dieser  Durchmesser  in  beiden  Körpern 
ausschneiden,  gleich  seien. 

Die  obigen  Formeln  gehen  in  die  für  das  einschalige  Hyper- 
boloid (die  Regelfläche)  über,  wenn  man  statt  -|-  «^  —  a*  setzt; 
es  verwandeln  sich  dann  alle  negative  Glieder  der  obigen 
Gleichungen  in  positive,  und  wir  dürfen  uns  das  anschreU>en  der- 
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selben  ersparen.  In  der  x  Axe  liegt  kein  besonderer  Punkt,  denn 
sie  schneidet  die  Fläche  in  den  imaginären  Punkten  +  ^  h  ^s  hat 
demnach  die  Substitution  von  x  =^  a  keinen  Zweck  und  führt  zu 
nichts. 

Für  das  zweischalige  Hyperboloid  ist : 

X^  1 

Es  schneidet  die  x  Axe  in  den  Punkten  «2^  =  +  ^ »  ^  ^^^  ^  ^^b* 
men  nur  für  x  <^  —  a  und  -|-a<C^v  reelle  Werthe  an.  Man  muss 
daher  die  Integrationen  auf  eine  der  beiden  Schalen  beschränken. 
Wir  beziehen  sie  auf  die  der  Seite  -|-  x^  indem  wir  die  Integra- 
tionsconstanten  so  bestimmen ,  dass  die  Integrale  fUr  ^  ^»  -|-  a, 
gleich  0  werden. 

Wir  erhalten  dann  für  dieses  Hyperboloid : 

M~  =  b  cn  \  naul.r  =  — —  a*bcn  |-^— 1  i  , 

J  4  \a^  ) 

m,.  =  bcnyx^d.v  =  aHcn(^^   -  £-^-^  ^^, 

««  1    1.       f    «j  1      .,       /      8     ,  Ä^      2;rs   ,    a'»\ 

3»,.  =  T*"^-)  «'''-  =  T«^'^"(-l5-+«- 3«3 +5^> 

Indem  man  in  diesen  Gleichungen  für  x  als  obere  Integra- 
tionsgrenze einen  Werth  annimmt,  der  <]  a  ist,  erhält  man  also 
den  Inhalt  und  die  Momente  des  Körpers  zwischen  dem  Scheitel 
-f-  a  und  der  Endfläche,  deren  Abscisse  gleich  x  ist. 

Für  das  elliptische  Paraboloid  ist : 

2x 

U  SB 


Jx^ 
udx=ibcp7i.  — - 
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MM  L  (  J  2       ,  ^  J?» 

Mo-  ==^  öcn  \  uxdx  =  -zrocp^n  .-t*» 

3  3       ^        p3* 

ux^dx=  —  b  c  p^  n  .  — 

1  f  1 

3}?yy  =  —  Ä'  CTT  I  u^  d  X  ^=  —  b^  c  p 


x^ 

^  •  TT» 


1  f  1 

SD?,,  =  —  Ac'ttI  u^  d  X  ==s  —  b  c^p  n 


«3  " 


Durch  Division  der  Momente  durch  3  erhält  man  die  Lage 
des  Schwerpunktes,  und  die  Dimensionen  des  Centralellipsoids  für 
ein  Stück  des  Parabeloids ,  zwischen  dem  Scheitel  und  der  End- 
fläche bei  der  Abscisse  x  wie  folgt: 

0,,=^  X,  fli«  =  (^  -  (-|-)V'  =  l8"  "*"*'  "^  ^  ^^^^^^  '^■' 
V=     *'-^^;Ä,  =  0,5773-*^  ;c,  =  0,5773    ^^ 


Z'  /^  F 

Der  Kern  dieses  Parabeloids  besteht  aus  einem  Kegel,  dessen 
Spitze  der  Grundfläche  entspricht,  und  deren  Entfernung  von  dem 

Schwerpunkt  gleich  7^  ^'^  :  -r-  ^-  =  -7-  ^  ist ;   und   aus   einem 

dem  Paraboloid  entsprechenden  Ellipsoid ,  das  diesem  Kegel  ein- 
beschrieben ist,  und  das  die  Abscissenaxe  im  Schwerpunkt  und  in 

12  1 

der  Entfernung  'r;^  x^  :  -—  x  =  :---  x  von  diesen  schneidet. 

lo  o  lIi 


VIERTER  ABSCHNITT. 


ELEMENTE  DER  ELASTICITAETS 

THEORIE. 


Erstes  Kapitel. 

Kräfte,  welche  Linien  nnd  Flächen  propor- 
tional sind. 


124.  Kräfte,  welche  Linien  proportional  sind. 

Solche  Kräfte  sind  diejenigen,  durch  welche  die  Inanspruch- 
nahme der  Elemente  eines  Körpers  ausgedruckt  wird,  der  be- 
liebigen' Kräften  ausgesetzt  ist. 

Wenn  diese  Inanspruchnahmen  auch  von  Punkt  zu  Punkt  in 
endlicher  Entfernung  variiren,  so  können  sie  doch  innerhalb  un- 
endlich kleiner  Raumelemente  als  constant  angenommen  werden, 
und  fUr  solche  sind  daher  die  folgenden  Ableitungen  allgemein 
gültig. 

Zunächst  setzen  wir  voraus,  dass  die  Inanspruchnahme  des 
Materials  sich  gar  nicht  ändere,  wenn  in  einer  gewissen  Richtung 
fortgeschritten  wird.  Schneidet  man  einen  solchen  Körper  durch 
Parallelebenen,  die  normal  auf  dieser  Richtung  stehen,  so  dürfen 
die  ausserhalb  derselben  wirkenden  Kräfte  von  einem  Schnitt  zum 
andern  sich  nicht  ändern.  In  vielen  Fällen  der  Praxis,  z.  B.  in  allen 
Fällen,  in  welchen  die  Biegung  eines  Balkens  in  einer  Ebene  statt- 
findet, sind  diese  Kräfte  gleich  0. 

Indem  wir  dies  ebenfalls  noch  voraussetzen,  können  wir  unsere 
Untersuchung  zunächst  auf  ein  Körperelement  beschränken,  das 
von  zwei  Parallelebenen  begrenzt  ist,  deren  Entfernung  gleich  1  ist. 

Schneidet  man  einen  solchen  Körper  durch  Ebenen,  die  jene 
Richtung  enthalten,  die  also  normal  auf  den  Parallelebenen  stehen, 
so  werden  alle  ausserhalb  solcher  Schnitte  wirkende  Kräfte  in  eine 
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Fig.  187. 


dritte  Parallelebene  fallen ,  die  mitten  zwischen  den  beiden  schon 
vorhandenen  liegt,  und  die  Kräfte  werden  den  Längen  der  Schnitte 
proportional  sein. 

Alle  Zusammensetzui^gen  von  Kräften  können  jetzt  in  dieser 
Mittelebene  ausgeführt  werden,  und  eine  solche  Mittelebene  haben 
wir  vor  uns,  wenn  wir  von  nun  an  von  Kräften  sprechen,  die  den 
Linien  in  einer  Ebene  proportional  sind. 

Wenn  Kräfte  den  Längen  von  Linien  proportional  sind ,  auf 
welche  sie  wirken ,  so  gehen  sie  immer  durch  die  Mitte  der  Linie. 
In  Folge  dessen  ist  die  Kichtungslinie  der  auf  ein  beliebig  ge- 
richtetes Element  s  wirkenden  Kraft  S  bestimmt ,  wenn  die  Rich- 
tungslinien der  auf  zwei  gegebene  Richtungen  a  und  b  wirkenden 
Kräfte  ^  und  B  gegeben  sind.  Denn  bildet  man  ein  Elementar- 
dreieck in  Fig.  187,  dessen  3  Seiten  mit  den  gegebenen  Rich- 
tungen parallel  laufen,  und  zieht  man 
durch  die  Mitten  der  zwei  Seiten  a  und  b 
die  Richtungslinien  der  gegebenen  Kräfte 
^  und  B,  so  ist  die  Richtung  d^r  3.  Kraft 
S,  welche  durch  den  Schnitt  ^4  B  und  die 
Mitte  von  S  geht,  vollständig  bestimmt. 
Dadurch  ist  auch  das  Yerhältniss  der 
3  Kräfte  u4BS  gegeben,  sie  verhalten 
sich  wie  die  Seiten  des  in  die  Figur  stark 
eingezeichneten  Kräftedreiecks ;  es  kann  also  die  Grösse  nur  einer 
der  drei  Kräfte  willkührlich  angenommen  werden;  ist  dies  ge- 
schehen, so  ist  auch  dadurch  die  der  beiden  andern  bestimmt. 

So  einfach  auch  die  Construction  der  Fig.  187  ist,  so  ist  es 
doch  fUr  die  Anwendung  häufig  bequemer,  die  Abhängigkeit  der 
Kräfte  ^  und  B  auf  die  folgende  Weise  auszudrücken.  Zerlegt 
man  die  Kräfte  ^  und  B  in  ihren  Schnitten  mit  den  Seiten  a  und  b 
in  zwei  Seitenkräfte  nach  den  Richtungen  a  und  b ,  so  gehen  die 
zwei  Kräfte  ^.,  und  0^,  welche  auf  die  Seiten  a  und  b  wirken, 

durch  die  Mitte  von  .v;  soll  nun  die  Mittelkraft  der  4  Kräfte 
^  A^  B  B^  durch  diesen  Punkt  gehen,  so  muss  auch  die  Mittel- 
kraft der  zwei  Kräfte  A^^  und  B^ ,  welche   in  den  Seiten  wirken, 

durch  diesen  Punkt  gehen.  Damit  dies  aber  der  Fall  sei,  mUssen 
sie  sich  verhalten  wie  die  Seiten  des  kleinen  in  die  Figur  ein- 
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gezeichneten  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  Längen  a  und  b 
proportional  sind;  es  muss  demnach  —  =  — ,-  sein. 

Bezeichnen  wir  den  Werth  dieser  Brüche  mit  a,  so  ist  a  nichts 
anderes ,  als  die  Grösse  der  i  n  den  Seiten  a  und  b  pro  Flächen- 
einheit wirkenden  Kräfte.  Das  Abhängigkeitsgesetz  zweier  Kräfte 
A  und  B^  welche  auf  die  Schnitte  a  und  b  wirken,  lautet  also : 

Zerlegt  man  die,  aufdiegleichgrossen  Flächen 
(die  Flächeneinheit)  zweier  Schnitte  a  und  b  wir- 
kenden Kräfte  in  Seitenkräfte  nach  den  Rich- 
tungen von  a  und  h,  so  müssen  die  in  den  Schnitten 
a  und  b  wirkenden  Seitenkräfte   gleich  gross  sein. 

Diese  Bedingung  genügt  und  muss  erfüllt  sein,  um  die  Kräfte 
j4  B  als  die  Inanspruchnahme  der  Materie  in  einem  gegebenen 
Punkte  nach  zwei  Richtungen  a  und  b  hin  betrachten  zu  können. 

Es  versteht  sich  jetzt  ganz  von  selbst, 
dass,  wenn  wir  mittelst  der  auf  die  Rich- 
tungen a  und  b  wirkenden  Kräfte  A  B 
(Fig.  188)  die  auf  die  Richtungen  c  und 
d  wirkenden  C  und  D  bestimmen  und 
dann  Kräfte  C  und  D  benützen,  um  eine  5. 
auf  s  wirkende  Kraft  S  zu  bestimmen,  wir 
dasselbe  Resultat  erhalten,  als  wenn  wir 
S  direct  aus^  und  B  bestimmen.  Denn 
wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  so  würden 

ja  die  Resultate  unserer  Gonstructionen  nicht  einen  Gleichgewichts- 
zustand darstellen. 

fn  der  Folge  wird  dieser  Satz  uns  in  den  Stand  setsen,  die  Richtungen  ah 
im  Interesse  der  Einfachheit  auszuwählen ;  seiner  Wichtigkeit  wegen  bringen  wir 
hier  noch  einen  Beweis  desselben,  trotzdem,  dass  der  Selbstverständlichkeit  wegen 
der  Beweis  nur  eine  Juxtaposition  von  Identitäten  sein  kann. 

Drückt  man  im  Sinne  von  Nr.  43  S^  171  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 
A,  B  •\'  Bx  -^  B^,  S  durch  die  Gleichung 

.4  +  B  +  ß,  +  5a  +  5  —  0, 
und  durch 

C==^A  +  B 

aus,  dass  Odie  Mittelkraft  von  A  und  B  ist,  dann  soll  nachgewiesen  werden,  dass 

7? 
das  ans  obiger  Gleichung  bestimmte  S  gleich  —  -^  S^  sei,  wenn  das  mit«S)  paral- 

lele  *^|  ans  der  Gleichung : 

C+D  +  D,  -h5,  —  0  bestimmt  wird. 
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Denn  die  Länge  der  Linien ,  auf  welche  S  und  iS>i  wirken ,  verhalten  sich  wie  die, 
auf  welche  B,  und  Bt  wirken ,  wenn  die  Richtungen  der  S  parallel  laufen.  Zieht 
man  die  Gleichnng : 

i4  +  ß  +  B,  -hD«0, 

welche  sagt ,  dass  D  aas  A  B  und  ^i  zu  bestimmen  ist ,  von  der  ersten  Qleichung, 
die  S  bestimmt  ab,  so  erhält  man : 

Zieht  man  femer : 

C  +  A  +  Z)  -=»  0 

von  der  Gleichung  Si  ab,  so  erhalt  man  weiter : 

5,  -«i3,  —  D,. 


mithin : 


Nun  ist  aber : 

1    a 

a-Ja 

•' 

1 : 

S,  -  g  (B,  -  ß) 

!*■ 

Ist  ^  die  Kraft,  welche  aufden  Schnitt  a  (Fig.  189) 
wirkt,  so  wird  die  Kraft  B,  welche  auf  einen  zu  ^ 
parallelen  Schnitt  wirkt,  mit  ^  parallel  laufen. 
Zwei  solche  zusammengehörige  Richtungen,  von 
den^n  jede  die  Richtung  der  Kraft  ist,  die  auf  einen 
Schnitt  parltllel  zur  andern  wirkt,  nennen  wircon- 
jugirte  Richtungen.  Denn  zerlegt  man  j4  nach  der  Rich- 
tung von  a  und  b ,  so  wird  die  Seitenkraft  in  a  ==  0  sein ,  Weil  b 
parallel  zu  ^  läuft;  demnach  muss  auch  die  Seitenkraft  von  B 
nach  der  Richtung  von  b  =  0  sein,  S.  515,  d.  h.  B  muss  parallel 
zu  a  sein.  Später  werden  wir  sehen,  dass  alle  auf  diese  Weise 
conjugirten  Richtungen  einen  involutorischen  StrahlenbUschel 
bilden,  wodurch  die  Bezeichnung  conjugirt  gerechtfertigt  wird. 


125.   Grösse  und  Richtung  der  in  den  verschiedenen 

Schnitten  wirkenden  Kräfte. 

In  der  vorigen  Nr.  haben  wir  bewiesen,  dass  es  einerlei  ist,  von 
welchen  zweier  beliebigen  Schnitten  man  ausgeht,  um  die  in  irgend 
einem  Schnitt  wirkenden  Kräfte  zu  erhalten;  wir  wollen  dahernur 
die  auf  zwei  conjugirte  Richtungen  wirkenden  Kräfte  willkürlich 
annehmen  und  gelangen  so  auf  die  einfachste  Weise  zu  den  Be- 
ziehungen zwischen  den  verschiedenen  Richtungen  und  Kräften. 
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£s  seien  Fig.  189  und  190  zwei  conjugirteBichtungen,  ^i  und 
^3  die  Kräfte,  welche  pro  Längen-  (Flächen-)  einheit  auf  diese  Rich- 
tungslinien a  und  b  wirken.  Wir  reihen  beide  auf  einer  geraden 
Linie  AGB  m  aneinander,  dass  AB^^q^-^-q^  gleich  der  Summe 

Fig.  189. 


(Fig.  189)  dieser  beiden  Kräfte  ist,  wenn  beide  das  Material,  die 
schraffirte  Fläche,  in  gleicherweise  in  Anspruch  nehmen,  dagegen 
A  B  =^  Qi  —  ^2  gleich  der  Differenz  (Fig.  190)  ist,  wenn  ^2  das 
Material  in  entgegengesetzter  Weise  in  Anspruch  nimmt.  Wir  be- 
stimmen auf  a  und  b  die  beiden  Punkte  Auud  B  so,  dass  ihre  Ent- 
fernung gleich  ^1  +  ?2  und  die  Bichtung  A  B  gleich  mit  der  des 
Schnittes  übereinstimmt,  für  die  man  die  Kraft  bestimmen  will. 
Dann  vertauschen  wir  die  Strecken  0  A  und  0  B  so,  dass  0  A 
=  OB  =  b  und  OB  =  0-^  =  a  ist:  und  nun  wird  der  Trennungs- 
punkt C  der  beiden  q  in  der  neuen  Lage  der  Endpunkt  der  von  0 
aus  in  Bichtung  und  Grösse  aufgetragenen  Kraft  q  =  OC  sein, 
welche  auf  A  B  pro  Flächeneinheit  wirkt. 
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Denn  bezeichnet  man  die  Seitenkräfte  OD,  DC  von  OC  nach 
den  Richtungen  von  a  und  b  mit  x  und  f,  so  hat  man : 


OD 
OÄ^ 

pc 

Off 


X 

b 


?i 


Fig.   190. 


ff  c 

ff  Ä ' 
AC 

ab' 


Qi 


Nun  sindaber^^s  und  ri  ^i  die  ganzen  auf  b  und  a  wirkenden 
mit  a  und  4  parallelen  Kräfte  B  und  ^  also : 

B  A 


?i  +  Pa  ' 


?1   +^2 


Bezeichnet  man  die  Mittelkraft  von  A  und  J9,  d.  h.  die  auf  A  B 
=  ?i  -f"  ?a  wirkende  Kraft  mit  R,  so  giebt  die  Zusammensetzung 
der  beiden  Mittelkräfte  x  » : 


OB 


R 


=  e. 


^1  +?9 

gleich  der  auf  die  Richtung  A  B  wirkenden  Kraft  pro  Flächen- 
einheit. 

Genau  dasselbe  Resultat  erhält  man  in  dem  Falle,  in  welchem 
die  beiden  Schnitte  auf  verschiedene  Weise  in  Anspruch  genommen 
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sind,  man  hat  dann  (siehe  Fig.  190)  — q^  statt  ■\-q^  zu  setzen  und 
dem  entsprechend  zu  construiren. 

Diese  Construetionen  sind  identisch  mit  der  allgemein  be- 
kannten Ellipsenconstruction,  wo  die  Ellipse  von  einem  Punkte  eines 
Papierstreifens  beschrieben  wird,  von  dem  zwei  andere  Punkte  auf 
festen  Linien  gleiten.  Also:  Trägt  man  von  einem  Punkte 
aus  alle  Kräfte  auf,  welche  auf  die  verschiedenen 
ächnittrichtungen  pro  Längeneinheit  wirken,  so 
liegen  die  Endpunkte  aller  dieserKräfte  auf  einer 
Ellipse,  der  Ellipse  der  Kräfte. 

Zieht  man  durch  C  Parallelen  zu  a  und  A,  so  schneiden  diese 
auf  einer  Parallelen  zu  AB  durch  0  Punkte  A' B*  so  aus,  dass 
A'OB'  congruent  mit-^CZfist.  Wird  demnach  durch  .^"  CA" 
ein  Kreis  gelegt,  so  behält  dieser  gleichen  Kadius  für  alle  Lagen 
von  Cy  denn  die  Strecke  A'  B'  und  der  Winkel  A'  C  B'  bleiben 
constant.  Der  Punkt  C  durchläuft  also  diesen  mit^'  0  B'  fest  ver- 
bundenen Kreis,  während  er  die  Ellipse  beschreibt.  Demnach  sind 
die  Entfernungen  OM  und  ON  der  Endpunkte  des  durch  0  gehen- 
den Durchmessers  MO N  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse.  CM 
und  CiYsind  die  Richtungen  dieser  Halbaxen;  denn  bringt  man 
den  Durchmesser  des  Kreises  in  diese  Richtungen,  so  fällt  der 
Punkte  mit  dem  entferntesten  und  den  nächsten  Punkten  M  undiV 
zusammen. 

Aus  dem  Bisherigen  geht  iiervor,  dass  diese  Construction  der 
Kräfteellipse  identisch  mit  der  allgemein  üblichen  EUipsenconstruc- 
tion  ist,  wo  mit  den  Halbaxen  0 M  und  0 N  als  Radien  Kreise 
vom  Mittelpunkte  0  aus  beschrieben,  beliebige  Radien,  parallel  zu 
A'  B'  gezogen  und  durch  die  Schnittpunkte  der  Radien  mit  den 
Kreisen  Parallele  zu  den  Axen  gezogen  werden,  die  sich  in  Ellip- 
senpunkten schneiden.  Bei  dieser  Construction  sind  die  Punkte, 
welche  von  senkrecht  aufeinander  stehenden  Radien  herrühren, 
die  Endpunkte  conjugirter  Durchmesser.  Dreht  man  also  AB 
(Fig.  189  und  190)  um  90^  so  dreht  sich  auch  in  entgegengesetztem 
Sinne  ^'B*  xxndi  A' ß'  um  einen  rechten  Winkel;  mithin  ent- 
sprechen senkrecht  auf  einander  stehenden  Schnit- 
ten durch  das  Material  als  darauf  wirkende  Kräfte 
eonjugirte  Durchmesser  der  Kräfteellipse, 
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richtmigen. 

Bezeichnet  man  mit  ti  = das   Coordinatenverhältniss 

a 

der  Schnittlinie  und  mit  t^  =  —  das  der  auf  sie  wirkenden  Kraft- 

richtung,  so  erhält  man  durch  Division  der  in  der  vorigen  Nummer 
erhaltenen  Werthe  von  i  und  x : 


T,  Ta 


X  a  Qi 

Alle  conjugirten  Strahlen  liegen  also  involu- 
torisch. 

Offenbar  fällt  diese  Involution  nicht  mit  der  der  conjugirten 
Durchmesser  der  in  der  vorigen  Nr.  construirten  Kräfteellipse  zu- 
sammen; denn  dem  Durchmesser  a  ist  nicht  die  Richtung  by  son- 
dern derjenige  Ellipsendurchmesser  conjugirt,  welcher  durch  den 
Punkt  C  geht,  wenn  j4B  senkrecht  auf  a  steht;  dasselbe  gilt  auch 
von  b.  Zwei  Involutionen  können  nur  ein  Paar  conjugirter  Strah- 
len entsprechend  gemein  haben;  dieses  gemeinsame  Paar  sind 
hier  die  in  beiden  Involutionen  senkrecht  auf  einander  stehenden 
Axeu.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Axen  der  conjugirten  Bich- 
tungen  und  Kräfte  vorerst  construirt,  und  führt  dann  von  diesen 
ausgehend,  eine  der  Constructionen  Fig.  189  oder  190  aus,  so 
werden  der  Winkel  aOb  e\u  rechter,  und  Oa  und  0&,  die  Axen  der 
Ellipse.  DieAxen  derKräfteellipsesindinden  invo- 
lutorischen  Büscheln  der  Kräfte  und  Richtungen  con- 
jugirt.  Auf  einen  Schnitt  nach  der  Richtung  einer 
Axe  wirkteine  normale  Kraft,  die  unter  allen  auf 
Schnitte  wirkenden  Kräften  entweder  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  ist.  Die  scheerenden  Kräfte  in 
der  Richtung  der  Axen  sind  gleich  0;  nach  diesen 
Richtungen  findet  also  im  Material  die  directe 
Uebertragung  der  Spannungen  und  Pressungen 
statt. 
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Die  Involution  r^  r^  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Constructionen  der 
vorigen  Nr.  einfacher  auszuführen.  Wir  machen  Fig.  191  und  192  auf 
der  Richtungslinie  a,  0  C^=^  q^^  ^^^  tragen  von  C  aus  CA^=Qx  und 
CB^=^Qi  in  gleicher  Richtung  wie  in  Fig.  191,  wenn  sie  verschie- 
denen Zeichens,  und  in  verschiedener  Richtung  wie  in  Fig.  192,  wenn 


Fig.  191. 


Fig.  192. 


sie  gleichen  Zeichens  'sind,  auf,  so  dass  ^  und  B  die.  zwei  Punkte 
sind,  die  auf  a  und  b  gleiten  müssen,  wenn  C  die  Kräfteellipse  be- 
schreiben soll.  O^und  OB  sind  nun  ein  zweites  Strahlenpaar 
der  Involution,  denn  das  Coordinatenverhältniss  des  Strahles  0  B, 


A 


Q% 


der  den  Winkel  a  h  halbirt,  ist  gleich  «^i  =  ^^  =  1 ,  und  das  des 

Strahles  0  A  gleich  tj  =  —  — -,  mithin  r,  t^  = -. 

Sind  ^1  und  ^^  verschiedenen  Zeichens,  so  trennen  0  A  und 
OB  die  Strahlen  nicht,  Fig.  191  und  die  Involution  hat  Doppel- 
strahlen. Wir  construiren  sie,  indem  wir  über ^j?  einen  Halb- 
kreis beschreiben,  von  C  dem  Mittelpunkt  der  Involution,  welche 
die  conjugirten  Richtungen  auf  CA  ausschneiden,  eine  Tangente 
an  diesen  Halbkreis  ziehen,  und  die  Tangentenlänge  mittelst  des 
punktirten  Kreises  nach  beiden  Seiten  herunterschlagen,  wodurch 
wir  Punkte  der  Doppelstrahlen  dd  erhalten.  Die  Endpunkte  eines 
jeden  Halbkreises,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Linie  A  C  liegt, 
und  der  den  punktirten  Kreis  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet. 
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liegen  in  conjugirten  Strahlen.  Diese  Methode  ist  jedoch  sehr 
unbequem  9  um  conjugirte  Strahlen  zu  bestimmen.  Wenn  die 
Doppelstrahlen  einmal  bekannt  sind,  so  ist  es  viel  "bequemer,  durch 
einen  Punkt  des  pinen  Doppelstrahles  eine  Parallele  zum  andern 
zu  fuhren,  alle  conjugirte  Strahlen  schneiden  dann  zu  beiden  Sei* 
ten  des  Doppelpunktes  gleich  lange  Segmente  der  Parallelen  aus. 
Diese  Methode  wurde  dazu  benutzt,  um  in  Fig.  191  die  Strah- 
len zu  ermitteln ,  welche  den  Halbirungslinien  des  Axenwinkels 
conjugirt  sind.  Da  diese  Halbirungslinien  zunächst  senkrecht 
aufeinander  stehen,  und  dann  den  gleichen  Winkel  von  45<>  mit 
jeder  Axe  bilden,  so  gelangt  man  durch  sie  zu  denjenigen  conju- 
girten Ellipsendurchmessern,  welche  gleiche  Winkel  mit  den  Axen 
bilden,  und  daher  durch  die  Eckpunkte  desjenigen  der  Ellipse 
umschriebenen  Rechtecks  gehen ,  dessen  Seiten  parallel  mit  den 
Axen  laufen.  Die  Längen  dieser  beiden  Durchmesser  sind  gleich 
gross,  und  die  Längen  der  Axen  verhalten  sich  wie  die  Perpen- 
dikel von  einem  Punkte  dieser  Durchmesser  auf  die  Axen.  In  den 
Figuren  191  und  192  wurden  diese  gleichen  Durchmesser  punktirt. 
Man  erhält  jetzt  gar  leicht  mittelst  irgend  eines  Punktes  der  Kräfte- 
ellipse ,  C  z.  B.,  die  wahren  Axenlängen ;  zieht  man  nämlich  die 
Coordinaten  parallel  zu  den  Axen  durch  C,  und  vermindert  die 
Abscisse  im  Yerhältniss  der  grossen  zur  kleinen,  und  vergrössert 
die  Ordinaten  im  Yerhältniss  der  kleinen  zur  grossen  AxC;  so  sind 
die  Entfernungen  der  so  erhaltenen  zwei  neuen  Punkte  von  0 
gleich  den  Axenlängen.  Die  strichpunktirteu  Axen  halbiren  den 
Winkel  der  Doppelstrahlen. 

In  Schnitten  nach  der  Richtung  der  Doppelstrahlen  i/,  fällt  die 
Richtung  der  Kraft  mit  der  des  Schnittes  zusammen.  In  diesen 
Schnitten  ist  also  das  Material  nur  scheerend  in  Anspruch  genom- 
men. Da  die  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  mit  den  Axen  bilden, 
so  sind  diese  scheerenden  Kräfte  in  beiden  gleich  gross.  Alle 
conjugirten  Richtungen  der  Kräfte  und  Schnitte  sind  von  den 
Doppelstrahlen  harmonisch  getrennt.  In  solchen  conjugirten,  von 
den  Doppelstrahlen  getrennten  Richtungen  wird  das  Material  in 
entgegengesetzter  Richtung  in  Anspruch  genommen.  Die  Doppel- 
strahlen trennen  daher  die  Schnitte,  in  welchen  das  Material  von 
den  ausserhalb  wirkenden  Kräften  rückwirkend,  von  denjenigen, 
in  welchen  es  absolut  in  Anspruch  genommen  ist. 

Sind  ^1  und  q^  gleichen  Zeichens,  Fig.  192,  so  liegt  der  Punkt 
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C  im  Halbkreis  über  ^  By  der  auf  einer  senkreebten  zw  AB^  die 
Potenz  CP  abschneidet.  Ein  Kreis  durch  0  und  Py  dessen  Mittel- 
punkt auf  j4B  liegt  y  schneidet  auf  dieser  Linie  Punkte  der  Axen 
auSy  deren  Länge  gerade  so,  wie  in  Fig.  191  construirt  werden 
können.  Die  Schenkel  eines  jeden  rechten  Winkels  in  P  schnei- 
den auf  A  B  Punkte  conjugirter  Richtungen  aus.  Doppelstrahlen, 
in  denen  das  Material  nur  scheerend  in  Anspruch  genommen 
wäre  9  kommen  nicht  vor.  Demnach  ist  das  Material  in  allen 
Schnitten  in  gleicher  Weise  in  Anspruch  genommen. 

In  Fig.  192  wurden  noch  die  gleich  langen  Durchmesser  der 
Kräfte  construirt ,  welche  den  Halbirungslinien  der  Axen  ent- 
sprechen. 

Wären  endlich  die  ausserhalb  zweier  verschiedener  Schnitte 
wirkenden  Kräfte  parallel,  so  würde  allen  möglichen  Schnitten 
immer  die  gleiche  Richtung  der  Kräfte  entsprechen.  Einem  Schnitt 
in  dieser  Richtung  der  Kräfte  entspricht  dann  eine  Kraft  0,  deren 
Richtung  unbestimmt  ist,  so  dass  auch  allen  Richtungen  der  Kräfte, 
nur  eine  Richtung  des  Schnittes  entspricht.  Es  ist  also  dieser 
Fall,  der  der  zusammenfallenden  Doppelstrahlen ;  er  tritt  ein,  wenn 
die  Endflächen  prismatischer  Köi'per  gleichmässig  belastet  sind. 
Fallen  zufälliger  Weise  im  Holz  z.  B.  die  Richtungen  in  die 
der  Fasern ,  nach  welchen  der  Widerstand  gegen  das  Abscheeren 
sehr  klein  ist,  so  spaltet  sich  ein  solcher  Körper  nach  der  Rich- 
tung dieser  Fasern,  bevor  jede  einzelne  geknickt  wird. 

Das  bisher  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  kurz  zusammen: 

Wenn  die  ausserhalb  von  Schnitten  wirkenden 
Kräfte  den  Längen  dieser  Schnitte  proportional 
sind,  und  man  für  jeden  Schnitt  eines  Strahlen- 
btischels,  die  auf  diesen  Schnitt  pro  Längeneinheit 
wirkenden  Kräfte  bestimmt,  sowerdendie  von  dem 
Centrum  des  Büschels  in  Richtung  und  Grösse  auf- 
getragenen Kräfte  mit  den  Schnitten  einen  invo- 
lutorischen  Büschel  conjugirter  Richtungen  bilden. 

Die  Endpunkte  aller  Kräfte  werden  auf  einer 
Ellipse  liegen,  deren  Axen  mit  denen  der  Involution 
zusammenfallen. 

Senkrechten  Schnitten  entsprechen  als  darauf 
wirkende    Kräfte,     conjugirte    Durchmesser     der 
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Ellipse;  insbesondere  den  Axenbalbirungslinien 
die  gleich  langen  conjugirten  EllipsendurchmesBer. 

Hat  die  Involution  zwei  DoppeUtrahlen,  wel- 
che also  alle  conjugirten  Richtungen  harmonisch 
trennen,  und  mit  den  Axen  gleiche  Winkel  bilden, 
so  wirken  in  Schnitten  nach  deren  Richtung  gleich 
grosse  Kräfte,  die  das  Material  nur  scheerend 
in  Anspruch  nehmen.  Diese  Doppelstrahlen  tren- 
nen die  Schnitte,  in  welchen  das  Material  rück- 
wirkend, von  denjenigen  in  welchen  es  absolut  in 
Anspruch  genommen  ist.  Jeder  der  beiden  Winkel 
der  beiden  Doppelstrahlen  enthält  eine  Axe,  nach 
deren  Richtung  das  Material  am  stärksten  oder 
schwächsten,  und  zwar  nur  normal  gar  nicht  schee- 
rend in  Anspruch  genommen  ist. 

Hat  die  Involution  keine  Doppelstrahlen,  so 
giebt  es  keine  Schnitte,  nach  deren  Richtung  das 
Material  nur  scheerend  in  Anspruch  genommen 
wäre.  Eswird  in  allen  Schnitten  in  gleicher  Weise 
angegriffen.  Am  stärksten  nach  der  Richtung  der 
grossen,  am  schwächsten  nach  der  der  kleineu  Axe. 
In  der  Richtung  der  Axen  wirken  keine  scheerenden 
Kräfte. 

Fallen  die  Doppelstrahlen,  und  mit  ihnen  auch 
eine  Axe  zusammen,  so  entspricht  allen  Schnitten 
Durdiese  einzige  Richtung.  Die  Ellipse  der  Kräfte 
klappt  zu  der  geraden  Linie  der  Doppelstrahlen 
zusammen,  in  der  Richtung  dieser  Geraden,  ist  das 
Material  gleichzeitig  scheerend  absolut  oder  rück- 
wirkend, senkrecht  darauf  nur  rückwirkend  abso- 
lut oder  gar  nicht  in  Anspruch  genommen. 

127.  Allgemeine  Constniction  der  in  jedem  Schnitt 

wirkenden  Kraft 

Um  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  den  Schnitten  zu 
entwickeln,  war  es  zweckmässig  und  einfach,  von  zwei  conjugirten 
Richtungen  auszugehen;  allein  in  der  Praxis  sind  diese  in  der 
Regel  nicht  von  vorn  herein  gegeben,  sondern  die  auf  zwei  belie- 
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bige  Schnitte  wirkende  Kräfte,  mittelst  deren  dann  alles  Uebrige 
zu  construiren  ist.  Wir  haben  hier  noch  zu  zeigen ,  wie  das  ge- 
schehen kann. . 

Es  sei  Fig.  193  ein  Elementardreieck,  dessen  Seiten  sich 
wie  1  ß  und  /  verhalten ;  die  auf  die  Seiten  1  und  ß  wirkenden 
Kräfte  seien  pro  Flächeneinheit  gegeben,  wir  zerlegen  sie  in  zwei 
Seitenkräfte  nach  der  Richtung  1  und  /?,  die  auf  und  in  der  Seite  1 
wirkenden  sind  gleich^]  und  (Tj ;  dann  mussdie  in  der  Seite  ß  wir- 
kende Kraft  pro  Flächeneinheit  ebenfalls  gleich  o*],  also  auf  die  ganze 
Fläche  gleich  ß  c^ ,  und  die  auf  diese  Seite  wirkende  gleich  ßq^ 
sein,  wenn  sie  pro  Einheit  gleich  q^  gesetzt  wird.  Die  auf  die  3te 
Seite  /  wirkende ,  gesuchte  Kraft  zerlegen  wir  zuerst  in  zwei  Sei- 
tenkräfte YQ  und  yo\  welche  denselben  Winkel  als  wie  ^i  und  dx 
mit  einander  bilden,   und  dann  in  zwei  senkrecht  aufeinander- 


Fig.  193. 


Fig.  194. 


stehende  yq  und  y(S.  In  Fig.  193  sind  beide  Zerlegungen  ange- 
deutet, allein  es  kann  nur  eine  derselben,  nicht  beide,  gleichzeitig 
stattfinden.  Zweck  der  Construction  ist,  für  jede  Kichtung  von  y 
die  in  und  auf  einen  Schnitt  in  dieser  Kichtung  pro  Flächenein- 
heit wirkende  Kraft  <r  und  q  zu  bcßtimmen. 
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Bei  AenderuDg  der  Richtung  y  wird  die  Seite  1  festgehalten, 
während  nicht  die  Richtung  aber  die  Länge  /?,  mit  der  Richtung 
und  Länge  /  sich  ändert.  Es  bleiben  also  ^j  und  cTj  constant, 
während  sich  die  übrigen  Kräfte  ändern.  Da  laut  Nr.  124  S.  514 
alle  6  jetzt  aufgezählten  Kräfte  durch  die  Mitte  von  /,  also  durch 
einen  Punkt  gehen,  so  brauchen  wir  nur  die  4  bekannten  Kräfte  im 
Kräftepolygon  aneinander  zu  reihen,  und  durch  die  Endpunkte  des 
Zuges  parallele  zu  den  Richtungen  der  auf  und  in  y  wirkenden 
Kräfte  zu  ziehen,  um  diese  zu  erhalten.  Die  Mitte  des  Zuges  bil- 
den die  beiden  constanten  Kräfte  Cj  und  ^i ,  siehe  Fig.  1 94  und 
195.  Vor  <r,  tragen  wir  dann  ßis^y  und  nach  ^i,  ßq^  auf.  Um  ßa^ 
in  Richtung  und  Grösse  zu  erhalten,  verlängern  wir  0*1  nach  unten 
um  die  gleiche  Länge  bis  5,  und  construiren  über  dem  punktirten 
(T,  ein  Fig.  193  ähnliches  Dreieck,  dessen  an  <r,  Fig.  194  und  195 
stossende  Seite  offenbar  gleich  ßts^  i^^*     1°  gleicherweise  con- 

Figf.  195. 


^-M.. 


v^ 


struiren  wir  am  Endpunkt  ß,  die  Länge  ßq^.  Wir  tragen  dort  ß, 
soauf,  dasses  mit  ir,  also  auch  mit  ßf^^  derselben  Winkel  als  wie  ^1 
bildet^  construirt  man  dann  Über  diesem  q^  ein  zweites  der  Fig.  193 
ähnliches  Dreieck ,  so  ist  die  zu  er,  parallele  Seite  die  gesuchte 
Länge  ßi^^.     Verlängert  man  die  dritten ,  >  entsprechenden  Seiten 
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der  beiden  eben  constniirten  Dreiecke  bis  zu  ihrem  Schnitt  in  Q, 
BO  schliessen  sie  den  Zug  des  Kräftepolygons  ßa^,  er^,  q^  ßg^,  und 
sie  sind  demnach  gleich  y^'  und  yQ  l  d^^^^  Y^  geht  durch  den 
Anfangspunkt  des  Kräftezuges ,  und  läuft  mit  y  parallel ,  und  y  Q 
bildet  mit  ya,  wie  alle  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke, 
denselben  Winkel,  als  wie  ^i  mit  a^  mit  einander.  Zieht  man 
schliesslich  durch  Q  Parallele  zu  ffi  und  ^2  bis  /?(X,  und  ßQ^  so 
erhält  man ,  wie  aus  der  Aehnlichkeit  der  so  gebildeten  Dreiecke 
l/?y  hervorgeht,  <y' und  ^'. 

Aendert  man  die  Richtung  von  y ,  so  bilden  doch  immer  y  a 

A 

und  yg  den  constanten  Winkel  von  Qi  a^  mit  einander,  da  ferner 
diese  beiden  Linien  durch  die  festen  Endpunkte  von  a^  und  q^ 
gehen,  so  beschreibt  Q  die  in  Fig.  194  und  195  punktirten 
Kreise.  Sie  gehen  auch  durch  den  Schnitt  von  a^  und  ^j,  weil  diese 
Richtungen  dem  Werth  x  =  0  entsprechen.  Jeder  der  Mittelpunkte 
liegt  in  dem  Perpendikel  vom  Durchschnitt  Oder  beiden  Linien  ßa^ 
und  ßg^  auf  cr^,  denn  die  ganze  Länge  der  Sehne  c^  ist  gleich 
2^1  ~|~  2mal  die  Projection  von  ^1  auf  c^^  und  die  Entfernung  von 
iS  bis  zum  Perpendikel  ist  gleich  a^  +  1™^^  ^^®  Projection,  er 
halbirt  also  die  Sehne,  und  ist  Durchmesser.  Man  kann  daher 
sagen;  q  und  a'  sind  die  Coordinaten  des  eben  construirten  Kreises 
in  Bezug  auf  die  Axen  ßa^  und  ßg^y  parallel  gemessen  zu  a^ 
und  ^2. 

Der  constante  Winkel,   den  die  Coordinaten  q  und  a  mit 

A 

einander  bilden,  ist  gleich  dem  von  Qi  0*1,  also  auch  gleich  dem  der 
Kräfte  q  a  selbst.  Die  Linie  A  B\  die  sie  unterspannt,  stellt  also 
auch  in  Grösse  die  ausserhalb  von  /  wirkende  Mittelkraft  dar; 
verlängert  man  a  bis  A  auf  dem  Durchmesser  durch  0 ,  und  fällt 
man  von  Q  eine  Senkrechte  auf  ßg^^  so  \%i  AB  =  A B^  denn  es 
ist  A  A  ==  ff  B,  weil  Qi  und  q^  gleiche  Winkel  mit  cTi  bilden.  Die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  Q<f  des  Kreispunktes 
Q,  in  Bezug  auf  die  Axen  OA  und  OB,  sind  daher  die 
normal  auf  und  in  einem  Schnitt,  nach  derRich- 
tungS^  wirkenden  Kräfte  pro  Flächeneinheit,  und 
die  Entfernung  Q  vom  Ursprung  der  Coordinaten 
ist  gleich  der  ganzen  auf ;"  wirkenden  Kraft.  Denn  es 
ist  0  Q  =  A  B.  Um  diese  Kraft  A  B  \n  ihrer  richtigen  Lage  zu 
erhalten,  muss  man  den  rechten  Winkel  A  Q  B  so  drehen,  dass  der 
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Schenkel  jiQ  in  die  Richtung  y  fällt.  Man  gelangt  aber  auf  ein- 
fachere Weise  zu  dieser  Richtung,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
die  Richtungen  der  Schnitte  und  Kräfte  eine  Involution  bilden,  für 
deren  Doppelstrahlen  q  gleich  0  ist.  Die  Doppelstrahlen  sind 
daher  Fig.  194  diejenigen  Strahlen  4,  welche  von  S  nach  den 
Schnittpunkten  des  Kreises  mit  OB  gezogen  werden.  Das  Invo- 
lutionscentrum ist  der  Pol  C  der  Linie  0  B.  Je  zwei  Strahlen, 
welche  nach  den  Schnittpunkten  des  Kreises  mit  einer  Secante 
durch  C  gezogen  werden,  sind  eonjugirte  Richtungen;  ins- 
besondere sind  die  Strahlen  11,  nach  den  Schnittpunkten  des  durch 
C  und  0  gehenden  Durchmessers,  die  Axen  sowohl  der  Involution, 
als  auch  der  Ellipse  der  Kräfte.  Diese  letztere  erhält  man,  wenn 
auf  jedem  Strahl  von  S  aus,  die  Entfernung  des  Kreispunktes  des 
andern  Strahles  von  0 ,  aufgetragen  wird.  Für  einen  Quadranten 
wurde  Fig.  194  diese  Ellipse  gezeichnet,  und  am  Endpunkt  jeder 
Kraft  die  eonjugirte  Richtung,  welche  in  der  Figur  gleiches  Zeichen 
trägt,  aufgetragen,  und  als  Schnitt  schraffirt.  Dieser  Ellipsen- 
quadrant giebt  daher  eine  vollständige  Uebersicht  der  Inanspruch- 
nahme desMateriales.  Indem  man  die  Schnitte,  weil  Fig.  194  Doppel- 
strahlen vorausgesetzt  werden,  in  entgegengesetztem  Sinn  als  wie 
die  Kräfte  dreht,  sieht  man,  dass  in  den  Schnitten  1  $^«2  34,  das 
Material  in  entgegengesetztem  Sinn,  als  wie  in  den  Schnitten 
4  3  2^^1  in  Anspruch  genommen  ist,  und  dass  es  im  Doppel- 
strahl 4  nur  scheerend  in  Anspruch  genommen  ist. 

Schneidet  der  Kreis  die  Linie  ftQ^  nicht  s.  Fig.  195,  so  fällt  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  über  den  Kreis  hinaus,  und  das 
Involutionscentrum  als  Pol  der  Linie  0^  fällt  in  den  Kreis.  Die 
Involution  der  Kräfte  und  Schnittrichtungen ,  hat  keine  Doppel- 
strahlen, je  zwei  eonjugirte  Richtungen  trennen  sich,  die  Rich- 
tungen der  Schnitte  und  Kräfte  drehen  sich  im  gleichen  Sinn,  und 
das  Material  ist  überall  in  gleicher  Weise  in  Anspruch  genommen. 
Da  die  Axen  eonjugirte  Richtungen  sind,  so  trennen  auch  sie  alle 
andern  Richtungen;  in  Fig.  195  liegen  daher  die  conjugirten 
Kräfte  und  Schnitte,  in  zwei  verschiedenen  Quadranten,  nicht  in 
demselben  Quadranten,  wie  in  Fig.  194. 

Die  Strahlen,  welche  von  S  nach  dem  Schnitt  der  Polaren, 
von  0  mit  den  Kreis  gezogen  werden,  sind  die  gleichlangen  con- 
jugirten Durchmesser  der  Kräfteellipse,  siehe  Nr.  126  S.  522,  sie 
haben  mit  den  Doppelstrahlen  die  Eigenschaft  gemein ,  dass  das 
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Quadrat  der  Tangente  des  Winkels ,  den  sie  mit  der  Axe  bilden, 
dem  Product  der  Tangenten  der  Winkel  gleich  ist,  die  irgend  zwei 
conjugirte  Kichtungen  mit  derselben  bilden.  Durch  sie  allein  ist 
also  auch  die  Involution  bestimmt,  indem  die  sie  halbirenden  Axen 
ebenfalls  conjugirt  sind,  und  deshalb  haben  wir  sie  punktirt.  Man 
könnte  sie  die  imaginären  Doppelstrahlen  der  Involution  der 
Kräfte  und  Schnitte  nennen. 

Wird  das  Centrum  S  der  Kräfteellipse  an  einen  andern 
Punkt  des  Kreises  verlegt,  so  ändert  sich  jene  nicht,  denn 
die  Winkel,  welche  die  Strahlen  nach  festen  Punkten  des 
Kreises  mit  einander  bilden,  ändern  sich  nicht;  die  Entfernungen 
von  0  nach  denselben  Punkten,  d.  h.  die  Längen  der  Strahlen  von 
S  ebenfalls  nicht:  demnach  dreht  sich  nur  die  Ellipse  um  S,  ohne 
ihre  Form  zu  verändern,  wenniS  den  Kreis  beschreibt.  Die  Ellipse 
ist  daher  vollständig  durch  die  Lage  der  beiden,  in  Bezug  auf  den 
Kreis  conjugirten  Punkte,  0  und  C  eines  Durchmessers  bestimmt. 

Wird  von  der  absoluten  Grösse  der  Kräfte  abstrahirt,  und  nur 
die  proportionale  Aenderung  derselben  in  den  verschiedenen 
Schnitten  in's  Auge  gefasst,  so  genügt  es  zur  vollständigen  Dar- 
stellung der  Inanspruchnahme  des  Materials,  in  einem  Punkt  die 
Lage  der  beiden  reellen  Fig.  194  oder  imaginären  Fig.  195  Dop- 
pelstrahlen anzugeben;  denn  zieht  man  dann  einen  beliebigen 
Kreis  durch  ihren  Schnitt,  so  ist  der  Pol  der  Sehne,  welche  die 
Schnitte  des  Kreises  mit  den  beiden  Schenkeln  verbindet,  ent- 
weder der  Punkt  0,  oder  der  Punkt  C,  je  nachdem  die  Doppel- 
strahlen reel  oder  imaginär  sind,  wodurch  alles  bestimmt  ist. 
Nur  musB  jetzt  noch  angegeben  werden,  wie  das  Material  in  An- 
spruch genommen  ist,  was  einfach  mittelst  eines  -}-  oder  —  ,  oder 
einem  a  oder  r,  für  absolut  und  rückwirkend  geschehen  kann. 

Soll  auch  noch  die  Grösse  der  Inanspruchnahme  angedeutet 
werden,  so  kann  man  die  Längen  der  Doppelstrahlen  begrenzen,  als 
die  Kräfte,  die  in  ihnen  wirken.  Nimmtman  auf  jedem  der  Doppel- 
strahlen einen  Punkt  so  an ,  dass  die  Entfernung  beider  Punkte 
gleich  der  doppelten  Kraft  in  einem  der  Doppelstrahlen  ist,  so  ist 
der  durch  den  Scheitel  und  die  zwei  Punkte  gehende  Kreis  der 
der  Fig.  194  und  195. 

Auch  durch  die  Lage  und  Grösse  der  beiden  Axen  der  Kräfte- 
ellipse, kann  die  ganze  Inanspruchnahme  des  Materials  für  einen 
Punkt  angedeutet  werden;  denn  trägt  man  a  und  b  von  0  aus  in 
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entgegengesetzter  Richtung,  wenn  die  Doppelstrahlen  reell  sind, 
in  gleicher  wenn  sie  imaginär  sind  auf,  so  sind  die  Endpunkte 
auoh  die  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Kreise  Fig.  194  und 
195  9  so  dass  also  auf  diese  Weise  alles  vollständig  bestimmt  ist. 
Der  Winkel  den  die  Doppelstrahlen  mit  den  Axen  bilden, 
lässt  sich  auch  sehr  einfach  durch  die  Axen  ausdrucken.  Sind 
a  und  ß  die  Axenlängen,  also  auch  Fig.  194  die  Segmente  des 
Durchmessers  durch  Oy  so  ist  die  auf  diesem  Durchmeser  senk- 
recht stehende  halbe  Sehne  gleich  Y^  ßy  ^^^  ^^^  Tangente  des 
Winkels  den  ein  Doppelstrahl  mit  a  bildet,  gleich : 


tg 


^-«-Kl 


Denselben  Ausdruck  erhält  man  auch  für  imaginäre  Doppel- 
strahlen Fig.  195.  Die  von  &  aus  gemessenen  Entfernungen, 
Schnitte  des  Durchmessers  mit  dem  Kreis ,  sind  gleich  a  und  ß. 
Die  durch  C  getrennte  Segmente  desselben  gleich : 

«f«-'^>    und    ^^''-^ 


a  -\-  ß  a  -{-  ß     ' 

denn  da  die  Cund  0  conjugirt  sind,  so  müssen  sich  diese  Segmente, 
ebenfalls  wie  a  zu  ß  verhalten,  und  ihre  Summe  muss  gleich  a  —  ß 
sein,  woraus  sich  die  obigen  Werthe  ergeben.  Die  Tangente  des 
Winkels,  den  ein  imaginärer  punktirter  Doppelstrahl  mit  der 
Axe  a  bildet,  ist  also  gleich : 

1    ^_      {a-ß)V'^ß     ,    a(a  —  ß)         ]/T 

wie  oben.  Die  beiden  Fälle  für  die  reelle  und  die  imaginäre  Tan- 
gente, lassen  sich  demnach  in  eine  Formel  vereinigen,  wenn  man 
schreibt : 


'»4  «-Ff 


WO  a  und  ß  entgegengesetzte  Zeichen  zu  geben  sind,  wenn  sie  das 
Material  in  verschiedener  Weise  angreifen,  gleiche  aber,  wenn  sie 
in  gleicher  Weise  es  angreifen.  Im  ersten  Fall  ist  die  Tangente 
reell,  im  zweiten  imaginär.  Sucht  man  diesen  Ausdruck  zu  con- 
struiren,  so  gelangt  man  ebenfalls  zur  Construction  Fig.  194. 
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Aus  den  bisherigen  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  wenn 
von  der  Grösse  der  Kräfte  abstrahirt  wird,  in  einem  Punkt,  das 
Material  auf  einfach  unendlich  verschiedene  Weise ,  in  Anspruch 
genommen  werden  kann.  Für  jede  dieser  Arten  der  Inanspruch- 
nahmen, giebf  es  aber  unendlich  viele  nur  durch  ihre  Stärke  sich 
unterscheidende,  also  zu  ähnlichen  Ellipsen  führende  Inanspruch- 
nahmen. Im  ganzen  kann  also  ein  Punkt  auf  doppelt  unendlich 
viele  Weisen  beansprucht  werden.  Ja,  man  -könnte  sagen, 
auf  dreimal  unendlich  viele  Weisen,  wenn  die  Drehung  der 
Eräfteellipse,  also  die  Richtungen,  in  welchen  die  grössten  und 
kleinsten  Inanspruchnahmen  stattfinden,  als  besondere  Arten  be- 
trachtet werden  wollten. 

Sind  ftlr  einen  Punkt  die  beiden  Axen ,  die  Richtungen  des 
grössten  Zuges  und  Druckes  bestimmt,  und  geht  man  in  der 
Richtung  des  Zuges  zu  einem  unendlich  nahen  Punkt  über,  für  den 
man  wieder  die  Richtung  des  Zuges  bestimmt,  u.  s.  f.,  so  erhält 
man  eine  Spannungstrajectorie,  nach  der  hin  das  Material  nur  ge- 
spannt ist,  und  längs  der  keine  scheerenden  Kräfte  wirken.  In 
der  gleichen  Weise  vom  ersten  Punkt  in  der  Richtung  des 
Druckes  fortgehend,  erhält  man  eine  Trajectorie  des  Druckes, 
welche  die  erste  im  Ausgangspunkt  unter  einem  rechten  Winkel 
schneidet.  Einen  andern  vom  ersten  endlich  entfernten  Punkt 
kann  man  wiederum  als  Ausgangspunkt  zweier  Trajectorien 
betrachten ,  u.  s.  f.  So  kann  man  den  ganzen  Körper  mit  zwei 
Systemen  von  Trajectorien  überdecken,  die  sich  alle  unter  einem 
rechten  Winkel  schneiden ,  und  welche  die  Richtungen  angeben, 
nach  welchen  sich  der  Zug  und  der  Druck  fortpflanzen,  weshalb  wir 
sie  die  Zug-  und  Druckcurven  nennen  wollen.  Denkt  man 
sich  das  Material  zwischen  diesen  Curven  in  ihnen  vereinigt,  so 
wird  es  nur  auf  Zug  oder  Druck  zu  widerstehen  haben,  und  dieselben 
Reactionen  als  wie  der  Körper  selbst  ausüben  können.  Diese 
Zug-  und  Druckcurven  sind  überall,  wo  die  Natur  construirt,  in  den 
Fibern  des  Holzes,  in  dem  Gewebe  der  Spongiosa  in  den  Knochen 
derThiere,  auf  das  deutlichste  zu  erkennen,  so  dass  also  die  wirk- 
liche Uebertragung  der  Kräfte  nach  diesen  Richtungen  keinem 
Zweifel  unterliegt.  Im  nächsten  Abschnitt  werden  wir  diese  Cur- 
ven für  verschiedene  Balken  construiren. 
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128.  Formeln  für  die  in  Schnitten  wirkenden  Kräfte. 

Wir  nehmen  Fig.  193  als  Coordtnatenaxen  die  Richtungen  beider  Schnitte 
an,  für  welche  die' Kräfte  ^i  Qz  Ot  gegeben  sind.  Es  seien  dann  die  Längen  der 
Schnitte  in  den  Richtungen  der  x  nnd  ^  Axe  gleich  a  nnd  6,  and  die  auf  und  in  a  nnd  h 
wirkenden  Kräfte  gleich  q^  und  Ci  und  ^i  und  0^,  Wir  erhalten  die  Länge  e  der 
die  Endpunkte  von  a  und  6  mit  einander  verbindenden  Seiten  aus : 

«i  =  a2  +  Ä«  —  2  a  &  w, 

wenn  mit  oi  und  (o  die  cos  und  sin  des  Winkels  der  Axen  bezeichnet  werden,  dann 
sind  die  Seitenkräfte  A'  und  }"  der  auf  e  wirkenden  Kräfte : 

y  «  a^2  +  6  <r,, 

Bezeichnet  man  mit  x  und  i  die  Seitenkräfte  der  auf  die  Einheit  von  e  wir- 
kenden Kraft  Qy  so  ist  X  ^^  e  x,  und  y  «»  e  «.     Substitnirt  man  diese  W^erthe  in 

a  h 

die  obigen  Gleichungen,  und  sucht  ans  denselben  —  und  —  so  erhält  man : 

€  e 

,.    b 

o^  ==  —  (>a  X  +  <F,  4. 

e 

(fs  b 

Eliminirt  man  ans  diesen  Gleichungen ,  und  setzt  dann  für nnd 

e  a 

i 
— ,  die  Coordinatenverhältnisse  der  conjugirten  Richtungen   von  Kräften   nnd 

X 

Schnitten  x^  und  rj,  so  erhält  man : 

Qx  Ft  Ttt  —  <r,  (rj  +  fs)  +  e«  "=  "« 

die  Gleichung  der  Involution ,  welche  diese  conjugirten  Richtungen  mit  einander 
bilden. 

Das  Coordinatenverhältniss  der  Doppelstrahlen  bestimmt  sich  ans  der 
Gleichung : 

o,  7»  —  2  tft  r  +  ^4  -=  0, 

und  sie  sind  reell,  zusammenfallend  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Discriminante 
^\*  —  ^1  ^9  positiv,  0,  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  r  «»  -  -,  so  erhält  man  die  Gleichung ,  und 

X 

durch  Anflosung  die  Gleichungen  der  beiden  Doppelstrahlen : 

^2  a:«  —  2  <y,  a;  y  +  pt  y'  —  0, 

[(—  ffi  +  <^)  a;  +  ei  y]  f(—  <^i  —  «^)  ^  +  ei  vi  =*  «• 
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Setzt  man  A  =  (ii  +  2  «Ti  oi  -f  ^a, 
so  sind  die  Factoren  b  und  t\  durch  welche  diese  Gleichungen  auf  die  Normalform 
gebracht  werden 

«'2  =  (—  <y,  +  ^i  _  2  Q,  (—  a,  +  d)  üi  +  ei* 

=  Qx  iQ\  ^  eO  +  2  (tf,  +  Ci  «)  (<^i  —  <0  ==  Ci  ^  +  2  J*  —  2  ((T,  +  e,  w)  (T, 
<'=»  Pi  (ei  -  es)  +  2  (<r,  +  (>,  w)  (tfi  +  J)  =«  ei  ^  +  2  cf«  +  2  (a,  +  ^,  üi)  (f. 

Setzt  man  ferner : 

.<*■  —  (pi  —  e»)*  +  4  (^'i  +  ei  ^)  (<^i  -f  es  «)  ■=  ^'^  +  4  d«  a>'«; 
so  wird : 

«'  «"  —  ei  i". 

und  man  erhält  den  Winkel,   den  die    beiden  Doppelstrahlen  mit  einander  bil- 
den, aus: 

^  sin  8  BS  2  (f  (ü', 

/<  cos  8  SS  A ; 

# 

worin  B  denjenigen  Winkel  der  Doppelstrahlen  bezeichnet,  welcher  auf  einer  Ordi- 
nate eine  endlicheStrecke  ausschneidet. 

Die  Gleichung  derjenigen  Involntionsaxe ,  welche  diese  endliche  Strecke 
schneidet,  ist: 

—  C"  +  ei  —  et)  ^  +  2  (a»  4-  ei  <«)  y  •=  0. 

Der  Coefflcient,  durch  welchen  die  Gleichung  dieser  Aze  auf  die  Normalform 
gebracht  wird,  ist : 

«,>  —  2  ^  (  ^  +  X  —  2  ^,  CO«), 

und  der  Winkel,  den  sie  mit  den  Doppelstrahlen  einschliesst,  ergiebt  sich  aus : 

2  fi  sin«  ±-e^  fi-l, 

2  ^  cos*  -  -  ö  =  ^  4-  Ä. 

Die  Gleichung  derjenigen  Aze ,  welche  die  endliche  Strecke  einer  Ordinate 
zwischen  den  Doppelstrahlen  nicht  schneidet,  ist: 

(/M  —  e«  +  ei)  aj  +  2  («r,  +  et  w)  y  »=  0 

Ist  Ox  '\'  Qy  to  positiv ,  eo  liegt  diese  Involutionsaze  zwischen  der  negativen 
y  Aze  und  der  Linie  c' ,  ist  aber  ^i  +  ^i  oi  negativ ,  so  liegt  sie  zwischen  t"  und 
der  positiven  y  Aze. 

Der  Normalfactor  derselben  ist : 

«,»  —  2  /4  (^  -  A  +  2  ^,  «2). 

Der  Winkel  den  sie  mit  Doppelstrahlen  bildet,  ist  gleich  90 S. 

Die  Azen  sind  immer  reell ;  sind  dagegen  die  Doppelstrahlen  nicht  reell ,  so 
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wird  2  fj,  sin'  —  %  nedr^tiv.     Die  Winicel  mit  den  Doppelstrahlcn   werden  also 

gleichzeitig  mit  diesen  imaginär. 

Um  die  Gleichuog  der  Krafteellipse  d.  b.  eine  Beziehnng  zwischen  den  Sei- 
tenkräften  x  «  von  q  su  erhalten ,    sabstituiren  wir  die  oben  8.  532  gefundenen 

Werthe  von  <f«  — ,  (f'  —  in  die  Identität: 

e  e 


cf«  «  if  1 


( 


a*  —  2  a  6  Ol  +  6« 


e« 


). 


und  erhalten,  wenn  man : 


«1  1    ■=  e»*  +    2  (>2  tf,   «0  +    (T,2, 

a, ,  «  C'i  «^1  +  (»2  «'i  +  C'i  Qt  w  +  a,*  oi, 
setzt,  die  Gleichung  der  Kraftellipst^: 

ffl  I  X*  —  2  flu  *  X  +  «22  **  «^  <^- 

Da  diese  Gleichung  durch  die  Substitution   der  linearen  Werthe  von  i^ 

b  1  .0.6 

und  (f^  —  in  eine  quadratische  Gleichung  von  J*  -       und  o'    -    entstanden  ist, 
6  e  e  . 

80  mfissen  sich  ihre  Invarianten  in  einfacher  Weise   durch  die  Invarianten  dieser 

ausdrücken  lassen.  Zunächst  muss  ihre  Discriminanteiiss»  gleich  der  derurspr&ng- 

lichen  Gleichung,    mnltiplicirt  mit   dem   Quadrat  der  Substitutionsdeternainante 

d*  sein,  in  der  That  findet  sich  leicht  durch  anschreiben : 


^3    « 

«11     «12 

« 

^2    ffl 

S 

l     Ol 

Oji  aas 

^\    ^1 

Ol     1 

•  Ferner: 

rf* 


Ol 


o,,  —  a, ,  =  (^1  —  ^a)  A, 
a,  a  +  o,,  fti  =  C^i  +  ?i  w)  A, 

a,  a  +  «1 1  «  =  K  +  P*  <«')  ^ ; 

/a.aj,+2aia<»  +  a22=  A«+2d«  w», 

Die  Gleichung  der  einen  Axe  der  Ellipse  ist : 

—  (m  +  a,  t  —  öaa)  a;  +  2  (<?! ,  +  aj,  lo)  y  —  0. 

Wir  haben  hier  wieder  statt  x  und  i,  ce  und  y  gesetzt,  um  anzudeuten ,  dass  es 
sich  nicht  mehr  um  die  Seitenkräfte  vun  ^,  deren  Endpunkte  immer  auf  der 
Kräfteellipse  Hegen,  sondern  um  die  allgemeine  Gleichung  einer  Axe  handelt. 
Snbstituirt  man  in  diese  Gleichung  die  eben  gefundenen  Werthe  für  a, ,  a,  a  o«! 
nnd  m,  so  erhält  man : 

—  C"  +  e«  —  Pi)  ^  +  2  (tfi  +  ^1  w)  y  —  0. 
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Die  Gleichung  dieser  Axe  ist  identisch  mit  der  Involutionsaxe ,  welche  die 
endliche  Strecke  einer  Ordinate  zwischen  den  Doppelstrahlen  schneidet. 
Das  Quadrat  ihrer  Länge  ist  gleich : 

Die  Grösse  unter  der  Klammer  ist  ein  vollständiges  Quadrat,  also  ist  die 
Axenlänge  gleich : 

«  =  ±    ^    »  (m  +  ^)- 

2  « 

Die  Grosse  der  zweiten  Axe,  welche  die  endliche  Strecke  einer  Ordinate 
zwischen  den  zwei  Doppelstrahlen  nicht  schneidet,  und  deren  Gleichung  oben  schon 
angegeben  worden  ist,  ist  gleich : 

(f^  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Ordnungsstrahlen  reell  oder  ima- 
ginär sind*. 

S33*  und  mit  ihm  A^^  ist  aber  immer  positiv ;  demnach  können  die  Endpunkte 
der  Q  nur  auf  einer  Ellipse,  nie  auf  einem  anderen  Kegelschnitt  liegen.  Es  kann 
höchstens  gleich  0  werden ;  dann  fallen  die  Doppelstrahlen  zusammen  und  die  JEüch- 
tnng  der  Kräfte  ist  constant.     Nr.  126  S.  523. 

Wird  X  gleich  0  bei  positivem  d^,  so  ist  der  Winkel  B  der  Doppelstrablen  ein 
rechter,  die  Axen  a  und  ß  der  Kräfteellipse  einander  gleich,  diese  also  ein  Kreis. 

Ist  X  positiv,  so  ist  der  Winkel  der  Doppelstrahlen  ein  spitzer ,  und  a ,  d.  h. 
die  in  ihm  liegende  Axe  die  grössere. 

Ist  X  negativ ,  so  ist  der  Winkel  der  Doppelstrahlen  ein  stumpfer  und  ß  die 
grössere  Axe.  Die  grössere  Axe  der  Kräfteellipse  liegt  also  immer  im  spitzen 
Winkel  der  Doppelstrahlen. 

In  den  eben  aufgezählten  drei  Fällen  ist  /i  >  A ,  es  gilt  daher  bei  a  und  ß 

das  obere  Zeichen ;  ist  dagegen  d*  negativ,  d.  h.  sind  die  Doppelstrahlen  imaginär, 

seist  f*  <^Xj  und  es  sind  die  Zeichen  von  a  und  ß  so  zu  wählen,  dass  diese  Grössen 

immer  positiv  sind. 

«1  21 

Die  Division   von   sin  —  S  4urch   cos  —  S  giebt : 

^2  fii  +  X  a 


was  mit  8.  530  vollkommen  im  Einklänge  steht. 
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Wir  wollen  jetzt  nicht  mehr  annehmen,  dass  die  Inanspruch- 
nahme des  Materials  unverändert  bleibe ,  wenn  man  in  einer  be- 
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stimmten  Richtung  fortBchreitet ,  sondern  dass  sie  sich  nach  allen 
Richtungen  Jiin  ändere.  Um  die  Kräfte  zu  bestimmen;  welche  in 
diesem  Falle  pro  Flächeneinheit  auf  irgend  eine  Schnittebenc 
wirken,  nehmen  wir  ganz  wie  in  Nr.  124  S.  514  an,  es  seien  die 
Kräfte  bekannt,  welche  auf  drei  durch  den  Punkt  0  gehende,  ge- 
gebene Schnitte  BOCyCOAyAOB(  Fig.  196)  pro  Flächeneinheit 
wirken.  Dann  schneiden  wir  diese  drei  Flächen  durch  eine  Ebene 
u4BC^  die  parallel  zum  gewünschten  Schnitt  läuft,  und  erhalten, 
indem  wir  die  auf  die  drei  gegebenen  Schnitte  wirkenden  Kräfte 
zusammensetzen,  die  auf  ABC  wirkende  Kraft. 

Fig.  196. 


/; 

/    ! 


Die  Kräfte,  welche  auf  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  wirken, 
greifen  im  Schwerpunkte  derselben  an,  weil  sie  die  Mittelkraft 
gleichmässig  über  dieselben  vertheilter  Kräfte  sind;  zerlegt  man 
sie  dort,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  in  drei  Seitenkräfte 
Rg,  Sig^  Skgf  WO  Rg  diejenige  Kraft  bezeichnet,  welche  auf  die 
Fläche  g  parallel  zur  Kante  g  oder  Coordinatenaxe  g  wirkt,  und 
Sig  diejenige,  welche  parallel  zur  Axe  ?  i  n  der  Fläche  g  wirkt,  so 
lässt  sich  das  Gleichgewicht  der  so  erhaltenen  9  Kräfte  mit  einer 
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loten 9  die  in  beliebiger  Richtung  auf  ABC  wirkt  und  durch  den 
Schwerpunkt  von  ABC  geht,  allgemein  nicht  anders  denken,  als 
indem  man  annimmt,  dass  diejenigen  5,  welche  in  zwei  verschie- 
denen Flächen  liegen  und  die  Schnittlinie  dieser  Flächen  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden,  so  gross  seien,  dass  ihre  Mittel- 
kraft durch  den  Schwerpunkt  S  von  ABC  gehe. 

Solche  S  haben  gleiche ,  aber  vertauschte  Indexe ,  z.  B.  S^  3 
und  iS^i,  die  Ebene  derselben  enthält  den  Schwerpunkt  S^  denn 

ihre  Ordinate  ist  =    «    <?,  wenn  mit  ö  A  c  die  drei  Seitenlängen 

6 

0)ABC  bezeichnet  werden.     Soll  nun   die  Mittelkraft  S^^  und 

S^  1  durch  S  gehen,  so  müssen  sich  diese  Kräfte  wie  die  Seiten  des 

Parallelogramms,  das  sie  mit  S  bilden,  d.  h.  wie  -7.—  a  :  —  -  b 
verhalten.  Um  dies  auszudrücken ,  setzen  wir  die  auf  die  Ein- 
heit jeder  der  beiden  Flächen  wirkende  Kraft  =  -4-^  und  -*-> 

CO  2  « I 

worin  (fx^  ==  a^x  sein   muss,   denn   man   hat  in   diesem  Falle 

•Si  a  =  -^  ,  a  c  ca\  .  -  -  -  ==  -— -  a  c  (S*  o,  ebenso  Sa  •  =  -— -  bca^u 
**         2  «2  2  **         2 

die  sich  wie  a  zu  ^  verhalten ,  wie  es  sein  soll.  Ebenso  müssen 
<''i3  =  ^31  und  er«,  =  0-32  sein,  wenn  — V^>  -4^»  — ,  -   und    -~ 

(üg  «,  0)3  ö)2 

die  auf  die  Einheit  der  Flächen  3,  1  und  2  wirkenden  Kräfte  sind. 

Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise  das  Gleichgewicht  bestehen 
kann,  welches  auch  die  Stellung  der  Ebene  ABC  sein  mag;  denn 
wenn  die  drei  Kräfte  B  und  die  drei  Mittelkräfte  je  zweier  S  durch 
den  Schwerpunkt  von  ABC  gehen,  so  lassen  sich  dort  diese  sechs 
Kräfte  zu  einer  einzigen  Mittelkraft  zusammensetzen. 

Andere  Arten  des  Gleichgewichtes  lassen  sich  wohl  für  spe- 
cielle  Stellungen  von  ABC  und  gewisse  Richtungen  der  Kräfte, 
nicht  aber  allgemein  für  alle  möglichen  Stellungen  und  Kräfte  den- 
ken. Nimmt  man  z.  B.  an,  die  zwei  Kräfte  cr^  2  und  a^  x  genügen  der 
obigen  Bedingung  nicht,  dann  wird  ihre  Mittelkraft  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  S  gehen,  während  die  Mittelkraft  der  7  übrigen  Kräfte 
durch  ihn  geht.  Sollen  sich  daher  alle  Kräfte  zu  einer  einzigen 
zusammensetzen  lassen ,  so  muss  die  Richtungslinie  der  7  Kräfte 
•$13  ^3  1  ^2  3  >S'3  2  Bx  B^  B^  in  der  Ebene  von  (Tx  2  o^  1  liegen ,  also 
mit  der  Ebene  3  parallel  laufen  müssen.    Dieses  Verhältniss  kann 
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bei  einer  bestimmten  Stellung  von  ABC  zutreffen,  wird  aber  nicht 
mehr  zutreffen ,  sobald  man  diese  Stellung  ändert.  Nimmt  man 
an ,  zwei  Paar  Kräfte  a^  ^  a^  „  a,  3  a^  |  genügen  der  Bedingung 
nicht,  so  wird  der  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt,  wenn  sich 
die  Mittelkraft  der  zwei  Paaren  entsprechenden  S  schneiden. 
Schneiden  sie  sich  aber  nicht  und  liegt  auch  die  Mittelkraft  von 
^%z  ^8s  ^1  ^^  ^3  ii^  keiner  ihrer  Ebenen,  so  erhält  man  drei  Kräfte, 
welche  sich  nicht  schneiden.  Die  Mittelkraft  derselben  kann  da- 
her, selbst  wenn  sie  eine  haben,  unmöglich  durch  S  gehen,  weil 
dieser  Punkt  auf  einer  derselben  liegt  und  die  Mittelkraft  dreier 
Kräfte  im  Räume  laut  Nr.  61  S.  221  keine  derselben  schneiden 
darf.  Noch  mehr  Bedingungen  mUssten  erfüllt  werden,  wenn  auch 
die  Mittelkraft  des  S.Paares  5,^  S^^  nicht  durch  S  ginge.  Es 
kann  daher  allgemein  behauptet  werden:  Zerlegt  man  die 
auf  3  Ebenen  durch  einen  Punkt  0'  beanspruchten 
Materials  wirkenden  Kräfte,  nach  den  Richtungen 
der  Schnitte  dieser  drei  Ebenen,  so  verhaltensich 
je  zwei  der  in  verschiedenen  Ebenen  wirkenden 
Kräfte,  welche  mit  der  Schnittlinie  dieser  zwei 
Ebenen  nicht  parallel  laufen,  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  in  diesen  Ebenen  liegenden  Axenwinkel. 
Der  Symmetrie  wegen  setzen  wir  auch  die  auf  die  Einheit 

einer  Fläche  wirkende  Kraft  =  -^ ^  so  dass  alle  o  und  a  mit  dem 

halben  Producte  der  die  Fläche  begrenzenden  Axenabschnitte  zu 
multipliciren  sind,  um  die  ganzen  auf  die  Fläche  wirkenden  Kräfte 
R  und  S  zu  erhalten. 

Ist  die  auf  eine  Ebene  A  0  B  (Fig.  196)  wirkende  Kraft  -^ 

pro  Flächeneinheit  in  Richtung  und  Grösse  gegeben  und  nimmt 
man  zwei  weitere  Ebenen  durch  0  so  an,  dass  ihr  Schnitt  0  C  mit 

^  parallel  läuft,  so  wird,  wenn  man  die  Zerlegung  der  Kräfte 

nach  der  Richtung  der  drei  Schnitte  0)ABC  vornimmt,  sowohl 

e:»!  und  ^,  als  auch  -^  und  ~V  gleich  0,  weil  -^  bereits 

schon  die  Richtung  0  C  hat.    Die  auf  B0(!  und  COA  wirkenden 

Kräfte  -^?  y  ^}  und  -?f  »  -\*-  laufen  daher  m\i  A  0  B  parallel; 


6)3 
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sie  würden  m  A  0  B  hlDeinfallen ,  wenn  man  sie  von  0  als  von 
dem  Mittelpunkte  eines  Strahlenbttndels  aus  auftrüge.  Man  darf 
daher  die  Stellung  einer  Ebene  und  die  Richtung 
der  auf  sie  wirkenden  Kraft  conjugirt  nennen. 
Geht  eine  Ebene  A  durch  die  Richtung  einer  Kraft 
by  so  liegt  auch  die  Richtung  der  auf  A  wirkenden 
Kraft  a  in  der  b  conjugirten  Ebene  0unddieEbene 
ab  =  C  ist  dem  Schnitt-^J9  =  c  conjugirt.  In  einem 
solchen  Dreikant  ist  also  jede  Ebene  der  gegen- 
überliegenden Kante  und  jede  Kante  der  gegen- 
ttberliegenden  Ebene  conjugirt;  sie  bilden  ein 
Tripel  conjugirter  Elemente. 

Um  die  Beziehungen  zwischen  conjugirten  Ebenen  und  den 
auf  sie  wirkenden  Kräften  zu  studiren,  gehen  wir  von  einem  solchen 
Tripel  conjugirter  Elemente  aus.  Wir  setzen  alle  S,ä  (Fig.  196) 
gleich  0  und  tragen ,  von  0  ausgehend ,  die  nunmehr  allein  vor- 
handenen Kräfte  R\  R^  A3  als  Zug  auf  und  projiciren  das  ganze 
Tetraeder  sammt  dem  Kräftezug  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
von  B  C  auf  eine  Ebene,  die  auf  dieser  Linie  senkrecht  steht.  Die 
Projection  wird  identisch  mit  Fig.  193  S.  525,  und  wenn  man  die 
Ebene  ABC  wm  die  Linie  BC  dreht,  so  wird  der  Kräftezug  iden- 
tisch mit  den  Figuren  194  und  195,  wenn,  dort  (Xi  «=  0  gesetzt 
wird.  Denn  Rx  bleibt  constant,  wie  dort  ^1,  weil  die  Fläche  A  B  C 
bei  der  Drehung  sich  nicht  ändert,  die  Richtung  der  Mittelkraft  von 
A3  As  bleibt  unverändert,  weil  das  Verhältniss  der  Flächen 
A  0  B  und  A  0  C  e^  bleibt,  und  ihre  Grösse  ändert  sich  propor- 
tional der  Kantenlänge  OA^  weil  beide  Flächen  dieser  allein  sich 
ändernden  Länge  proportional  sind.  Endlich  ist,  wie  dort,  die 
Fläche  A  B  Cy  auf  welche  sich  die  Mittelkraft  A|  A,  As  vertheilt, 
der  Länge  des  Schnittes,  der  Höhe  des  Dreiecks  ABC  propor- 
tional. Wir  dürfen  daher  alle  in  Nr.  125  und  126  gefundenen 
Sätze  auf  die  Projection  auf  eine  Normalebene  zur  Drehu;ig8kante 
B  C  anwenden.  Dreht  sich  also  eine  Schnittebene  um  eine  feste 
Axe,  so  bewegt  sich  die  auf  dieselbe  wirkende  Kraft  in  der  Ebene, 
welche  vom  Ursprung  0  aus  die  Mittelkraft  von  A3  As  projicirt  und 
die  der  Richtung  B  C  conjugirt  ist.  Die  Projection  der  Kraft  auf 
die  Normalebene,  mithin  auch  die  Kraft  selbst  beschreibt  mit  der 
Schnittebene  einen  involutorischen  Strahlenbäschel.  Der  End- 
punkt der  Kraft  liegt  auf  einem  elliptischen  Projectionscylinder, 
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ist  mithin  selbst  eine  Ellipse;  senkrecht  aufeinander  stehenden 
Schnittebenen  entsprechen  conjugirte  Ualbdurchniesser  dieser 
Ellipse  als  Kräfte.  Hat  die  Involution  der  Schnittebene  und  der  Kräfte 
Doppeleleniente,  so  bilden  diese  wohl  noch  im  senkrechten  Schnitte 
gleiche  Winkel  mit  den  Axen  der  projicirten  Ellipse ,  allein  nicht 
mehr  mit  den  Axen  der  Kräfteellipse:  weil  die  Projectionen 
gleicher  Winkel  auf  sich  schneidende  Ebenen  sich  nicht  mehr 
gleich  bleiben  und  die  Axen  der  beiden  Ellipsen  nicht  mehr  in  der 
gleichen  Projectionsebene  liegen,  diese  scheerenden  Kräfte  sind 
eben  deshalb  auch  nicht  mehr  gleich  gross;  dieses  Verhältniss 
allein  kann  also  vom  senkrechten  Schnitt  nicht  auf  den  schiefen 
übertragen  werden. 

Ueber  die  Richtung  der  Kante  BC  sind  keine  besondern  Vor- 
aussetzungen gemacht  worden ,  das  Gesagte  gilt  daher  allgemein 
von  allen  Richtungen  im  Räume.  Lässt  man  insbesondere  diese 
Drehaxen  eine  Ebene  durchlaufen,  so  erhält  man  unendlich  viele 
Kräfteellipsen,  welche  alle  die  der  Ebene  conjugirte  Kraft,  d.  h. 
deren  Durchmesserlänge  gemein  haben ;  da  nun  alle  Ellipsen  auch 
die  Ebenen  der  Drehungsaxen  in  einer  Ellipse  schneiden,  so  folgt, 
dass  alle  Ellipsen  auf  einem  Ellipsoid  dem  der  Kräfte  liegen. 

Genau  wie  hier  die  Kräfteellipse  zum  Ellipsoid  erweitert  wurde, 
kann  auch  die  Involution  der  conjugirten  Elemente  zum  Polar- 
systeme im  StrahlenbUndel  erweitert  werden,  nur  ist  die  Operation 
nicht  mehr  so  anschaulich ,  weil  die  greifbare  Ellipse  fehlt.  Wir 
drehen  eine  Ebene  um  eine  Drehaxe,  dann  erhalten  wir  in  jeder 
derselben  eine  Involution,  und  es  liegen  alle  Strahlen,  welche  der 
Drehungsaxe  conjugirt  sind,  in  der  ihr  conjugirten  Ebene;  wir 
drehen  noch  um  zwei  weitere  beliebige  Axen  und  erhalten  wieder 
Reihen  von  Involutionen.  Sollen  nun  je  drei  Ebenen  dieser  drei 
Strahlenbttschel ,  welche  durch  einen  Strahl  gehen,  drei  Strahlen 
conjugirt  sein,  welche  in  einer  Ebene  liegen,  und  noch  dazu  die 
6  Elemente  involutorisch  liegen,  wie  auch  die  Drehaxen  gewählt 
werden  mögen:  so  kann  das  gleichzeitig  nur  dann  stattfinden,  wenn 
alle  Involutionen  einem  involutorischen  Systeme  angehören,  d.  b. 
ein  Polarsystem  im  StrahlenbUndel  bilden. 

Dieses  Polarsystem  ist  nicht  identisch  mit  dem  der  conjugirten 
Durchmesser  und  Diametralebenen  des  Kräfteellipsoids ;  allein 
beide  Polarsysteme  haben  gemeinschaftliche  Hauptebenen  und 
Systemsaxen.    Denn  sucht  man  im  StrahlenbUndel  das  Tripel  con- 
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jugirter  Ebenen,  welche  senkrecht  aufeinander  stehen  und  deren 
Schnitte  die  Axen  des  Systems  sind ,  so  sind  auch  diese  in  dem 
Kräfteellipsoid  conjugirt,  weil  die  Ebenen  senkrecht  aufeinander- 
stehen;  sie  sind  also  auch  die  Axen  des  Kräfteellipsoids,  weil  sie 
conjugirt  und  die  Kanten  eines  rechtwinkeligen  Dreikants  sind. 

Hat  das  Polarsystem  einen  Ordnungskegel,  so  sind  die  Winkel, 
welche  Doppelstrahlen  in  irgend  einer  Ebene  durch  eine  der  drei 
Axen  mit  diesen  bilden,  gleich  gross. 

Wir  werden  in  einer  der  nächsten  Nummern  nachweisen,  dass 
die  Projectionscylinder  der  Durchdringungscurve  des  Ordnungs- 
kegels mit  dem  Kräfteellipsoid  parallel  zu  einer  der  drei  Axen, 
Cylinder  zweiter  Ordnung  sind. 

Das  bis  jetzt  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  zusammen  und 
ergänzen  es  mit  einigen  selbstverständlichen  Sätzen  aus  den 
früheren  Nummern. 

IstdasMaterial  ineinemPunkteso  inAnspruch 
genommen,  dass  sich  die  Inanspruchnahme  ändert, 
wenn  man  in  irgend  ei'ner  Richtung  fortschreitet, 
so  bilden  die  Richtungslinien  der  Kräfte,  welche 
auf  ebene  Schnitte  durch  den  Punkt  wirken,  mit 
diesen  Ebenen  ein  Polarsystem. im  Strahlenbündel. 

Hat  das  Polarsystem  keinen  Ordnungskegel,  so 
ist  dasMaterial  nach  allen  Richtungen  hin  in  glei- 
cher Weise   beansprucht,   gedrückt  oder  gespannt. 

Hat  das  Polarsystem  einen  Ordnungskegel,  so 
ist  es  im  Innern  des  Kegel  in  entgegengesetzter 
Weise,  als  wie  ausserhalb  desselben  in  Anspruch 
genommen.  Für  Schnitte,  welche  den^Kegel  be- 
rühren, fällt  die  Richtung  der  Kraft  in  die  Schnitt- 
ebene, d.  h.  das  Material  ist  in  solchen  Schnitten 
nur  scheerend  in  Anspruch  genommen. 

Trägt  man  von  dem  gegebenen  Punkte  aus  die 
auf  die  verschiedenen  Schnitte  wirkenden  Kräfte 
in  Richtung  und  Grösse  auf,  so  liegen. die  End- 
punkte aller  dieser  Kräfte  auf  einem  Ellipsoid, 
dessen  Axen  mit  dem  des  Polarsystems  zusammen- 
fallen. Die  grösste  der  drei  Axen  stellt  die  Maxi- 
malinanspruchnahme des  Materials  dar. 
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aufträgt.  Letztere  Länge  erhält  man  ebenfalls  durch  Umklappung. 
Auf  Taf.  15  sind  die  von  ihrem  Fuss-  und  Durchstosspunkte  aus 
zu  messenden  Perpendikel  pa  Pb  Pc  von  (0)  und  0  auf  die  Drei- 
kantsseiten (0)  ABC  eingetragen.  Man  hätte  diese  Längen  nur 
auf  ihre  Projeetionen  herunterzuschlagen,  um  die  umgeklappten 
Ebenen  der  Dreikante  zu  erhalten. 

Es  seien  Qa  Qb  Qc  die  etwas  stark  ausgezogenen  Projeetionen 
der  von  0  aus  aufgetragenen  Kräfte  pro  Flächeneinheit,  welche  in 
den  Kanten  {0)A BC euxt  die  gegenüberliegenden  Seiten  wirken. 
Zur  Construction  der  auf  die  Parallelebene  zur  Bildfläche  wirken- 
den Kraft  H  denken  wir  uns  die  Bildebene  parallel  mit  sich  selbst 
so  verschoben ,  dass  der  Flächeninhalt  ihrer  Basis  ABC  gleich  1 
wird;  oder  mit  andern  Worten,  wir  nehmen  ABC  als  Flächen- 
einheit an.  Bestimmen  wir  nun  die  auf  die  Seitenflächen  (0)  ABC 
wirkenden  Seitenkräfte  Ra  Rb  Rc  und  setzen  sie  mittelst  eines 
Kräftezuges  zusammen ,  so  erhalten  wir  die  Mittelkraft  R  der  auf 
A  BCy  die  Einheit,  wirkenden  Kraft. 

Die  Flächen  (O)ÄCund  ABC  verhalten  sich  wie  die  Per- 
pendikel von  den  Punkten  (0)  und  A  auf  die  gemeinschaftliche 
Basis  B  C.  Den  Perpendikel  pa  von  (0)  auf  B  C  haben  wir  bereits 
construirt.  Den  Pei-pendikel  p'a  von  A  auf  B  C  greift  man 
direct  auf  dem  Blatt  ab.  Um  daher  die  Projection  der  auf  die 
Fläche  (0)  B  C  wirkenden  Kraft  Ra  zu  erhalten,  hat  man  Qa  n^it  dem 
Verhältniss  pa  :  p*a  dieser  beiden  Höhen  2U  multipliciren ;  diese 
Operation  ist  indem  rechten  Winkel  der  umgeklappten  Fläche  aus- 
geführt, allein  nicht  ausgezogen  worden,  wir  begnügen  uns  damit,  zu 
sagen,  dass  Aa,  ebenso  Ri,  und  Ac  die  Resultate  dieser  Verwandlungen 
sind.  Taf.  15  wurden  die  Projeetionen  dieser  Kräfte  in  der  Reihen- 
folge Re  Ra  Rb  Wir  Projection  der  ganzen  auf  ABC  wirkenden 
Kraft  zusammengesetzt.  Durch  die  Projection  des  Endpunktes 
dieses  Linienzuges  allein  ist  dieser  Punkt  noch  nicht  vollständig 
gegeben ,  wir  müssen  noch  die  Spur  des  Strahles  bestimmen ,  der 
ihn  aus  0  projiciii;;  wir  schneiden,  um  sie  zu  erhalten,  den  Stmhl 
durch  die  Spur  der  Ebene,  welche  aus  (0)  die  letzte  Kraft  Rb  des 
Kräftezuges  projicirt.  Diese  Spur  geht  durch  B,  denn  Rb  läuft  mit 
(0)  B  parallel.  Ferner  geht  sie  durch  die  Spur  Mb  des  Strahles 
(0)  {Ra  Rb)y  diese  letztere  aber  liegt  auf  der  Linie  A  C,  weil  so- 
wohl Ra  als  auch  Rc  in  der  Ebene  (0)  A  C  liegen;  verbindet  man 
daher  Mb  mit  Ä,  so  schneidet  sie  auf  dem  Strahl  durch  den  End- 
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punkt  des  Zuges  dessen  Spur  M  aus.  Durch  diese  Spur  ht  die 
Lage  des  Endpunktes  des  Zuges  vollständig  bestimmt  und  damit 
auch  die  Kraft,  welche  auf  die  Bildebene  wirkt.  Hiermit  ist  der 
erste  Theil  der  Aufgabe  gelöst. 

In  dem  Polarsystem,  welches  der  Ordnungskegel  auf  der 
Bildebene  ausschneidet,  ist  M  der  Schnittlinie  einer  Farallelebene 
zur  Bildebene,  d.  h.  der  unendlich  fernen  Geraden  conjugirt.  M 
ist  also  der  Mittelpunkt  dieses  Polarsystems,  das  mit  dem  Polar- 
dreieck ABC  nun  vollständig  bestimmt  ist.  In  der  Linie  A  C  ist 
dem  Schnitt  if^,  als  Schnitt  von  MB^  der  unendlich  ferne  Punkt 
von  ji  C  conjugirt,  er  ist  also  der  Hittelpunkt  der  Involution  des 
Polarsystems  in  A  C,  Da  der  Punkt  Mo  ausserhalb  yi  C  liegt,  so 
hat  die  Involution  Doppelpunkte,  das  Polarsystem  eine  Ordnungs- 
curve  und  der  Ordnungskegel  in  (0)  ist  reell.  Man  erhält  die 
Ordnungspunkte,  indem  man  die  Tangentenlängen  von  Mb  an 
einen  durch  A  C  gehenden  Kreis  auf  A  C  herunterschlägt;  sie  be- 
stimmen die  zwei  Schnittpunkte  der  Ordnungscurve  s  mit  A  C. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Doppelpunkte  mit  B  bertlhren  s  in 
diesen  Doppelpunkten.  Zieht  man  durch  den  einen  dieser  beiden 
Punkte  eine  Parallele  zur  Tangente  an  den  andern ,  so  schneiden 
alle  Strahlen,  welche  von  B  aus  Punkte  der  Parallelen  zur  Tan- 
gente projiciren,  die  vom  Doppelpunkte  gleich  weit  entfernt  sind, 
conjugirte  Punkte  auf  A  C  aus.  Dieselben  Operationen  sind  auch 
auf  A  auszufuhren,  allein  der  Punkt  Ma  (allt  nicht  mehr  auf  das  Blatt ; 
bei  der  Construction  lag  er  noch  auf  dem  Brett,  so  dass  mittelst  des- 
selben der  Schnittpunkt  von  s  mit  A  B  und  die  durch  A  gehende 
Tangente  von  s  in  diesem  Punkte  erhalten  werden  konnten ;  der  an- 
dere Doppelpunkt  lag  weit  ausserhalb  des  Brettes.  Mc  Tällt  zwischen 
A  und  By  die  Involution  auf  A  B  hat  demnach  keine  Ordnungs- 
punkte und  ist  die  Seite  des  Polardreiecks,  welche  ausserhalb  der 
Curve  6'  liegt.  Ein  Halbkreis  über  A  B  schneidet  die  Ordinate  von 
Mc  in  dem  auf  dem  Blatt  mit  Je  bezeichneten  Punkte,  von  dem  aus 
conjugirte  Punkte  von  A  B  durch  die  Schenkel  eines  rechten  Win- 
kels projicirt  werden.  Die  Durchmesserinvolution  von  M  ist  auch 
gegeben,  jedem  Strahl  oder  Durchmesser  der  unendlich  fernen 
Punkte  der  Dreiecksseiten  ABC  sind  die  Stmhlen  nach  den  gegen- 
überliegenden Ecken  des  Dreiecks  conj  ugirt.  Mittelst  dieser  3  Paare 
.  Strahlen  lassen  sich  die  Asymptoten  von  s  direct  construiren.  VVir 
haben  jetzt  viel  mehr  Daten  als  wir  brauchen,  um  s  zu  zeichnen. 
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Jeder  Schnittebene  des  Bündels  (0),  welche  eine  Linie  der 
Bildebene  projicirt,  entspricht  der  Strahl,  welcher  den  Pol  dieser 
Linie  projicirt,  als  Richtungslinie  der  auf  die  Schnittebene  wir- 
kenden Kraft.  Die  so  conjugirten  Elemente  können  entweder 
mittelst  der  Curve  ^,  oder  mittelst  der  drei  Involutionen  m  ABC 
construirt  werden.  Letzteres  muss  immer  geschehen,  wenn  keine 
Ordnungscurve  s  vorhanden  ist. 

Zur  Bestimmung  derAxen  dieses  Polarsystems,  wird  genau  so 
verfahren,  wie  es  in  Frot  Fiedler's  darstellender  Geometrie,  Nr.  97 
S.  354  „Die  Axenscheitel  etc.  der  Flächen  2.  Ordnung"  beschrie- 
ben, und  an  einem  Beispiel  erläutert  ist.  Man  bestimmt  zu  jedem 
Strahl  der  Ebene  {0)AB  denjenigen  conjugirten  Strahl,  der  auf 
jenem  Strahle  senkrecht  steht;  der  Ort  aller  dieser  Durchmesser, 
der  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  ist,  muss  die  drei  Axen  enthalten, 
sie  sind  die  rechtwinkelig  conjugirten  Strahlen  der  Strahlen  der 
Ebene  (0)  A  B,  in  welchen  diese  von  den  Hauptschnitten  ge- 
schnitten wird.  In  gleicher  Weise  geben  die  Strahlen  der  Ebene 
(0)^C  einen  Kegel,  der  ebenfalls  die  Axen  enthält.  Die  beiden 
Kegelflächen  schneiden  sich  in  dem  Strahl,  der  dem  gemeinschaft- 
lichen Strahl  (0)  A  conjugirt  ist,  also  jedenfalls  in  mindestens 
noch  einem  Strahl ,  im  vorliegenden  Fall  aber  in  noch  drei  Strah- 
len ,  welche  die  gesuchten  Axen  sind.  Diese  hier  angedeuteten 
Operationen  wurden  wie  folgt  in  der  Bildebene  ausgeführt. 

Es  seien  zuerst  die  den  beiden  conjugirten  Strahlen  (0)  A 
und  B  senkrecht  conjugirten  zu  bestimmen.  Dem  Strahl  (0)  B 
ist  die  Ebene  (O^AC  conjugirt,  demnach  liegt  die  Spur  des  ge- 
suchten Strahles  auf  A  C,  und  dann  auf  der  Spur  einer  Normal- 
ebene zu  iO)B  durch  (0),  diese  Normalebene  enthält  immer  den 
Perpendikel  durch  (0)  auf  (0)AB,  uud  die  Spur  geht  daher  auch 
durch  dessen  Spur  F,  die  man  dadurch  erhalten  hat,  dass  man  die 
auf  dein  Bild  und  auf  A  B  normale  Ebene  durch  (0)  0  Fy  die  den 
Perpendikel  pc  enthält,  in  die  Bildebene  niedergeklappt  hat,  und 
im  Endpunkt  yonpc  einen  Perpendikel  errichtete,  der  die  Projection 
von/>c  in  f^ schnitt;  dadieSpurfernerauf  O^senkrechtstehenmuss, 
so  ist  sie  vollständig  bestimmt,  sie  schneidet  auf  A  C  den  Punkt 
Vb  der  zu  construirenden  Curve  v  aus.  Ebenso  erhält  mau  die 
Spurwü,  des  {0)A  entsprechenden  Strahles  als  Schnitt  von  CB 
mit  dem  auf  0  A  senkrechten  Strahl  von  UF.  Zwei  weitere  con- 
jugirte  Punkte  sind  der  unendlich  ferne  von  A  B^  und  der  Mittel- 
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punkt  der  Involution  J/^.  Der  Parallelstrahl  zxx  AB  durch  C  und 
der  auf  0  Mc  senkrechte  Strahl  durch  f^,  schneiden  sich  im  Punkt 
v^ ;  ebenso  der  Strahl  C  Me  M  und  der  Perpendikel  VO  \m  Punkt 
Vm'  Die  Curve  v  der  so  bestimmten  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt, 
weil  die  Strahlen  von  ^senkrecht  auf  denen  von  0  stehen,  und 
die  Strahlen  von  0  und  C  projectivisch  sind,  indem  sie  conjugirte 
Punkte  auf  ^Bprojiciren,  also  A^und  Cauch  projectivisch  sind. 
Die  Punkte  Z''  und  C  liegen  daher  auch  auf  der  Curve.  Jedes 
Paar  conjugirter  Punkte  von  AB  giebt  zvrei  weitere  Punkte  von 
v\  in  Fällen  aber  wie  in  vorliegenden,  wo  0  sehr  nahe  bei  AB 
liegt,  und  daher  die  bisweilen  langen  Strahlen  von  U  nicht  genau 
gezogen  werden  können,  ist  es  vortheilhafter,  die  bisher  bestimm- 
ten Punkte,  welche  meistens  auf  Linien  liegen,  die  durch  die 
Aufgabe  selbst  in  grosser  Länge  gegeben  sind ,  dazu  zu  benutzen, 
um  den  Kegelschnitt  mittelst  projecti vischen  Punktreihen  zu 
ergänzen. 

Die  den  conjugirten  Punkten  der  Linie  AC  entsprechende 
Curve  1/,  geht  durch  die  in  gleicher  Weise  construirten  Punkte 
B  U  Uciu  v)  Uui  u^  von  denen  der  Punkt  u  v  auch  der  Curve  v  an- 
gehört. Die  beiden  Curven  u  und  v  schneiden  sich  ausser  diesem 
Punkte  noch  in  JT  F  Z ,  welche  die  Spuren  der  Axen  sind.  Von 
denselben  bezeichnen  wir  die  Spur,  welche  in  die  Ordnungshyper- 
bel fällt  mit  Z,  es  werden  daher  XZ  und  YZ  von  der  Hyperbel 
geschnitten ,  X  Y  dagegen  nicht.  0  muss  der  Schnittpunkt  der 
Höhenperpendikel  des  Dreiecks  ÄYZ  sein. 

Die  Ordnungscurve  der  Schnitte  und  Kräfte  erzeugt  in  jeder 
Seite  des  Dreiecks  ÄYZ  eine  Involution.  In  der  Involution  in 
XY  sind  zunächst  diese  zwei  Punkte  selbst  conjugirt,  und  der 
Schnitt  der  Verbindungslinie  eines  jeden  der  ausser  XY Z  noch 
vorhandenen  Pole  ABCM  und  dem  Pol  Z  mit  X  Y  ist  dem  Schnitt 
einer  jeden  Polare  mit  XY  conjugirt.  Insbesondere  schneidet 
M  Z  den  Mittelpunkt  der  Involution  auf  X  Y  aus.  Senkrecht  tlber 
diesem  Mittelpunkt  in  t/3  schneiden  sich  alle  Halbkreise,  welche 
Qber  zwei  conjugirten  Punkten  beschrieben  werden ,  so  dass  von 
J3  je  zwei  solcher  Punkte  unter  einem  rechten  Winkel  projicirt 
werden. 

In  gleicher  Weise  können  die  Involutionen  mit  Doppelpunk- 
ten in  den  beiden  übrigen  Seiten  XZ  und  YZ  construirt  werden; 

noch  einfacher  erhält  man   diese  vier  Doppelpunkte  direct  als 
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Schnitte  der  Ordnungshyperbel  mit  den  Seiten.  Die  Tangenten 
an  die  Schnittpunkte  gehen  durch  die  gegenüberliegenden  Pole. 

Um  die  Hauptschnitte  des  Kräfteellipsoids  zu  erhalten »  klap- 
pen wir  ihre  Ebenen  Ä{0)  F,  Y(0)  Z,  ZiO)Ä  in  die  Bildebene 
nieder,  wobei  der  Punkt  (0)  nach  0,0^  Og  fällt.  Die  Verbindungen 
dieser  Punkte  mit  ÄVZ  sind  die  Hauptaxen  der  Schnittellipsen; 
die  Verbindungslinien  mit  den  Ordnungspunkten  der  Involutionen 
sind  die  Ordnungsstrahlen  der  Involution  der  Kräfte  und  Schnitte. 
Einer  der  beiden  imaginären  Ordnungsstrahlen  in  der  Ebene 
X(0)  Y  wurde  nach  Nr.  126  S,  522  als  conjugirter  Strahl  0.  (45*) 
des  Axenhalbirungswinkels  0,  45^  erhalten,  45®  und  (45<^)  wurden 
auf  XFmarkirt;  vom  Punkt  «/s  werden  sie  durch  zwei  senkrecht 
auf  einanderstehende  Strahlen  projicirt. 

Zur  Bestimmung  der  Axenlängen  haben  wir  die  eine  der 
drei  in  den  Axen  wirkenden  Kräfte  q\  willkürlich  angenommen 
und  von  0^.  und  Oy  gegen  Z  hiil  aufgetragen,  an  den  Endpunkten 
der  q\  zwei  Perpendikel  bis  zu  den  Schnitten  mit  den  Ordnungs- 
strahlen errichtet,  und  durch  diese  Schnitte  und  die  Punkte  0,  und 
Oy  Kreise  gelegt.  Vergleicht  man  diese  Kreise  mit  Fig.  194,  so 
sieht  man  sofort,  dass  sie  mit  den  Kreisen  dieser  Figur  Überein- 
stimmen, wenn  der  Punkt  S  am  Endpunkt  des  Durchmessers  CO 
angenommen  wird,  q»  und  die  Senkrechte  an  dessen  Endpunkt 
Taf.  15,  sind  die  Coordinatenaxen  fttr  die  auf  und  in  Schnitten 
wirkenden  Kräfte.  Die  Ergänzungsstucke  von  q\  zu  den  Durch- 
messern sind  demnach  die  Axenlängen  q^  und  fy,  wie  das  auch 
in  der  Zeichnung  bemerkt  ist.  Mittelst  dieser  Axenlängen  kann 
jetzt  auch  die  Ellipse  in  der  umgeklappten  Ebene  X  0^,  Y  con- 
struirt  werden.  Die  Diagonalen  des  dieser  Ellipse  umschriebenen 
Axenrechtecks ,  mUssen  mit  den  schon  oben  construirten  imaginä- 
ren Doppelstrahlen  zusammenfallen,  was  in  der  Zeichnung  fttr 
einen  derselben  0»  (45^)  angedeutet  ist.  Auch  hier  wnrde  der 
Fig.  195  analoge  Kreis  eingezeichnet.  Dieser  über  der  Differenz 
Qx—  Qy  beschriebene  Kreis  ist  jedoch  so  klein  ausgefallen,  dass 
er  nur  zur  Uebersicht  der  Verhältnisse,  und  nicht  zum  Construiren 
dienen  kann.  Auf  der  Zeichnung  Taf.  15  sind  der  Endpunkt  von  qy 
und  dessen  Ellipsentangenten  die  Coordinatenaxen  fttr  Kräfte  in  und 
auf  Schnitte.  Die  Entfernung  dieses  Endpunktes  vom  entfernten 
Kreisdurchmesserende  ist  gleich  Qy.  Der  Pol  J  des  Ursprungs, 
die  Zeichnung  enthält  dessen  Construction ,  ist  das  Involutions- 
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oeotrum  der  Schnitte  und  Kräfte ,  er  entspricht  dem  Punkt  C  der 
Figur  195  S.526.  Auf  der  Zeichnung  Taf.  15  wurde  noch  gezeigt, 
dass  die  Punkte ,  welche  die  imaginären  Doppelstrahlen  und  die 
Halbirungfllinien  des  Axenwinkels  ausschneiden ,  mit  J  auf  einer 
geraden  Linie  liegen ;  die  Halbirungslinien  gehen  durch  die  End- 
punkte des  auf  ^^  senkrechten  Kreisdurchmessers. 

Mittelst  der  Axenlängen  können  wir  die  Länge  irgend  eines 
Strahles  von  ^bestimmen.  Wir  führen  diese  Bestimmung  vor  allen 
fttr  die  drei  Strahlen  Qa  ^o  Qc,  aus.  Die  Ebene  ^(0)i?,  welche  Qf,  aus 
der  Axe  s  projicirt,  klappen  wir  in  die  Bildebene  um;  B^^  ist  der 
Fusspunkt  des  Perpendikels  von  (0)  auf  den  Schnitt  BZ.  Wird 
auf  der  Senkrechten  von  0  auf  diese  Linie  B^  Ot,,  gleich  der  Ent- 
fernung {0)B^  gemacht,  so  istO^.  der  Punkt,  auf  welchen  (0)  nach 
dem  Umklappen  fällt.  Die  Axen  des  umgeklappten  Ellipsoiden- 
schnittes  sind  gegen  Z  und  Zö  den  Schnitt  von  B  Z  mit  Ä  V  ge- 
richtet; die  Länge  der  ersteren  ist  gleich  q\  und  die  der  zweiten 
gleich  ^'i,%9  gleich  dem  halben  Ellipsendurchmesser  von  0^  Zi,^ 
welcher  in  der  Ebene  ÄO^  F  leicht  mittelst  der  Axen  Qj,  und  g^ 
ohne  vorerst  die  Ellipse  selbst  zu  zeichnen,  bestimmt  werden 
konnte.  Von  Ob»  aus  wurde  nun  mittelst  zweier  Kreise,  die  mit 
diesen  q'^  und  ^b»  als  Radien  beschrieben  wurden ,  die  Länge  des 
gegen  B  gerichteten  Strahles  Qb  construirt.  In  gleicher  Weise 
wurde  die  Ebene  ^  (0)  Y  um  A  YaAyY  gedreht  und  Qa  bei  0«^, 
endlich  die  Ebene  C  {O)  Y  nm  C  Y^  Cy  Y  gedreht  und  qe  bei  O^y 
construirt. 

Wurde  genau  und  richtig  gearbeitet,  so  werden,  wegen  willkür- 
licher Annahme  von  q\  die  so  erhaltenen  Qa  Q0  Qe  nicht  gleich,  wohl 
aber  proportional  den  ursprünglichen,  durch  ihre  Projection  gegebe- 
nen q'a  Qb  Qe  sein.  D.  h.  projicirt  man  parallel  zu  0)  Oay  Oh»  O^y  die 
erhaltenen  Axenendpunkte  Qa  Qb  Qc  auf  ihre  Projectionen  {0)ABC 
und  verbindet  ihre  Endpunkte  durch  Linien,  so  müssen  diese 
Linien  parallel  laufen  mit  den  Verbindungslinien  der  ursprünglich 
gegebenen  Qa  Qb  Qc*  Trifft  das  zu,  so  kann  man  auch  die  ange- 
nommenen Q'xQy  Q»  auf  (0)  Ä  ¥  Z  projiciren,  und  durch  Parallel- 
linien die  wahren  Längen  von  q^;  Qy  q»  bestimmen.  Mit  diesen 
werden  die  Ellipsen  der  Hauptschnitte  gezeichnet.  Diese  Art 
Regula  falsa  wurde  auf  der  Zeichnung  nicht  ausgeführt,  sondern 
die  Qa  Qb  q'c  mit  den  wahren  Axenlängen  construirt. 

Die  Endpunkte  der  Axen   wurden   in  die  Bildebene  nach 
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Qx  Qy  Q^  projicirt,  dann  mit  den  drei  Axenlängen  in  den  drei  um- 
gelegten Hauptschnitten  die  Ellipsen  derselben  gezeichnet,  und 
damit  ist  der  Zweck  der  Aufgabe  erfüllt;  man  sieht:  in  der  Rich- 
tung (0)  JC  findet  die  grösste  Inanspruchnahme  des  Materials 
ausserhalb  des  Ordnungskegels  mit  q^  statt,  im  Ordnungskegel, 
nach  der  Richtung  (0)Z  mit  ^x.  Die  Richtung  der  auf  eine  belie- 
bige Ebene  wirkenden  Kraft  erhält  man  durch  den  Pol  ihres 
Schnittes  mit  der  Bildebene  in  Bezug  auf  die  Ordnungshyperbel, 
und  ihre  Grösse  durch  Umklappung,  genau  wie  Qatc  erhalten 
wurden«  Um  jedoch  alle  diese  Verhältnisse  klarer  darzustellen, 
wurden  noch  das  Ellipsoid,  dessen  Schnitte  mit  den  der  Ebenen 
der  beiden  Dreikante  ABC^  XYZ  und  dem  Ordnungskegel  con- 
struirt,  endlich  wurde  noch  die  auf  der  Bildfläche  normale  Ebene 
durch  X  und  durch  den  Pol  der  Bildebene  umgeklappt 

Der  das  Ellipsoid  projicirende  Cylinder  berührt  es  in  der  dem 
Durchmesser  0  {0)  coi\jugirten  Diametralebene.  Den  drei  Dia- 
metralebenen (0)  0)  X  Y  Zy  welche  je  durch  eine  Axe  gehen  und 
den  Strahl  (0)  0  enthalten,  entsprechen  die  drei  Strahlen  Cj^Cy  e\ 
welche  in  einem  Uauptschnitt  liegen,  den  Durchmessern  (0)  Ox  0^0^ 
conjugirt  sind,  und  die  Bildebene  in  E^f  Ey  E»  durchstossen,  in  der 
0  (0)  conjugirten  Ebene  liegen,  und  deren  Schnitt  mit  der  Bildebene 
demnach  die  Verbindungslinie  E  dieser  Punkte  ist.  Man  erhält 
die  Projectionen  der  Endpunkte  von  e'a,  Oy  e\  in  e^^  Cy  e^  auf  den 
Strahlen  0)  Ej.  Ey  £,.  In  diesen  Endpunkten  wird  das  Ellipsoid 
von  Parallelebenen  zu  yO)  0)X  Y  Z  berührt,  demnach  laufen  auch 
die  Tangenten  der  Projectionsellipse  in  Cj.  ty  e^  parallel  mit  0)  X  Y  Z. 
Wir  haben  jetzt  6  auf  drei  Durchmessern  liegende  Punkte  der 
Projectionsellipse  mit  ihren  Tangenten ,  was  mehr  als  hinreicht, 
um  sie  zu  zeichnen. 

Die  Projection  eines  jeden  Diametralscbnittes  berührt  die 
Projection  des  Ellipsoids  in  dem  Strahl  oder  Durchmesser  von 
0,  welcher  durch  den  Schnitt  der  Spur  der  Diametralebene  mit  E 
geht;  es  werden  daher  alle  Parallellinien  zu  den  gemeinschaftlichen 
Tangenten  an  den  Enden  dieser  Durchmesser  in  proportionale 
Theile  durch  die  beiden  Ellipsen  getheilt.  Diese  Eigenschaft 
haben  wir  benützt  um  die  6  Ellipsen  in  den  Schnitten  (0)  X  Y  Z 
und  (fi)  A  B  C  zu  zeichnen.  Jede  der  drei  Ellipsen  in  (ß)  X  Y  Z 
geht  durch  zwei  der  drei  Punkte  ^x  Qy  Q^  und  berührt  die  Projec- 
tion des  Ellipsoids  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  e^Cy  e^. 
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Da  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  parallel  zxx  0)  X  Y  Z  lau- 
fen, so  wurden  zunächst  zwei  Parallele  zu  dieser  Linie  durch  die 
beiden  der  Punkte  ^ar  Qy  Qz  »  durch  welche  die  Ellipse  gehen  soll, 
gezogen ,  dann  das  Beductionsverhältniss  der  Abschnitte  zwischen 
den  beiden  Ellipsen  und  dem  Durchmesser  ermittelt  und  endlich 
eine  Keihe  weiterer  Ordinaten  nach  demselben  Verhältniss  redu- 
cirt.  Bei  der  Gonstruction  der  drei  Ellipsen  in  den  Schnitten 
(ß)  yi  B  C  wurde  gerade  so  verfahren ,  nur  mussten  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  an  den  Berührungspunkten  erst  gezeichnet 
werden,  weil  sie  von  vorn  herein  noch  nicht  vorhanden  waren. 

Um  beliebige  Ebenen  durch  (0)0  leicht  umlegen  zu  können, 
sollte  man  die  Länge  des  in  dieser  Linie  liegenden  Ellipsoiden- 
strahles  q'o  kennen,  wir  erhalten  ihn  durch  Umklappen  der  Ebene 
(0)0Z  genau  wie  weiter  oben  QaQoQc  erhalten  wurden.  q„^ 
wurde  in  dem  Hauptschnitt  0.  FT  construirt,  dann  (0)0  Z  umge- 
klappt, wobei  wie  sich  von  selbst  versteht  Oo  auf  den  Distanzkreis 
r  fällt,  und  dort  wurde  mit  Hülfe  von  q^  und  Qosy  die  gesuchte  Länge 
Qo  bestimmt.  In  allen  Schnitten  durch  (0)  0  ist  dieser  Halbdurch- 
messer dem  Durchmesser  in  der  Ebene  E  conjugirt,  weil  diese 
Ebene  dem  Strahl  (0)  0  conjugirt  ist. 

Mittelst  dieser  beiden  conjugirten  Durchmesser  kann  man 
alle  durch  (0)  0  gehenden  Ellipsen  zeichnen,  ohne  auf  die  Haupt- 
schnitte zurückzugreifen.  Wir  wollen  nach  dieser  kurzem  Methode 
die  Ebene  umklappen,  welche  den  der  Bildebene  conjugirten 
Durchmesser,  also  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  des  Ellipsoids 
bezüglich  der  Bildebene  enthält. 

Dieser  Durchmesser  geht  durch  den  Pol  oo  der  unendlich- 
fernen Geraden  der  Bildebene,  bezüglich  des  Polarsystem  das 
durch  das  Ellipsoid  erzeugt  wird.  Er  liegt  in  dem  Durchschnitt 
der  drei  Linien,  welche  Ä,  F,  Z  mit  den  Mittelpunkten  M^iMy  Mm 
der  Involutionen  in  den  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden. 
(0)  fällt  bei  dem  Umklappen  nach  0^  auf  den  Schnitt  einer  Senk- 
rechten zu  Ooc  mit  dem  Distanzkreis,  auf  derselben  Senkrechten 
wurde  abwärts  gegen  0,  Qo  aufgetragen.  Die  Verbindungslinie 
von  0^  mit  dem  Schnitt  der  Spur  0  oo  und  E^  ist  der  Qo  conju- 
girte  Durchmesser,  die  Endpunkte  desselben  liegen  vertical  über  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  0  oo  der  Projection  des  Ellipsoids. 
Mittelst  dieser  beiden  conjugirten  Durchmesser  kann  die  Ellipse 
gezeichnet  werden.     Der  höchste  und  der  tiefste  Punkt  liegt  auf 
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der  Linie  0^  co  und  isl  dem  Durchmesser  parallel  zur  Bildebene 
oder  parallel  zu  Ooo  conjugirt.  Dieser  letzte  Durchmesser  ist  als 
Theil  des  Parallelschnittes  zur  Bildebene  dem  zu  E  parallelen 
Durchmesser  der  Projection  desEllipsoids  conjugirt.  Wir  mochten 
diese  Ellipse  nicht  einzeichnen ,  weil  wir  deren  schon  zu  viele  auf 
dem  Ellipsoid  haben.  Wenn  die  Hauptschnitte  die  Form  des 
Ellipsoids  am  klarsten  zur  Anschauung  bringen,  so  macht  die 
zuletzt  gezeichnete  Ellipse  dessen  Stellung  zur  Bildebene  am 
deutlichsten. 

Sehr  viel  zur  Deutlichkeit  hr'ä,gi  auch  der  eingezeichnete 
Ellipsenscbnitt  der  Bildebene  mit  dem  Ellipsoid  bei.  Von  demsel- 
ben sind  der  Mittelpunkt  oo  und  ausserdem  je  zwei  Schnittpunkte 
mit  den  Ebenen  (0)  A  B,  B  C,  ÄY,  ÄZ,  0  oo  im  Ganzen  also 
10  Punkte  oder  mit  Hülfe  des  Mittelpunktes  20  Punkte  bekannt, 
so  dass  er  sehr  scharf  gezeichnet  werden  kann. 

Ausser  dieser  Ellipse  wurde  auch  noch  der  Schnitt  der  Drei- 
kantseiten  und  des  Ordnungskegels  mit  der  Bildebene  eingezeichnet 
Denkt  man  sich  die  Bildebene  horizontal,  und  den  unter  ihr  liegen- 
den Theil  des  Ellipsoids  mit  Wasser  angefüllt,  so  entstehen  zwei 
kleine  Seen,  welche  von  der  Ellipse  und  einerseits  von  der  Hyper- 
bel, andrerseits  von  den  Dreikantschnitten  begrenzt  sind.  Die 
vorhin  gezeichnete  Ellipse  durch  die  Verticalebene  0  oo  stellt 
einen  Querschnitt  durch  den  tiefsten  Punkt  des  Sackes  dar;  dieser 
tiefste  Punkt  wurde  durch  einen  stärkeren  Punkt  markirt. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  Durchdringungscurve  des 
Ordnungskegels  und  des  Ellipsoids  zu  zeichnen.  Beide  Flächen 
zerfallen  innerhalb  der  acht  durch  die  Hauptschnitte  gebildeten 
Dreikantc  in  ebenso  viele  vollkommen  gleiche,  congruente  oder 
symmetrische  Theile,  daher  wird  auch  die  Durchdringungscurve 
aus  acht  solchen  Stücken  bestehen  müssen;  und  wegen  dieser 
Symmetrie  und  Congruenz  wird  auch  die  Curve  aus  dem  unendlich 
fernen  Punkt  jeder  Axe  so  auf  den  conjugirten  Hauptschnitt  pro- 
jicirt,  dass  auf  jedem  Projectionsstrahl  zwei  Punkte  liegen.  Da 
nun  die  Durchdringungscurve  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist,  und 
jeder  Kegel  der  eine  solche  Cuitc  so  projicirt,  dass  je  zwei  Punkte 
der  Curve  auf  jedem  seiner  Strahlen  liegen ,  ein  Kegel  zweiter 
Ordnung  ist,  so  sind  die  Projectionen  auf  die  Hauptschnitte 
Kegelschnitte.     Wegen    der  eben   hervorgehobenen  Symmetrie 
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müssen  auch  die  Axen  ofx  Qy  Qx  in  den  Hauptschnitten  die  Axen 
dieser  Kegelschnitte  sein.  Da  die  Spitze  des  Ordnungskegels  im 
Innern  des  Ellipsoids  liegt,  so  muss  die  Gurve  in  zwei  vollkommen 
getrennt  geschlossene 9  gewundene  Ringe  zerfallen,  durch  deren 
Mitte  die  Axe  0  Z  geht.  Die  beiden  Ringe  projici]*en  sich  auf  die 
EbeneJir  0,  Y  als  ganze  Ellipse.  Die  Axenlängen  0, 1  =  0,  5 
ergeben  sich  als  die  Ordinaten  der  Schnitte  der  beiden  Oi-dnungs- 
strahlen  mit  der  Projectionsellipse  \n  Ä  Oy  Z  wo  sie  direct  ab- 
gegriffen werden  können;  in  Y  Oj:Z  fallen  die  Projectionen  auf 
die  Axe  0,  Z.  Die  Axenlängen  0^  3  =  0,  7  ergeben  sich  in 
gleicher  Weise  als  die  Ordinaten  y  der  Schnitte  der  beiden  Ord- 
nungsstrahlen mit  der  Projectionsellipse  in  Y  Oj.  Z;  in  X  Oy  Z 
fallen  die  Projectionen  auf  die  Axe  0^  Z.  Von  der  Ellipse  0, 
sind  jetzt  die  zwei  Axen ,  von  der  Hyperbel  0^  eine  Axe  Oy  (3  7) 
und  die  beiden  Punkte  1  und  5 ,  von  der  Ellipse  0^,  ebenfalls  die 
Axe  Oj.  (l  5)  und  die  zwei  Punkte  3  7,  die  drei  Kegelschnitte 
können  daher  gezeichnet  werden. 

Zusammengehörige  Projectionen  desselben  Punktes  können 
leicht  gefunden  werden ;  nimmt  man  z.  B.  in  X  0^  Y  den  Punkt  2 
beliebig  an ,  so  bestimmt  das  ^'2  desselben  in  X  Oy  Z  und  das  y^ 
in  YO^Z  einen  Punkt  auf  jedem  der  beiden  Ringe,  welche  gleiche 
z^  haben ,  wodurch  auch  die  beiden  andern  Projectionen  der  zwei 
Punkte  bestimmt  sind,  welche  über  2  in  X  O^Y  liegen.  Wird 
von  den  Zeichen  abstrahirt  und  irgend  eine  Ordinate  angenommen, 
so  findet  sich  in  jedem  der  acht  Coordinatendreikante  ein  Punkt 
dieser  Ordinate;  wegen  der  oben  erwähnten  Congruenz  und  Sym- 
metrie der  Curvenstöcke  in  jedem  der  Dreikante ,  bilden  die  Pro- 
jectionen dieser  zwei  mal  vier  Punkte  2  4  6  8,  Rechtecke  in  jedem 
Hauptschnitt,  die  eingezeichnet  sind  so  weit  sie  auf  das  Blatt 
fallen;  im  Raum  bilden  sie  das  rechteckige  Parallelepipedon 
2  4  6  8  2'  4'  6'  8'. 

Die  Projectionen  derCurvenpunkte  auf  die  Bildebene  ergeben 
sich  sehr  genau  aus  dem  Schnitt  der  drei  Projectionslinien  parallel 
zn  0)  X  Y  Z  aus  jedem  Hauptscbnitt.  Die  Projectionslinien  der 
geraden  Punkte  wurden  als  Seiten  des  Parallelepipedons  gestricht. 
Ausserdem  liegen  noch  die  Punkte  1 5  auf  einem  Projectionsstrahl 
parallel  zu  0  X^  und  die  Punkte  3  7  auf  einem  solchen  parallel  zu 
0  Y,  Besondere  Punkte,  .die  für  das  Zeichnen  der  Gurve  sich  sehr 
nützlich  zeigen,  sind  die  zwölf  Punkte  auf  den  sechs  Projections* 
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strahlen,  von  denen  je  zwei  eine  Projeetion  der  Curve  auf  die 
Hauptschnitte  berühren;  im  Bild  projicirt  die  Curve  dieselben 
Strahlen,  so  dass  wir  nicht  allein  diese  Punkte,  sondern  auch  ihre 
Tangenten  erhalten.  Einige  dieser  Punkte  sind  eingezeichnet,  ihre 
Construction  weicht  nicht  von  der  allgemeinen  ab. 

Zu  den  besondern  Punkten  gehören  auch  die  vier  Punkte,  in 
welchen  die  Curve  die  Projeetion  des  EUipsoids  berührt,  sie 
liegen  auf  den  zwei  Strahlen  von  0  nach  den  Schnitten  der 
Orduungshyperbel  mit  der  Linie  E.  Ferner  die  vier  Punkte  auf 
den  Tangenten  von  0  an  die  Ordnungshyperbel,  indem  diese 
Tangenten  in  diesen  Punkten  auch  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve  sind,  von  diesen  konnte  nur  der  zwischen  3  und  4  ange- 
deutet werden ,  weil  der  zwischen  7  und  8  mit  dem  Strahl  des 
Kegels  in  der  Ebene  (0)  A  C  zusammenfällt  Um  im  Allgemeinen 
den  Punkt  der  Durchdringungscurve  auf  einen  Strahl  des  Ordnungs- 
kegels zu  erhalten,  der  durch  seine  Spur  auf  der  Hyperbel  s  ge- 
geben ist,  hat  man  die  gegebene  Spur  aus  JT,  K,  Z  auf  die  gegen- 
überliegenden Seiten  von  JT  F  Z  zu  projiciren,  und  diese  Punkte 
mit  Oa^y^zn  verbinden,  dann  sind  diese  Verbindungslinien  die 
Projectionen  des  gegebenen  Strahles  auf  die  Hauptschnitte ,  und 
schneiden  daher  auf  den  Projectionen  der  Durchdringungscurve 
den  gesuchten  Punkt  aus.  In  der  Zeichnung  wurde  diese  Con- 
struction nicht  angegeben,  weil  die  eine  der  Spuren  der  Tangenten 
weit  über  die  Grenzen  des  Blattes  fällt,  und  die  andere  zwischen 
den  Punkten  1  8,  wegen  der  Nähe  dieser  Punkte  nicht  mehr  deut- 
lich gezeichnet  werden  konnte.  Ist  einmal  die  Curve  gezeichnet, 
so  ist  die  Strecke  eines  jeden  Strahles  durch  0  die  Projeetion  der 
Strecke*des  entsprechenden  Strahles  durch  (0)  zwischen  der  Bild- 
ebene und  dem  EUipsoid.  Projicirt  man  insbesondere  die  acht 
Punkte  2  4  6  8  2'  4'  6'  8'  des  Parallelepipedons  aus  (0)  auf  die 
Hyperbel,  so  liegen  je  zwei  gegenüberliegende  Punkte  26,48,62', 
84'  auf  einem  Strahl  von  (0),  so  dass  nur  4  Hyperbelpunkte  2"  4' 
6"  8'  ausgeschnitten  werden.  Die  Verbindungslinien  je  zweier 
gegenüberliegender  dieser  Punkte  gehen  durch  einen  der  Punkte 
X  Y  Z;  denn  diese  Verbindungslinien  können  als  Schnitte  von 
Ebenen  durch  zwei  gegenüberliegende  parallele  Kanten  des  Parallel- 
epipedons betrachtet  werden ,  welche  auch  die  Axe  mit  der  die 
Kanten  parallel  laufen,  enthalten.  Von  diesen  vier  Punkten  fallen 
nur  2''  und  8"  auf  das  Blatt,  ihre  Verbindungslinie  geht  durch  Y. 
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Da  das  eben  Gesagte  auch  umgekehrt  werden  kann  so  folgt,  dass 
jedes  der  Hyperbel  einbeschriebene  Viereck,  dessen  Poldreieck  mit 
Ä  Y  Z  zusammenfallt,  als  die  Projectionen  von  acht  symmetrisch 
gelegenen  Punkten  der  Durchdringungscurve  betrachtet  werden 
kann. 


131.  Bestimmungsweisen  des  Systems  der  Schnitte  und 
Kräfte,  Zug-  und  Druckcurven  in  Körpern. 

In  der  vorigen  Nummer  haben  wir  angenommen,  es  seien  drei 
den  gegenüberliegenden  Seiten  conjugirten  Kanten  eines  Dreikants 
gegeben  und  mittelst  dieser  die  Inanspruchnahme  des  Materials  in 
der  Spitze  des  Dreikants  darzustellen.  Es  ist  das  der  allgemeinere 
Fall,  weil  die  drei  Kräfte  in  den  Kanten  ganz  beliebig  gewählt 
werden  können ;  es  ist  auch  einer  der  instructivsten  Fälle,  weil 
erst  durch  Zusammensetzung  der  Kräfte  das  Polarsystem  der 
Kräfte  und  Schnitte  bestimmt  werden  konnte.  Allein  so  bietet 
sich  der  Fall  in  der  Praxis  nicht  dar,  sondern  es  werden  beliebige 
Schnitte  und  die  dazu  gehörigen  Kräfte  gegeben  und  nun  das 
Ellipsoid  zu  construiren  sein.  Wir  wollen  daher  hier  zeigen,  wie 
die  verschiedenen  möglichen  Fälle  auf  den  auf  Blatt  15  behandelten 
zurückgeführt  werden  können. 

Wir  schicken  voraus,  dass  durch  das  Polarsystem  der 
Kräfte  und  Schnitte  auch  die  Verhältnisse  der  Dimensionen  des 
Ellipsoids  gegeben  sind,  es  darf  dann  nur  noch  eine  Kraft  will- 
kürlich der  Grösse  nach  angenommen  werden,  um  die  absoluten 
Dimensionen  des  Ellipsoids  zu  fixiren. 

Es  seien  drei  Ebenen  als  Schnitte  gegeben ,  dann  dürfen  die 
Richtungen  der  auf  sie  wirkenden  drei  Kräfte  nicht  willkürlich 
angenommen  wei'den ,  sondern  es  müssen  um  ein  Polarsystem  zu 
bestimmen,  das  Dreikant  der  Ebenen,  und  das  der  Kräfte  perspec- 
tivisch  liegen.  Es  seien  ^  B  C  die  Ebenen  im  Strahlenbündel, 
dann  können  die  Richtungen  von  a  und  b  die  auf  ^und^  wirken, 
ganz  willkürlich  angenommen  werden,  die  Richtung  der  auf  C 
wirkenden  Kraft  cmusB  so  gewählt  werden,  dass  die  Ebenen  a(^C), 
b  (CA)  und  c  {AB)  sich  in  einem  Strahle  S  des  Bündels  schnei- 
den, oder  was  dasselbe  ist  so,  dass  die  Schnittlinien  der  Ebene 
{ab)  C,  (bc)  A  und  (ca)  B  iii  einer  Ebene  s  liegen.     Die  Wahl 
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der  Kraft  c  ist  daher  auf  die  Ebene  s  iAB)  beschränkt.  Wählt 
man  sie  in  dieser  Ebene,  so  bestimmen  nach  bekannten  Gesetzen 
der  Geometrie  der  Lage  die  vier  Pole  s  a  b  c  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden Polkren  S  A  B  C  ein  Polarsystem  mit  oder  ohne 
Ordnungscurve,  das  gerade  so  bestimmt  werden  könnte,  wie  das 
der  vorigen  Nummer  aus  einem  Polardreieck  und  dem  Mittelpunkt 
des  Systems.  Aus  dem  Polarsystem  ergiebt  sich  dann  das  EUip- 
soid  wenn  noch  irgend  eine  Dimension  d.  h.  eine  Kraft  willkürlich 
angenommen  wird.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch, 
wenn  man  die  zuerst  angenommene  Kraft  nach  den  Richtungen 
der  Kanten  von  ABC  zerlegt  dann  die  beiden  übrigen  Seiten- 
kräfte so  wählt,  dass  ihre  Seitenkräfte  den  Bedingungen  von 
Nr.  129  S.  537  entsprechen.  Wir  wollen  hier  nur  die  Identität 
der  beiden  Bestimmungsarten  hervorheben,  ohne  näher  darauf  ein- 
>zugehen.  Der  eben  behandelte  Fall  wird  übrigens  der  in  der 
Praxis  am  häufigsten  vorkommende  sein. 

Der  folgende  Fall  ist  nahezu  identisch  mit  Taf.  15.  Es 
seien  zu  zwei  Ebenen  A  und  B  die  Richtungen  und  auch  die 
Grössen  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  ganz  willkürlich  angenom- 
men ;  dann  darf  auch  noch  die  im  Schnitt  von  A  B  «^  c  wirkende 
Kraft  als  Kraft  auf  die  Ebene  a  b  ^=^  C  willkürlich  angenommen 
werden.  Denn  nach  Nr.  126  ist  durch  die  Schnitte  von  A  und  B 
und  die  darauf  wirkenden  Kräfte  a  und  b  die  Involution  der  Kräfte 
und  Schnitte  nebst  der  Kräfteellipse  in  der  Ebene  C  vollständig 
bestimmt,  und  es  lassen  sich  daher  in  derselben  zwei  conjugirte 
Ebenen  A  und  B  so  angeben,  dass  a  in  B  und  b'  \nA  liegt,  und 
d  und  b'  auch  der  Grösse  nach  bestimmt  sind.  Wird  jetzt  auch 
im  Schnitt  von  A  B  =^  A  B  die  Kraft  c  als  auf  a  b  ^=^  d  b^  wir- 
kend angenommen ,  so  ist  der  Fall  auf  den  von  Taf.  15  zurück- 
geführt. Ist  überhaupt  auf  die  eben  angegebene  oder  auf  irgend 
eine  andere  Weise  die  Involution  der  Kräfte  und  Schnitte  in  einer 
Ebene  eines  Bündels  und  die  auf  die  Ebene  wirkende  Kraft  ge- 
geben, so  darf  nur  noch  zu  einer  beliebigen  zweiten  Ebene  die 
Kraft  darauf  so  angenommen  werden,  dass  die  Ebene  der  beiden 
Kräfte  durch  den  Strahl  der  ersten  gegebenen  Ebene  gehe,  welcher 
dem  Schnitt  der  beiden  Ebenen  conjugiii;  ist. 

Man  wird  wohl  nie  von  dem  Satz  Gebrauch  zu  machen  haben, 
dass  ein  Polarsystem  auch  durch  ein  Fünfkant  gegeben  ist,  in 
welchem  jeder  Kante  die  gegenüberliegende  Seite  zugeordnet  ist. 


131.    Bestimmaagsweisen  des  Systems  der  Schnitte  und  Kräfte,  etc.     557 

Wären  für  alle  Punkte  eines  Körpers  die  Polarsysteme  der 
Schnitte  und  Kräfte  gegeben »  so  könnte  man  in  ähnlicher  Weise 
wie  es  Nr.  127  S.  531  fUr  die  Ebene  angedeutet  worden  ist,  auch 
das  Wirken  der  Kräfte  im  Innern  von  Körpern '  darstellen.  Von 
einem  Punkte  ausgehend  seien  die  drei  Äxenrichtungen  be- 
stimmt. Ist  nach  einer  dieser  Axen  das  Material  in  entgegen- 
gesetzter Weise  als  wie  nach  der  Richtung  der  zwei  andern 
in  Anspruch  genommen,  so  nehmen  wir  auf  diesen  beiden 
Axen  in  endlicher  aber  kleiner  Entfernung  vier  weitere  Punkte 
an,  und  führen  für  dieselben  die  gleichen  Axenbestimmungen  aus; 
sie  geben  uns  acht  weitere  Punkte,  die  nicht  in  der  gleichen  Ebene 
als  wie  die  ersten  vier  liegen ,  von  diesen  gehen  wir  zu  weitern 
12  über  u.  s.  f. ;  denkt  man  sich  den  Raum  zwischen  je  4  solcher 
Punkte  durch  windschiefe  Flächen  ausgefüllt,  so  ist  das  Resultat 
dieser  ersten  Operation:  eine  beliebig  krumme  Fläche,  überzogen 
Ton  einem  Netz  rechtwinkelig  sich  schneidender  Trajectorien ,  in 
deren  Schnittpunkten  Normallinien  sich  erheben,  lieber  und  unter 
der  Fläche  können  zwei  weitere  construirt  werden  u.  s.  f. ;  das 
Endresultat  der  ganzen  Operation  ist:  Ein  Bündel  von  Linien,  die 
sich  durch  den  Körper  ziehn  und  die  von  normalen  Schichtenflächen 
geschnitten  werden.  Nach  der  Richtung  der  Linien  ist  das  Material 
in  einem  Sinne  am  stärksten  in  Anspruch  genommen ,  nach  allen 
Richtungen  in  der  Fläche  in  entgegengesetzter  Richtung,  oder  auch 
in  gleicher,  wenn  die  Inanspruchnahme  überall  die  gleiche  ist. 
In  den  Flächen  selbst  können  noch  durch  Liniennetze  die  Maxi- 
mal- und  Minimalinanspruchnahme  angedeutet  werden.  Würde 
man  noch  in  allen  Kreuzungspunkten  die  Grösse  der  in  den 
kreuzenden  Linien  wirkenden  Kräfte  andeuten ,  so  wäre  die  In- 
anspruchnahme des  Körpers  im  Innern  vollständig  dargestellt. 

Leider  aber  muss  gesagt  werden,  dass  diese  Darstellung  prak- 
tisch unausführbar  sei.  Die  Zeichnung  der  vorigen  Nummer  hat 
grosse  Mühe  und  verhältnissmässig  viel  Zeit  gekostet,  kostet  auch 
noch  viel  Zeit,  selbst  wenn  man  sich  auf  die  Bestimmung  der  Axen- 
richtung  beschränkt;  diese  Arbeit  für  etwa  100  Punkte,  was  sehr 
wenige  wären,  auszuführen,  ist  eine  Arbeit,  die  die  Kräfte  und  Zeit, 
die  auf  irgend  ein  Project  verwendet  werden  kann,  weit  übersteigt. 
Im  Raum  beschränkt  man  sich  deshalb  darauf,  die  Zug-  und  Druck- 
curven  für  mehrere  Längenschnitte  auszuführen. 
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Wie  in  Nr.  129  bestimmen  wirdieanf  die  Ebene  ABC  Fig.  196  Nr.  536  wir- 
kenden Kräfte  mittelst  derjenigen  die  auf  die  drei  Seitenflächen  AOBy  BOCun^ 
C  0  A  wirken.  Wir  nehmen  diese  drei  Ebenen  als  Coordinatenehenen  an,  und 
setzen  gans  wie  früher : 

Die  Coordinaten  der  Ebenen  ABC^^  ^,  17.  (, 
die  Cosinus  der  Coordinatenaxenwinkel  »»  «oj  012  o^y 
die  Sinus  derselben  ■-  Ux  o$t  <^  s» 

Off 

die  auf  und  in  der  Coordinatenebene  g  wirkenden  Kräfte  «»  -^ 

pro  Flächeneinheit. 

Die  ganzen  auf  die  Fläche  g  wirkenden  Kräfte  sind  nun  laut  Nr.  129  S.  538. 


Rg^ 


Qff 


worin  gik  irgend  eine  der  Combinatloneii  1  2  8  beaeicbnet  ond  ||  {^  la  mit  |,  17,  C 

identisch  ist. 

Die  SU   den  Coordinaten   parallelen  Seitenkräfte,   welche  auf  die  Fläche 
F^  ^^  ABC  wirken  seien  X YZ^  und  pro  Flächeneinheit  x « ^. 

Dann  ist  offenbar : 


1  s 


«^it 


2^«?  • 


Die  Fläche  F4  ergiebt  sich  ans : 


4  I«  I?«  C*  i^4  «*  — 


Man  hat  daher 


1  ofj  a>s  f 

Ws   1    w,  ^ 

a»2  <»i   1  C 

^  1  c 


2* 


Setzt  man : 


<f  —         Qx         «1  i      «1  3 

^'i  1    P«      ^'■j  3 

^Si      *3  i      ^3 

and   die   Unterdeterminaoten  von  tf  gleich  «fiA  =»  d^i  so  findet  man  ans  obigen 
Gleichungen : 
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Die  Snbstitution  dieser  Werthe  von  ^  17  C*  in  cite  sn  i4  B  C  parallelen  Ebene 
durch  den  Ursprung: 

giebt  die  Gleichung  der  der  Richtung  x  1  ^  entsprechenden  Ebene : 

<f,,  xx  +  <f,t(xy  +  ix)  +  (fjijey  +  (f,8  (xz  +  ^x)  +  dia  (12  +  ^y) 

+  das  ^z*B  0. 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  die  Polargleichnng  des  Kegels : 

dl ,  X»  -|-  2  di  2  X  y  +  dj  j  y*  +  2  d^i  3  a:  2  +  2  ^23  y  «  +  ^33  a*  «  0. 

*    Sollen  conjngirte  Elemente  dieser  Kegelfläche  senkrecht  aufeinander  stehen, 
80  giebt  der  Vergleich  der  auf  xy  z  senkrechten  Ebene : 

(x  +  »3  y  +  wj  a)  05'  +  («,  X  +  y  +  Ol,  2)  y'  +  («»2  a:  +  «i  y  -f  2)  2  =■  0 

mit  der  Polargleichung : 

(dtja:+  d,2y  +  di3  2)x'  +  (d2i  +  djjy  +  «^aa«)^  +  («'312;+ «^ss^  +  «Jis«)«'  — 0: 

(d; ,  a:  +  dt  2  y  +  d;  3  2)  Ä  «        35  +  «»ay  +  ai2  2, 
(d'a,  a;  -f  (Tja  y  +  <^23  «)  A  «  «3  a?  +       y  +  Wi  «,* 

wenn  X  eine  Constante  ist. 

Diese  drei  Gleichungen  können  aber  gleicheeitig  nur  dann  bestehen  wenn : 

«  0  ist. 


dl,  i  —  1, 

d|  2  Ä        1113, 

if  i  3  ^  —  «2 

^tx  Ä  —  W3. 

d'22A-      1, 

di  3  A  —  fti, 

«^11  A          ö^t» 

daj  A  —  w,, 

*3A-    l 

Da  aber  diese  Determinante  in  Bezug  auf  ^  vom  dritten  Grade  ist,  so  giebt  es 
nur  drei  Werthe  für  die  Constante,  welche  obige  drei  Gleichungen  möglich  machen. 
Hat  man  diese  drei  Werthe  durch  Auflösung  der  cubischen  Gleichung  gefunden  (in 
der  analytischen  Geometrie  wird  bewiesen ,  dass  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
immer  reell  sind)  und  einen  derselben  in  die  Determinante  substituirt,  so  verhalten 
sich  die  Axencoordinaten  wie  die  Unterdeterminanton  einer  Zeile  oder  Colonne. 

Für  bestimmte  Werthe  von  dik  sind  diese  Operationen  leicht  ausführbar,  all- 
gemein algebraisch  so  viel  uns  bekannt  ist,  wurden  sie  noch  nicht  durchgeführt. 

Gleichungen  zwischen  xi^  allein,  d.  h.  die  Gleichung  des  Kräfteellipsoids 
erhält  man  durch  die  Substitution  der  oben  gefundenen  Werthe  von  ^vi^^  in  die 
Determinante  Z^.     Sie  ergiebt : 
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1 

«3 


(ü. 


«^1 


+  «'i  3  ^> 


<f,  1 1,  «fj 


«3 
I 

als 


Ol, 
Oll 

1 


«'t  I   «  +    «^  «  «   +   «'l  3 
(fll  X   +   dij  *  +   <fj3 


^ 
^ 
* 


Die  Cpordinaten  zweier  Ebenen,  die  senkrecht  aufeinander  stehen,  genfigen 
der  Gleichnng : 

0    BS  1      01^     Olf     { 


I 


«3  '   «i  n 

Ols  Oll      IC 
I     »7      C    0 


Snbstituirt  man  in  diese  Gleichung  für  1 17  (  die  eben  gefundenen  Werthe  in 
X  I  ^ ,  und  ffir  |'  vi  C\  die  in  x  /  ^' ,  so  erhält  man  die  Polargleichnng  der  im 
Kräfteellipsoid  conjugirten  Diametralebenen  und  Durchmesser.  Hieraus  geht  her- 
vor ,  dass  senkrechten  Schaittebenen ,  Bichtnngen ,  unendlich  ferne  Punkte,  ent- 
sprechen, welche  im  Kräfteellipsoid  conjugirt  sind. 

Hieraus  kann  man  scbüessen,  dass  der  Kegel  und  das  Ellipsoid  gleiche  Axen 
haben ;  denn  die  Azen  des  Kegels  sind  auch  im  Ellipsoid  coiOugirt.  Weil  ihre  drei 
Ebenen  gegenseitig  senkrecht  auf  einander  stehen ,  so  sind  ihre  gegenüberliegen- 
den Axen  auch  im  Kräfteellipsoid  conjugirt,  demnach  auch  die  Axen  dieses,  weil  sie 
senkrecht  aufeinander  stehen.  Die  oben  aufgestellte  Gleichung  von  X  bestimmt 
daher  auch  die  Axen  des  Ellipsoids. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen  die  drei  Ebenen,  von  denen  wir  ausgegangen  sind, 
und  die  wir  als  Coordinateoebenen  angenommen  haben ,  seien  im  Polarsystem  des 
Kegels  conjugirt,  dann  sind  laut  Nr.  129  S.  538  die  a  gleich  Null.  In  Folge 
dessen  wird : 

«^  ■=  ?i  ^«  ?3 ;   «'i  1  =  ^«  ^3  'i  ^2%  ^=  Qi  Q\t    <^33  =  ^1  ^«  •>    di  «  -="  <^j  j  «  «^3 1  —  0. 
Die  Gleichung  des  Ordnungsi^egels  reducirt  sich  auf: 


^  +  J(L  -i-  ^* 


9i 


^» 


es 


0. 


Die  Q  sind  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes,  Je  nachdem  sie  das  Mate- 
rial in  gleicher  oder  in  entgegengesetzter  Weise  in  Anspruch  nehmen.  Ist  das 
Material  in  den  drei  Richtungen  in  gleicher  Weise  beansprucht,  d.  h.  haben  die  drei  ^ 
gleiche  Zeichen,  so  giebt  es  keine  reellen  Werthe  von  xy  und  2,  welche  obiger 
Gleichung  genfigen ;  Der  Ordnnngskegel  ist  imaginär ,  was  jedoch  nicht  hindert, 
dass  in  dessen  Polargleichnng  jedem  reellen  Punkt  eine  reelle  Ebene  und  umge- 
kehrt conjugirt  sei. 

Sind  die  q  nicht  gleichen  Sinnes,  so  müssen  zwei  derselben  gleichen,  das  dritte 
entgegengesetzten  Sinnes  sein.     Der  Gleichung  dieses  letztem  weisen  wir  die  2 
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Axe  KU.     Diesem  Fall  entspricht  also  das  untere  Zeichen  des  dritten  Gliedes  der 
Kegelgleichung. 

Der  Ordnungskegel  ist  jetzt  reell ,  und  es  gelten  alle  Beziehungen  zwischen 
Schnitten  und  zugehörigen  Krafterichtnngen  die  weiter  oben  Nr.  129  S.  541  aufge- 
zählt worden  sind. 

Die  k  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Axen  des  Kegels  und  des  Ellipsoids, 
redttcirt  sich  nun  auf : 


^  l  —  ^s  ?i  4»      w, 


und  die  Gleichung  des  KräfteelHpsoids : 


o: 


1 

«s 

a>a 

X 

w. 

1 

OH 

^ 
^ 

a>i 

Ol, 

1 

^3 

X 

i 

^ 

0 

?i       ^a       ^3 

Oder  wenn  die  Uuterdeterminanten  des  Binns  des  körperlichen  Ecks  mit  onk 
bezeichnet  werden : 


X'  Xi 


+  Was 

+   «38 


+  2  ßi,3 h  2  Was  — — 


e3* 


Schliesslich  nehmen  wir  an ,  es  stehen  die  drei  conjngirten  Axen  senkrecht 
auf  einander ;  dann  werden  alle  oii  und  alle  oHk  mit  verschiedenen  Indexen  gleich  o, 
die  cDn»  1)  und  die  Gleichungen  des  Kegels  und  des  Ellipsoids  werden: 


X* 

+ 

y* 

± 

2« 

^1 

^2 

?3 

X« 

4. 

«« 

-U 

^» 

^1= 


^a'         es* 


0, 


—  1. 


Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  eine  der  unbekannten  Veränderlichen  «s  o, 
so  geben  sie  über  in  die  in  Nr.  128  S.  534  aufgestellten.  In  einem  Haupt- 
schnitt also  verhalten  sich  die  Schnitte  und  die  ihnen  conjugirten  Kräfte  mit  ihren 
Richtungen  wie  im  ebenen  Kräftesjstem.  Die  zusammengehörigen  Schnitte  und 
Richtungen  können  mittelst  der  Kreise  Nr.  127  S.  525  und  526  constrnirt  werden. 

In  Schnitten  jedoch,  die  nur  eine  Axe  enthalten,  findet  dies  schon  nicht  mehr 
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statt;  setxt  man  i.  B.  y  -«  rx  and  <  »  rx,  so  werden  die  Gleicbongen  des  Kegels 
und  des  Ellipsoids : 

nnd 

Nun  ist  aber  {  — -  +  — -  )  nicht  das  Quadrat  von  {  —  +  —  ),  mithin 

« 

gelten  auch  die  dortigen  Besiehnngen  nnd  Kreisconstructionen  nicht  mehr  für  solche 

Schnitte,  was  auch  mit  dem  in  Nr.  129  8.  542Qesagten  vollkommen  fibereinstimmt. 

Der  Schnitt  des  Kegels  mit  dem  Ellipsoid  kann  naturliah  nur  dann  reell  sein, 

wenn  der  Kegel  selbst  es  ist.    In  diesem  Fall  sind  die  drei  Projectionen  des  Schnittes : 

(•   _-L)^  +(_L+  -•)?•_... 
(_I___L)J?L  +  (_L  +  _L)iL.,. 

Von  diesen  drei  Projectionen  ist  die  erste  immer  eine  Ellipse ,  nnd  von  den 
beiden  andern  ist  die  eine  eine  Ellipse  nnd  die  andere  eine  Hyperbel ,  trotzdem 
dass  die  Curve  selbst  4ter  Ordnung  ist.  Dieses  Vorhältniss  ermöglichte  die  ein- 
fache Constmction  der  Durchdringungscurve  auf  Taf.  15  siehe  Nr.  130  S.  553. 


Zw^eites  Kapitel. 

Die  elastische  Linie. 


133.  Die  elastisclie  Linie  im  Allgemeinen. 

Die  Theorie  der  Elasticität  wird  in  dem  Baufach  vom  Ingenieur 
vorzugsweise  dazu  benutzt,  um  die  an  Balken  wirkenden  Kräfte, 
welche  durch  Oleichgewichtsbedingungen  nicht  von  vorn  herein 
gegeben  sind ,  näher  zu  bestimmen.     Z.  B.  ein  beliebig  belasteter 
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Balken  ruht  auf  2  Stützpunkten ,  die  nur  in  yerticaler  Richtung 
widerstehen  können;  wie  wir  Nr. 58  S.211  gesehen  haben,  lassen 
sich  in  diesem  Fall  die  an  Balken  wirkenden  Belastungen  nur  auf. 
eine  einzige  Weise  in  zwei  durch  die  Stutzpunkte  gehende  yerticale 
Kräfte  zerlegen,  und  wir  bedürfen  der  Elasticitätstheorie  nicht,  um 
sie  zu  bestimmen.  Kuht  aber  der  Balken  auf  mehr  als  zwei  z.  B.  n 
Stützpunkten,  so  genügen  die  Gleichgewichtsbedingungen  nicht 
mehr  um  die  drei  verticalen  Reactionen  der  Stutzpunkte  zu  be- 
stimmen ;  weil  n  —  2  derselben  ganz  willkürlich  angenommen,  mit 
den  übrigen  zusammengesetzt  und  die  entstehende  Mittelkraft  dann 
erst  nach  der  Richtung  der  Verticalen  durch  die  zwei  andern 
Stützpunkte  unzweideutig  zerlegt  werden  können;  und  das  ist  auf 
unendlich  viele  Weisen  möglich.  Diese  Vieldeutigkeit  wird  nun 
dadurch  aufgehoben,  dass  man  festsetzt:  die  Lage  der  Stutzpunkte 
dürfe  sich  bei  den  Verbiegungen,  welche  der  Balken  durch  die 
an  ihm  wirkenden  Kräfte  erleidet,  nicht  ändern.  Ebenso  ver- 
hält es  sich  mit  dem  Bogen ;  die  Widerlagerreactionen  sind  unbe- 
stimmt, weil  sie  in  verschiedenen  Richtungen,  bisweilen  auch 
höher  oder  tiefer  angenommen  werden  dürfen,  vergleiche  Nr.  55 
Fig.  109  und  110  S.  199,  und  demnach  das  Gleichgewicht  der  am 
Bogen  wirkenden  Kräfte  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
wiederhergestellt  werden  kann ;  auch  hier  wird  die  Zweideutigkeit 
dadurch  aufgehoben,  dass  man  festsetzt:  die  am  Bogen  wirkenden 
Kräfte  dürfen  bei  den  unvermeidlichen  Verbiegungen  die  Lage* 
der  Stützpunkte  und  die  Richtung  der  etwaigen  Auflagerflächen 
nicht  verändern. 

Bei  Bestimmung  der  diesen  Bedingungen  entsprechenden 
Kräften  (Pfeiler-  und  Widerlagerreactionen)  verfahren  wir  auf  die 
folgende  Weise:  wir.  bringen  an  dem  Balken  irgend  eines  der 
möglichen ,  also  den  Gleichgewichtsbedingungen  entsprechenden 
Kräftesysteme  an,  bestimmen  die  Verbiegungen,  welche  von  allen 
am  Balken  wirkenden  und  sich  von  Querschnitt  zu  Querschnitt 
ändernden  Kräften  herrühren,  und  führen  schliesslich  durch  Modi- 
fication  des  angenommenen  Kräftesystems ,  oder  was  dasselbe  ist, 
durch  Anbringung  von  Kräften ,  welche  das  Gleichgewicht  nicht 
stören,  deren  Summe  also  gleich  0  ist,  und  die  in  der  Regel  für 
einen  grössern  Theil  des  Balkens  constant  sind,  diejenigen  Punkte 
des  Balkens  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurück ,  welche  der  Natur 
der  Sache  gemäss  fest  sein  sollen. 
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Unsere  Aufgabe  zerfällt  also  in  zwei  Theile : 

1)  HUssen  die  von  beliebigen  Kräften  berrQhrenden  Form- 
änderungen des  Balkens  bestimmt  werden,  d.  h.  es  ist 
die  diesen  Kräften  entspreebende  elastische 
Linie  zu  construiren. 

2)  Gewisse  Punkte  sind  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurttck- 
zubringen,  oder:  die  elastische  Linie  ist  durch 
gegebene  Punkte  zu  fuhren,  indem  die  ursprüng- 
lich angenommenen  Kräfte  modificirt  werden. 

So  weit  diese  Aufgaben ,  namentlich  die  zweite ,  einer  allge- 
meinen Lösung  fähig  sind ,  sollen  sie  hier  behandelt  werden ;  auf 
weitere  Specialitäten  werden  wir  dann  später  bei  dem  continuir- 
lichen  Balken  und  bei  dem  Bogen  eintreten. 
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pressenden  und  scheerenden  Kräfte  hervorbringen. 

Wir  beschränken  unsere  Untersuchungen  auf  die  elastische 

Linie  in  der  Ebene.     Soll  also  durch  das  Wirken  der  Kräfte  am 

Balken  dieser  nicht  aus  der  Ebene  heraustreten ,  so  müssen  die 

^    ^^^  Mittelkräfte  aller  ausserhalb  eines  Querschnittes 

wirkenden  Kräfte  in  dieser  Ebene  liegen ;  Tor- 
sionskräfte,  die  nicht  um  Axen  drehen,  die  senk- 
recht auf  der  Ebene  stehen,  sind  ausgeschlossen, 
und  endlich  muss  die  Ebene  eineHauptaxe  der 
Centralellipse  eines  Querschnittes  enthalten. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  es  möglich  sein, 
die  Kräfte  ausserhalb  eines  Querschnittes  in 
drei  in  der  Balkenebene  wirkenden  Kräfte  zu 
zerlegen :  in  eine  nach  der  Richtung  der  Bal- 
kenaxe  wirkende  Kraft  Qy  in  eine  senkrecht 
auf  ihr  stehende  und  in  der  Ebene  des  Quer- 
schnittes wirkende  scheerende  Kraft  S  und 

Asi ""^^         in  eine  unendlich  ferne  Kraft,  die  wir  mit  ^ 

bezeichnen. 
Die  erste  Kraft  Q  drückt  das  Balkenelement  A  g  (Fig.  197)  in 
der  Richtung  der  Balkenaxe  zusammen.     Da  Q  in  dem  Schwer- 
punkt angreift,  so  liegt  die  neutrale  Axe,  um  die  sich  der  Quer- 
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schnitt  dreht,  als  Antipolare  des  Mittelpunktes  der  Centralellipse 
im  Unendlichen ;  der  Querschnitt  wird  demnach  parallel  zu  sich 
selbst  verschoben.  Es  wird  angenommen,  die  Kraft  q  pro  Flächen- 
einheit, die  nothwendig  ist,  um  eine  gewisse,  sehr  kleine  Zusammen- 
pressung X  pro  Flächeneinheit  zu  bewirken,  sei  der  Grösse  dieser 
Zusammenpressung  proportional,  so  dass  man  ^  =  -«  A  hat,  worin 
€  einen  Erfahrungscoefficienten,  den  Elasticitätsmodul  bezeichnet 

Ist  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  F,  so  ist  g  =»  -^  und  die 

F 

auf  die  Länge  des  Balkenelementes  A  s  treffende  Zusammenpres- 
sung X  A  s  gleich  -^  A  *. 

Da  der  Drehungswinkel  der  Endfläche  von  A  s  bei  dieser  Zu- 
sammenpressung =  0  ist,  so  wecden  alle  mit  dem  Element  A  s 
verbundenen  und  zusammenhängenden  Punkte,  z.  B.  das  Balkenende 
um  die  gleiche  Grösse  parallel  zur  Axe  von  A  s  verschoben. 

Während  unter  der  Einwirkung  von  Q  die  Länge  von  A  8  sich 
verkleinert,  vergrössern  sich  gleichzeitig  alle  Querschnittsdimen- 
sionen. 

Nimmt  man  an ,  dieses  finde  gleichmässig  nach  allen  Rich- 
tungen des  Querschnittes  um  die  Grösse  fi  pro  Längeneinheit  statt, 
so  wird  in  Folge  der  Verkürzung  und  der  Verbreiterung  des  Bal- 
kens das  Volumen  desselben  nach  der  Wirkung  der  Kräftig  gleich: 

(1  _  A)  (1  -f  fji)^  FA*  =  (l  +  2it«  — A  +  jU«  — 2A/*-jusA)f  A*. 

Die  Kraft  Q  konnte  das  Volumen  von  A  s  nur  verringern ,  es 
muss  daher,  weil  f*  und  l  so  kleine  Grössen  sind,  dass  die  höhern 
Potenzen  den  niedrigem  gegenüber  vernachlässigt  werden  können, 

fjf'  <i  -^  X  sein,  jii  liegt  daher  zwischen  0  und  —  X. 

Die  zweite  Kraft  S  verschiebt  den  Endquerschnitt  von  A  s  in 

seiner  eigenen  Ebene  F  in  der  Richtung  von  S.    Auch  hier  wird 

angenommen ,  dass  die  Kraft  a ,  welche  pro  Flächeneinheit  noth- 

wendig  ist,  um  den  Endquerschnitt  eines  Balkenelementes  von 

der  Länge  1  um  die  Grösse  9>  zu  verschieben ,  dieser  propoi-tional 

sei,  und  man  setzt  daher : 

a  1=  €  ^. 

Die  von  der  Kraft  S  herrührende,  auf  das  Balkenelement  A  s 

S  S 

treffende  Verschiebung  (p  A  s  ist,  weil  a  =  j^  ist, gleich -^  A  *, 
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Wir  reproduciren  hier  nach  Prof.  Clebsch's  Theorie  derElasti* 
citätS.  10  den  Beweis,  dass  «  zwischen 


—  und  —X-  €  liege,  d.  h. : 

Z  ö 


Fig.  198. 


-71 


'"T--^ 


Wenn  Q  gleich  S  ist,  so  ist  die  Verschiebung  des  Querschnittes 

in  der  eigenen  Ebene  in  Folge  der  scheeren- 
den  Kraft  2— 3mal  so  gross,  als  wie  die  Ver- 
schiebung desselben  in  der  flichtung  der  Axe 
in  Folge  der  Zusammenpressung  durch  Q. 

Es  sei  Fig.  198  der  Querschnitt  eines 
cubischen  Balkenelements,  dessen  Seiten- 
flächen den  Inhalt  1  haben,  es  sei  belastet 
mit  der  Kraft  q.  Unter  der  Einwirkung  dieser 
Kraft  wird  sich  die  Höhe  des  Elementes  um 
X  vermindern  und  die  Breite  um  ß  ver- 
grössem.    In  Folge  dieser  Aenderung  der 

Dimensionen  werden  die  ursprünglich  rechtwinkeligen  Diagonalen 

einen  stumpfen  Winkel  90  -{-  <p  mit  einander  bilden,  wie  die  Figur 

es  zeigt,  und  man  hat  offenbar : 


a¥'- >s;.« 


^ 


1  — 


19(45 


8P)  = 


1  + 


2 

r 


9> 


9 


1—  l 
l-\-fi' 


weil  der  Winkel  ^  sehr  klein  ist.     Hieraus  findet  man  nun : 

'2    y  (2  —  -i  +  /i)  =  A  -|-  /ii; 

oder  weil  A  ~  ^  als  sehr  kleine  Grössen  der  2  gegentlber  vernach- 
lässigt werden  können : 

Oben  ist  gezeigt  worden,  dass  fi  zwischen  0  und  —ö- fliege; 

3 
es  muss  also  im  vorliegenden  Falle  ^  zwischen  l  und  — —  fliegen. 

Da  4jp  sehr  klein  ist,  so  kann  es  als  die  Verschiebung  aller 
senkrecht  auf  den  Diagonalen  stehenden  Querschnittsflächen  in 
ihrer  eigenen  Ebene  betrachtet  werden ;  und  Herr  Prof.  Clebsch 
schreibt  nun  diese  Verschiebung  der  mit  dem  treffenden  Quer- 
schnitt parallel  laufenden  Seitenkraft  von  q  zu. 

Schneidet  man  den  Würfel  nach  der  Richtung  der  Diagonale 


134.    Die  FormäDderungeo  welche  die,  Balkenelemente  u.  s.  w.        5g7 

(wie  die  Fig.  198  es  andeutet)  und  zerlegt  man  q  im  Schnitt  mit 
ihr  in  zwei  Seitenkräfte,  wovon  die  eine  in  der  Schnittfläche  und 
die  andere  senkrecht  darauf  steht,  so  ist  jede  dieser  beiden  45^^ 

mit  Q  bildenden  Seitenkräfte  =  q  LZ-t-     Der  Flächeninhalt  einer 

Diagonalfläche  ist  aber  ==  }A  2,  wenn  der  einer  Wttrfelseite  «=  1 

ist;  die  auf  }^2  scheerend  vertheilte  Kraft  ?  [/-y  oder  die  schee- 
rende  Kraft  ist  demnach  gleich : 


-Kl«^»'^--!-«- 


Da  ^  ^  A  fi  ist,  so  haben  wir  jetzt  zwei  zusammengehörige 
W^rthe  von  c  und  9),  die  wir  in  die  Gleichung  o  z=^  ^  b  sub- 
stituiren  und  daraus  b  bestimmen  können,  nämlich : 

1 


woraus : 

fi'  «• folgt. 

Oben  haben  wir  gesehen,  dass  — j—  zwischen  den  Grenzen  0 

und  — — -  variire:   demnach  variirt  «'  zwischen  —^  und  -^-  c. 

Wenn  keine  bestimmteren  Angaben  über  b   vorliegen ,  so  kann 
man  jeweilen  b  «s  0,4  b  setzen. 

Zur  Gonstruction  der  von  Q  und  S  herrührenden  Verschiebungen 
ist  es  zweckmässig,  sie  in  der  Weise  zusammenzufassen,  dass  man 

B  6 

das  im  Verbal tniss  von  -r  vergrösserte  S,  also  -r  S  mit  Q  zu  ß' 

zusammensetzt,  siehe  Fig.  198,  wo  Q  mit  ^r-^  5  zusammengesetzt 

wurde  und  dann  die  von  Q'  herrührende  und  s  entsprechende  Ver- 

0' 

Schiebung  -^  A  sin  Richtung  und  Grösse  aufträgt.    In  Fig.  197 

geschah  es  dadurch,  dass  man  auf  einer  Linie  durch  den  Angriffs- 
punkt von  Q\  A  8  und  b  F  auftrug  und  durch  den  Endpunkt  von 
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A  s  eine  Parallele  zu  der  Verbindungslinie  S^  sF  zog,  welche  dann 
die  Verschiebung  auf  Q'  in  Richtung  und  Grösse  abschnitt,  wie  die 
Figur  es  zeigt.  Dass  diese  Gonstruction  gerade  nicht  über  jedem 
Bogenelement,  sondern  an  irgend  einer  andern  passenden  Stelle, 
z.  B.  bei  dem  Strahlenbilschel  der  Q  oder  A  s  ausgeführt  werden 
kann,  wo  dann  die  Linie  der  «  F  und  A  s  nur  einmal  zu  ziehen  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  Ebenso  dass  «  F  nicht  im  Maassstabe  der 
Q  und  S  aufgetragen  werden  müsse,  denn  es  ist  in  der  Regel  500 
bis  1000  Mal  grösser  als  alle  Kräfte ,  mit  denen  man  es  auf  dem 
Blatt  zu  thun  hat  und  die  gleicher  Art  als  wie  q  F  sind ;  trägt  man 

nun  statt  s  F,  — cFauf,  so  ist  es  klar,  dass  man  alle  Verschiebungen 

n 

in  nfach  vergrössertem  Maassstab  erhält,  was  bei  Zusammen- 
setzungen mit  andern  Linien  wohl  zu  beachten  ist.  Eerr  Prot  Mohr 
in  Dresden  empfiehlt  (1868  in  der  Hannoveranischen  Zeitschrift  d^ 
Ing.  und  Arch.  Ver.)  n  gleich  der  reciproken  Zahl  des  Maassstabes 
zu  setzen,  dann  erhält  man  die  Verschiebungen  in  natürlicher 
Grösse.  Es  ist  schön,  sich  an  dieses  Verhältniss  halten  zu  können, 
allein  immer  wird  das  nicht  möglich  sein. 

Durch  Aneinanderreihen,  d.  h.  durch  Summation  aller  den 
einzelnen  As  entsprechender  Verschiebungen  erhält  man  die  totale 
Verschiebung  eines  bestimmten,  mit  dem  Bogen  verbundenen 
Punktes,  z.  B.  seines  Endpunktes.  Das  -Summationspolygon  wird, 
wenn  die  q  sehr  klein  sind,  was  wo  möglich  immer  sein  sollte, 
eine  Figur  gleicher  Art  wie  der  Bogen  oder  Balken  selbst  sein. 

Können  die  S  vernachlässigt  werden  und  sind  die  —^  ttber 

den  ganzen  Balken  hin  constant ,  was  z.  B.  bei  einem  Bogen  der 
Fall  wäre,  dessen  Form  genau  mit  der  Drucklinie  zusammenfiele 
und  dessen  Querschnittsflächen  den  ausserhalb  wirkenden  Kräften 
proportional  wären :  so  ist  das  Summationspolygon  dem  Bogen  oder 
Balken  selbst  ähnlich ,  denn  alle  entsprechenden  Elemente  laufen 
parallel  und  verhalten  sich  wie  eF :  Q.  Lagen  die  Bogenenden 
ursprünglich  auf  einer  Horizontalen ,  so  würde  auch  das  Resultat 
der  Summirung  aller  Formänderungen  eine  horizontale  Linie  »» 

-^tel  der  Spannweite  sein. 

Genau  dieser  Art  sind  auch  die  von  den  Temperaturdififerenzen 
herrührenden  Formänderungen.    Das  Summationspolygon  ist  dem 
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Bogen  oder  Balken  gelbst  ähnlich  und  ist  reducirt  im  VerhältDiss 

von  1  :  T^ .  -j?r?c  A  /,  worin  t  der  Ausdehnungscoefficient  für  100^ 

und  A  /  die  Temperaturdifferenz  ist.    Nach  Herrn  Prof.  Mousson's 
Physik  (S.  17)  ist  r  für  Eisen  =  0,001118,  Stahl  0,00124  (circa 

-g^J,  Kupfer  ,00171,  Sandstein  ,00117,  Granit  ,0009,  Holz  ,0003. 

Von  vorn   herein  können   demnach   beide  Formänderungen 

approximativ  geschätzt  werden,  wenn  man  sie  =  --^  +  T.  j^  A^ 

der  Balkendimensionen  annimmt  und  voraussetzt,  dass  die  vqn  S 

herrührenden  Aenderungen  sich  gegenseitig  aufheben.    Für  —^ 

ist  ein  Mittelwerth  einzusetzen. 

Dieses  Verfahren  dürfte  um  so  mehr  genügen ,  als ,  wie  wir 
in  der  nächsten  Nummer  sehen  werden,  die  von  den  Q  Und  S  her- 
rührenden Aenderungen  im  Verhältniss  zu  den  von  den  Momenten 
$  herrührenden  sehr  klein  sind.  Werden  doch  die  Formände- 
rungen der  S  bei  continuirlichen  Balken,  wo  sie  verhältniss- 
mässig  am  grössten  sind,  in  der  Regel  nicht  berücksichtigt. 
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wirkenden  Momente  hervorbringen. 

Um  die  von  den  Momenten  $  herrührenden  Formänderungen 
zu  bestimmen ,  vereinigen  wir  wieder  $  mit  Q  zu  einer  Kraft  Q^ 
die  nicht  mehr  im  Schwerpunkte,  sondern  am  Hebelsarme  q  (siehe 
Fig.199)  so  wirkt,  dass  (^jr  =  ^  ist.  LautNr.  105  S.  418  dreht  die 
Kraft  Q  den  End([uerschnitt  von  Aj  um  die  neutrale  Axe,  deren 

Entfernung  vom  Schwerpunkt  =  i  = ist,  wo  k  den  treffenden 

9 
Trägheitshalbmesser  der  Gentralellipse  bezeichnet;  die  Verschie- 
bung des  Schwerpunktes  ist  gleich  i  A  <f  -^  A  *,  worin  A  S  den 

kleinen  Drehungswinkel  des  Querschnittes  um  die  neutrale  Axe 
bezeichnet. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt : 

A  rf  =  -?^  A  s 0-=r  A  « %  A  *. 

«  i  F  a  tq  F  «3 
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Wo  iqF  =  k*  F  =^  S  das  TrägheitBiuoinent  des  Querschnittes  in 
Bezug  auf  die  dem  AngriffHpunkt  von  Q  conjugirte  ßchwerpunkts- 
axe  bezeichnet. 

Das  von  Q  getrennte  Moment  ^  greift  als  unendlich  ferne 
Kraft  im  Unendlichen  an  und  dreht  den  Querschnitt  um  die  Anti- 
polare des  unendlich  fernen  Angriffspunktes,  um  den  ^  conjugirten 
Durchmesser  der  Centralellipse,  um  deren  horizontale  kleine  Axe, 

Fig.  199. 


■»■X 


wenn  ihre  grosse  Axe  in  der  Verticalebene  von  $  liegt.  Das 
Moment  ^  verändert  demnach  die  Lage  der  Schwerpunktsaxe  gar 
nicht,  sondern  bringt  nur  Drehung  um  dieselbe  hervor.  Auf  der 
andern  Seite  verschiebt  Q  allein ,  im  Schwerpunkt  wirkend ,  wie 
wir  in  der  vorigen  Nummer  gesehen  haben,  den  Querschnitt  parallel 
mit  sich  selbst,  ohne  Drehung  zu  verursachen,  um  die  Grösse 
(iArf)  =  ßAtf  :  «F.  Wirken  daher  ^  und  ß,  so  muss  die  Parallel- 
verschiebung des  Querschnittes  (lAd)  der  Kraft  iß  und  die  Drehung 
A  d  der  Kraft  $  zugewiesen  werden. 


AS  = 


«3 


A^ 


ist  demnach  die  vom  Moment  $  herrührende  Drehung  der  End- 
fläche von  A  s  um  die  Schwerpunktsaxe. 

In  Folge  dieser  Drehung  dreht  sich  jede  mit  A  5  verbundene 
Querschnittsfläche,  z.B.  die  Endfläche  des  Balkens  um  ebensoviel; 
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und  jeder  mit  derselben  verbundene  Punkt  legt  einen  Weg  r  Ad  = 

r  SB 

— ^  As  (siehe  Fig.  199)  zurück,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punktes 

vom  Drebungsmittelpunkt  bezeichnet.  Die  Richtung  dieser  Be- 
wegung steht  natürlicher  Weise  senkrecht  auf  r,  der  Verbindungs- 
linie des  Punktes,  mit  dem  Drehungsmittelpunkt,  d.  h.  mit  der 
Schwerpunktsaxe  der  Endfläche  des  treffenden  Elementes  A  s. 

Die  totale  von  ^  und  Q  herrührende  Bewegung,  die  sich  aus 
r  Ad  und  i  A  d  zusammensetzt,  steht  senkrecht  auf  der  Verbin- 
dungslinie Ti  des  Punktes  mit  den  Autipolaren  des  Angriffspunktes 
Ton  Q  im  Querschnitt,  dem  Endpunkt  von  ?,  und  ist  gleich  r«  A  (f ; 
die  Figur  zeigt,  dass  r^  A  i  gleich  der  Summe  des  Zuges  der 
Linien  r  Ai  und  i  Ai  ist. 

Es  verhalten  sich  nämlich : 

ri  A  d         i  A  S  r  AS 
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Formändernngen. 

Um  die  von  allen  Balkenelementen  A  s  herrührenden  Form- 
änderungen zu  Summiren,  ist  es  zweckmässig,  die  Coordinaten- 
änderungen  A  ^|  und  A  y^  eines  auf  diese  Weise  fest  mit  dem 
Bogen  verbundenen  Punktes  a;^  y^  zu  bestimmen.  t)ie  drei  Aende- 
rungslängen  A  o?],  A  y^  und  r  Ad  bilden  ein  rechtwinkeliges  Drei- 
eck (siehe  Fig.  199),  welches  dem  Dreieck  y  —  y^,  j?-~a^^  und  r 
ähnlich  ist,  wo  a:  und  y  die  Goordinaten  der  betreffenden  neutralen 
Axe  des  Anfangspunktes  von  r  sind,  indem  die  entsprechenden 
Seiten  der  Dreiecke  senkrecht  auf  einander  stehen.  Man  hat 
demnach : 

A^i  — Ayi  r  A  d         '^  A  s 

y  —  y\         ^  —  ^1  ^  «3* 

woraus : 

^  A  ^  SS  A  ^ 

^  ^1  =  (y  — yi)  -^-  und  -  A  yi  =  (^'— or,)  ^-^  folgt. 

Ayi  ist  negativ,  weil,  wie  die  Figur  zeigt,  einer  positiven  Drehung 
eine  Abnahme  der  Ordinaten  entspricht. 
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Bezeichnen  wir  die  totale  Aenderung  der  Coordinaten  des 
Punktes  ar^  und  i/i  mit  h  und  k,  und  die  totale  Drehung  einer  mit 
(•^1^1)  verbundenen  geraden  Linie  mit  S,  so  bestehen  diese  Grössen 
aus  der  Summe  aller  A  J,  Aa;^  und  Ay,,  welche  von  den  einzelnen 
A  s  herrühren,  an  denen  die  ihnen  zugehörigen  $  wirken,  und  man 
hat  daher  d  =:=  2  A  6,  h  =  2  A  a^i  und  k  =  2  Ay^.  Hat  man 
diese  Summen  bestimmt,  so -kann  man  rückwärts  den  Drehungs- 
mittelpunkt {x**  y**)  ermitteln  9  um  welchen  sich  (jv^  y\)  im 
Ganzen  gedreht  hat,  um  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  in  die 
Endlage  überzugehen.  Um  diesen  Punkt  zu  erhalten,  hat  man  in 
den  eben  entwickelten  Verhältnissen  nur  A,  k  und  <f,  x**  undy' 
statt  A  Xx9  Ayx  A  Sy  X  und  y  zu  setzen. 

Die  jetzt  angedeuteten  Summationen  führen  zu  den  folgenden 
Formeln : 

Die  Summen  erstrecken  sich  natürlich  über  das  ganze  in  Be- 
tracht kommende  Balkenstück,  z.  B.  von  einem  festen  Auflager  an 
bis  zu  dem  Querschnitt,  mit  dem  der  Punkt  x^  y^  und  eine  durch 
ihn  gehende  Linie  fest  verbunden  ist. 

Um  diese  Summationen  auszuführen  und  zu  construiren, 
wollen  wir  zuerst  die  Wirkungen  einer  einzelnen  Kraft  A  für  ein 
mehr  oder  weniger  langes  Balkenstück  ermitteln  und  dann  erst 
alle  von  den  einzelnen  Belastungen  AP  des  Balkens,  den  wir  jetzt 
allgemein  als  einen  Bogen  annehmetp,  herrührenden  Aenderungen 
summiren.  Wir  setzen  zunächst  also  voraus,  dass  die  Momente  $ 
von  einer  einzigen  für  das  betrachtete  Bogenstück  constanten  Kraft 
A  herrühren  und  summiren  die  entsprechenden  Aenderungen  für 
dieses  Bogenstück. 

Es  sei  u  der  veränderliche  Abstand  des  Schwerpunktes  eines 
jeden  Bogenquerschnittes  von  der  Bichtungslinie  der  Kraft  A. 
Dann  ist  $  =»  ^  2/  und  die  Fundamentalgleichungen  der  vorigen 
Nummer  werden : 
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m 


3 

weil  das  constante  A  als  Faktor  vor  das  Summenzeichen  heraus- 
genommen werden  kann.    Wir  denken  uns  nun  jedes  einzelne 


Bogenelement  behaftet^  gleichsam  belastet  mit  dem  Werthe 


*3 


bilden  nach  den  früheren  Regeln  deren  Summe  g  und  construiren  den 
Schwerpunkt  und  die  Centralellipse  dieser  Werthe.  Dann  ist  die 
erste  Summe  ein  statisches  Moment,  weil  die  u  den  Entfernungen 

der  mit  — ^  belasteten  Bogenelemente  von  einer  geraden  Linie 

der  Richtungslinie  der  Kraft  A  gleich  sind. 

Wir  verlegen  die  Coordinatenaxen  nach  dem  Punkt  x^  y^ ,  so 
dass  die  Coordinaten  dieses  Punktes  vor  der  Bewegung  gleich  Null 
und  nach  derselben  gleich  h  und  k  sind ;  ferner  bezeichnen  wir 
in  Fig.  200 ,  wo  das  negative  Moment  der  Kraft  mit  dem  der  For- 
meln dem  Zeichen  nach  nicht  Übereinstimmt,  weil  die  Reaction  so 
eingezeichnet  wurde,  wie  sie  sich  in  Wirklichkeit  gestaltet,  mit  i/^, 

Fig.  200. 


A  s 
die  Entfernung  des  Schwerpunktes  a  der  Belastungen  —  von  der 

Richtungslinie  A  und  die  Coordinaten  desselben  in  Bezug  auf  die 
neuen  Axen  mit  x^  y^;  femer  mit  a?«  und  y„  die  Coordinaten  des 

Antipoles  der  Linie  Ay  endlich  mit  Uae  und  Uy  die  Entfernungen  der 
Antipole  der  Axen  von  der  Richtungslinie  von  A^  wie  die  Figur  es 


574  Elemente  der  Elasticitätstheorie. 

andeutet;  dann  erscheint  das  erste  Moment  S  als  statisches  Moment 

A  s 
der  —7-,  bezüglich  der  Rieh tungslinia der  ^  und  ist  gleich  u^Aa\ 

die  zweite  Summe  ist  gleich  y^  Uj.  A^  a  oder  y^u^  A  a  oder  end- 
lich gleich  yu  ^9  denn  sie  ist  das  Gentrifugalmoment  der  Werthe 

A  s 

—^  bezüglich  der  Linie  A  und  der  Parallelen  zur  a;  Axe  durch 

a;i  yx .  Laut  Nr.  101 S.  404  ist  aber  dieses  Centrifugalmoment  gleich 
der  Entfernung  des  Schwerpunktes  a  von  einer  dieser  Linien  gleich 
u^  oder  y^,  multiplicirt  mit  der  Entfernung  desAntipols  der  treffen- 
den Linie  von  der  andern  y„  oder  t/^,  und  multiplicirt  mit  der 

Summe  aller  — r—  oder  mit  <x.    Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir 

A  * 
—  k  als  Centrifugalmoment  der  Werthe  — —  in  Bezug  auf  ^  und 

die  y  Axe  gleich  x^Uy  A  Cj  oder  Xu  u^  A  a  oder  gleich  x^  rf. 
Wir  haben  also : 

rf  =       u^  A  <r, 

f^  =  y<s  ^x  A  a  ^  yuU^  A  a  =  y^  d, 

—  k  ^=^  x^Uy  A  fi  '^^  XuU^  A  o  ^ssz  x^d. 

Da  über  die  Richtung  der  Axen  keine  bestimmten  Voraus- 
setzungen gemacht  wurden,  so  können  wir  den  Axen  jede  beliebige 
Richtung  geben  und  die  gewonnenen  Resultate  haben  dann  noch 
allgemeine  Gültigkeit.  Wir  führen  also  die  x  Axe  durch  den  Anti- 
pol  von  u  oder  wir  bringen  sie  in  die  Lage  r  der  Fig.  20O,  dann 
wird  yu  =  0,  ;r„  =  r,  der  von  ^1  yi  ==  0  zurückgelegte  Weg  fällt 
mit  der  y  Axe  zusammen  und  wird  gleich  r  d\  und  man  hat 
schliesslich : 

i  =  u^  A  (f;  A  =  0;  —  k  =^  r  i. 

Diese  Resultate  können  wir  also  in  Worte  fassen : 

Jede  Kraft  dreht  um  ihren   Antipol   bezüglich 

A  s 
der    Centralellipse   der  — ^;    und    die  Grösse    der 

Drehung  ist  gleich  derKraft,  multiplicirt  mit  dem 

A  j 
statischen  Moment  dieser  -— -  bezüglich  ihrer  Rich- 

t  u  n  g  s  1  i  n  i  e. 
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Zu  einer  andern  Auffassung  giebt  die  Form : 

.  A  AI 

in  welche  man  die  Resultate  kleiden  kann ,  Veranlassung.    Die 

A  s 
Perpendikel  von  dem  Schwerpunkte  der  — —  und  von  den  Anti- 

polen  der  Coordinatenaxen  auf  die  Richtungslinie  der  Kräfte  ver- 

h                    k 
halten  sich  wie  die  Grössen  J, und ;  d.  h.  beschreibt 

man  um  diese  3  jederzeit  bekannten  Punkte  Kreise,  die  sich  wie 

diese  Grössen  verhalten ,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  an  je 

zwei  dieser  Kreise  auf  der  Richtungslinie  von  A,    Diese  drei 

Schnittpunkte  können  auch  direct  dadurch  construirt  werden,  dass 

man  nach  Nr.  2  S.  13  Parallellinien  durch  die  drei  gegebenen 

h  k 

Punkte  zieht,  auf  diesen  Grössen  aufträgt,  welche  <?, und 


proportional  sind,  dann  schneiden  die  Verbindungslinien  der  End- 
punkte der  Parallelen  die  Dreiecksseiten  der  gegebenen  Punkte 
ebenfalls  auf  der  gesuchten  Richtungslinie  von  Ay  indem  diese 
Punkte  identisch  mit  den  vorhin  benützten  Tangentenschnitt- 
punkten sind. 

Wenn  die  Summationen  auf  analytischem  Wege  ausgeführt 

h  k 

werden,  gelangt  man  jederzeit  zu  <f,  —  und  — ;  und  dann  haben 

diese  3  Werthe  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung:  sie  sind  die 
trimetrischen  Coordinaten  der  Linie  A  bezüglich 
des  Fundamentaldreiecks,  welches  mit  dem  Schwer- 
punkt der  — r~-  und  den  Antipolen  der  Coordinaten 

gebildet  wird. 

Wir  sind  jetzt  vollkommen  im  Stande,  die  zweite  der  S.  564 
aufgestellten  Aufgaben  zu  lösen,  nämlich  die  Kraft  zu  bestimmen, 
welche  im  Bogenende  nöthig  ist,  um  einen  gegebenen  Winkel  zu- 
rückzudrehen und  eine  gewisse  Strecke  zurückzuführen.  Wir  be- 
stimmen auf  der  Senkrechten  durch  den  Endpunkt  dieser  Strecke 
den  Punkt,  von  welchem  aus  die  Strecke  mit  Berücksichtigung  des 
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Sinnes  unter  dem  Winkel  S  gesehen  wird;  dann  ist  die  Antipolare 
dieses  Punktes  die  Richtungslinie  der  Kräfte/;  durch  Construc- 
tion  derselben  sind  alle  u  gegeben  und  daher  auch : 


Drittes  Kapitel. 

Der  elastische  Bogen< 


137.  Die  Widerlagerreactionen  von  Bogen, 

In  der  vorigen  Nummer  haben  wir  ganz  allgemein  die  Kraft 
/i  bestimmt ,  durch  welche  eine  gegebene ,  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  mit  einem  beliebig  geformten  und  an  einem  Ende 
festen  Balken  oder  Bogen  verbundenen  Punktes  hervorgebracht 
werden  kann.  Bevor  wir  nun  die  aufgestellten  Gleichungen  con- 
struiren,  wollen  wir  zeigen,  wie  mittelst  derselben  die  Wider- 
lagerreactionen von  Bogen  bestimmt  werden  können,  indem  es 
gerade  die  Bogen  sind ,  auf  welche  der  Ingenieur  die  entwickelte 
Theorie  vorzugsweise  anwendet. 

Um  die  Widerlagerreactionen  eines  Bogens  zu  bestimmen, 
der  so  fest  auf  den  Widerlagern  ruht,  dass  daselbst  die  Rich- 
tungen der  Bogenenden  sich  nicht  ändern  können ,  verfahren  wir 
ganz ,  wie  in  der  vorigen  Nummer  angedeutet  wurde.  Wir  be- 
stimmen die  von  jedem  einzelnen  AP,  möge  es  Eigengewicht  oder 
zufällige  Belastung  sein,  herrührende  Formänderung  des  einen 
Bogenendes ,  das  wir  uns  beweglich  denken,  während  das  andere 
als  fest  vorausgesetzt  wird,  und  diejenige  Widerlagerreaction  A^, 
welche  die  ganze  Formänderung,  die  Drehung  mit  inbegriffen, 
wieder  aufhebt.  Die  Mittelkraft  aller  A  ^,  welche  von  den  ein- 
zelnen A  P  herrühren,  ist  die  gesuchte  Widerlagerreaction. 


I 
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Es  sei  ferner  die  von  der  Temperatuiünderung  desselben  Bogens 
beiTührende  Widerlagerreaction  zu  bestimmen.  Ist  das  eine 
Bogenende  fest,  so  wird  in  Folge  der  gleicbmässigen  Ausdehnung 
durch  die  Temperatur  der  ausgedehnte  Bogen  dem  ursprünglichen 
ähnlich  sein,  demnach  das  freie  Ende  eine  horizontale  Linie,  ohne 
sich  zu  drehen,  beschreiben,  es  ist  also  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Vertioallinie  der  Drehungsmittelpunkt,  und  die  Antipolare  des- 
selben, d.  b.  der  der  Verticallinie  conjugirte  Durchmesser  der 
Gentralellipse  wird  die  Richtungslinie  der  gesuchten  Widerlager«- 
reaction  sein.    Wenn  der  Bogen  symmetrisch  gebaut  ist,  so  ist  es 

A  s 
die  horizontale  Linie  durch  den  Schwerpunkt  (X  der  —^' 

Als  zweiten  Fall  nehmen  wir  an,  es  sitze  ein  Bogen  an  beiden 
Widerlagern  auf  zwei  Punkten  auf,  um  die  er  sich  drehen  kann. 
Wir  verfahren  wie  oben ,  zerlegen  A  P  in  zwei  verticale  Seiten- 
kräfte durch  die  beiden  Stützpunkte  und  in  einen  Schub  A  ^,  der 
ebenfalls  durch  die  beiden  Stutzpunkte  gehen  muss,  denn  ginge  er 
nicht  durch  dieselben,  so  würde  er  ja  um  sie  drehen.  Würde  die 
Axe  der  a;  parallel  zu  diesen  Stutzpunkten  gewählt,  so  bestimmte 
sich  die  Grösse  der  Reactionen  A  ^  aus  der  zweiten  Gleichung  von 
A,  in  der  alle  Hebelsarme  bekannt  sind,  weil  die  Lage  derReaction 
A  ^  von  vom  herein  gegeben  ist.  Diese  durch  beide  Stützpunkte 
gehenden  Reactionen  A  ^  verursachen  aber  auch  positive  A  y^ ; 
welche  allgemein  durch  keine  Kraft  wieder  aufgehoben  werden 
können,  weil  sie  eben  nicht  durch  die  Stützpunkte  gehen  wird; 
denn  wäre  dieses  der  Fall,  so  wäre  sie  eben  nie  nothwendig 
gewesen.    Es  bleibt  daher  nichts  anderes  übrig,  als  wie  das  ganze 

A  Vi 

System  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  —r  9  wo  /  die  Spann- 
weite des  Bogens  bezeichnet,  wieder  zurückzudrehen.  So  gross 
ist  also  der  Winkel,  um  den  sich  dasjenige  Bogenende  drehen 
wird,  das  wir  uns  fest  gedacht  hatten.  Das  bewegliche  Ende  wird 
sich  je  nach  dem  Zeichen  von  if ,  um  «^  +  diesen  Winkel  gedreht 
haben. 

Die  Ausdehnung  durch  die  Wärme  wird  in  diesem  Falle  ge- 
rade so  wie  oben  behandelt  werden.  Das  durch  die  Wärme  hervor- 
gebrachte h  wird  durch  ein  horizontales  A^  durch  das  Bogenende 
aufgehoben,  dieses  A  ^  dreht  das  freie  Bogenende  abwärts ;  um  so 

viel  muss  das  ganze  System  wieder  aufwärts  gedreht  werden« 

37 
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Beide  Bogenenden  sind  in  Folge. dessen  steiler  geworden»  was 
auch  ganz  natürlich  ist 

Alte  Praktiker  kommen  bisweilen  auf  die  Idee  (!) ,  auch  im 
Scheitel  noch  ein  Scharnier  anzubringen.  Zur  Bestimmung  der 
an  einem  solchen  System  wirkenden  Kräfte  braucht  man  die  Elasti- 
citätstheorie  nicht  mehr;  in  der  That  ist  nur  ein  einziges  Seil- 
polygon möglich,  welches  alle  A  P  mit  einander  verbindet,  dessen 
äusserste  Seiten  durch  die  Schamiermittelpunkte  der  Widerlager 
und  dessen  Polygonseite  zwischen  den  dem  Mittelschamier  an- 
liegenden A  P  durch  dieses  geht  Alle  am  System  wirkenden 
Kräfte  sind  daher  Ton  vom  herein  bekannt. 
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Wir  wollen  jetzt  die  in  Nr.  136  entwickelten  Formeln  auf 
Bogen  anwenden ,  und  zeigen,  wie  die  unter  den  Summenzeichen 
stehenden  Werthe  allgemein  construirt  und  summirt  werden 
können.  Wie  schon  bemerkt  wurde,  construiren  wir  zunächst  die 
von  einer  Einzellast  A  P,  welche  irgendwo  angebracht  sein  mag 
und  vertical  abwärts  wirkt,  herrührenden  Formänderungen,  heben 
diese  durch  die  Widerlagerreaction  d^A  wieder  auf,  summiren 
dann  alle  A^,  indem  wir  sie  mittelst  eines  Seilpolygons  einfach 
zusammensetzen.  Die  Entfernung  der  Richtungslinie  A  P  von  dem 
ersten  Auflager  A  sei  »» /?  /,  und  die  vom  andern  B  ^=^  fi^l  vfol 
die  totale  Spannweite  bezeichnet  Bezeichnen  wir  femer  die  Ent- 
fernung irgend  eines  Balkenelementes  von  A  mit  x  und  die  vod 
B  mit  Xy  so  ist  das  Moment  der  von  der  Belastung  A  P  herrühren- 
den Kräfte  für  einen  Punkt  ä?  der  Strecke  ßl  laut  Nr.  86  S.  340 
gleich  ß'xAP  und  für  einen  Punkt  der  zweiten  Strecke  fi' l  gleich 
ßx  £^P. 

Die  Richtungslinie  und  Grösse  der  zu  bestimmenden  Kraft 
aA  werde  vorerst  auch  als  bekannt  vorausgesetzt,  dann  ist  ihr 
Moment  fUr  alle  Punkte  des  Balkens  gleich  ti  A  // ,  weil  sie  sieb 
über  den  ganzen  Balken  erstreckt 

A  #  A  %ü 

Die  Grösse  — -—  bringen  wir  auf  die  Form  ^    .,, ,  worin  6 

constant  und  z'"  variabel  ist     Wird   z.  B.   das  Trägheitsmo- 
ment nach  Nr.  116  S.  479  construirt,   so   vergrössere  man  die 
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dritte  Basis  c  im  Verhältniss  von  -  —  einfach  dadurch,  dass  man 

die  Bogen  auf  der  Abscissenaxe  in  gleiche  Theile  theilt  und  dann 

die  r  diesen  treffenden  Bogenlängen  proportional  annimmt,  dann 

A* 
ist  «  3  =  {€  ab)  c    —  —  z'''„,  und  wenn  wir  statt  dem  constanten 

A  J? 

Moment  {s  ab)  /?,  (S  und  statt  z'\,  z'"  setzen,  so  hat  man 

A  «  A  07 

ff  3     ""  g  «"'  " 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  Nr.  136 
S.  572  und  574,  so  sind  die  folgenden  Werthe  zu  construiren: 

{&  S  =  ßT  l^  P  2  X  -^  -{^  ß  £^P  2  X  -^r  +  A  ^  .  ti^  <r, 

o  «  ßl  ^ 

81  l 

^h^ff  t^P2xy-^^ß  t^P2xy^-y^t,A.u,y^a, 

o  ^  ßl  ^ 

—  dk^ß'APSx^  -^  -^ßAPSxx  ~^-  +A^ .  Uj^xcc; 

o  ^  ßl  ^ 

worin  a  statt  2  — ^^  gesetzt  wurde  und  sich  daher  vom  frühem  c 

der  Nr.  135  durch  den  constanten  Faktor  S  unterscheidet. 

Die  unter  den  S  Zeichen  stehenden  Producte  und  die  Werthe 
o  xc  yc  construiren  wir  mittelst  Summationspolygonen  nach  den 
in  Nr.  4  S.  22  entwickelten  Methoden  auf  Taf.  16.  Es  sei  Taf.  16i  die 
stark  ausgezogene  parabelartige  Curve,  die  Axe  des  Bogens.  Wir 
theilen  denselben  in  lOLamellen,  deren  Projectionen  Ao?  auf  die  hori- 
zontale Sehne,  die  wir  uns  als  Abscissenaxe  denken,  gleich  gross  sind. 
Im  Sinn  von  Nr.  3  könnten  wir  die  hier  aneinander  gereihten  A  x 
als  Eräftepolygon  betrachten ;  es  würde  dieses  aber  zu  gross  wer* 
den,  und  wir  haben  es  desshalb  in  Taf.  16^  auf  die  Hälfte  reducirt 
und  über  den  Mitten  der  ersten  &  Lamellen  die  z"\  die  wir  uns 
auf  irgend  eine  Weise  vorher  bestimmt  denken,  aufgetragen  um  das 
Gesetz  ihrer  Ab-  und  Zunahme  zu  zeigen.  Auf  der  Horizontalen 
durch  diese  Endpunkte  liegen  die  Eckpunkte  des  ersten  Polygons, 
welches  Fig.  25  S.  22  entspricht.    Bei  der  Gonstruction  wurde  der 

37* 
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Strahl  5  6  Taf.  1 6^  vertical  angenommeii  und  an  diesen  nach  bei- 
den Seiten  hin  die  weiteren  Strahlen  und  Dreiecke  angereiht. 

Irgend  eines  der  Verhältnisse  — ^  ist  jetzt  Taf.  IGj  durch 

A  Xi  und  die  Höhe  des  über  ihm  stehenden  Dreiecks  ausgedruckt. 

Die  Summe  aller  dieser  Verhältnisse  ist  gleich  der  2—^x=-^  l 

oder  der  halben  Spannweite  getheilt  durch  die  Höhe  -^  «n»  (wir 

schreiben  der  Symmetrie  wegen  —  m)  des   über  ihr  stehenden 

Dreiecks,  siehe  Taf,  16^,  man  hat  also: 

/ 

a  —  . 

m 

Zur  Bestimmung  von  A  ^  aus  den  obigen  Gleichungen  S.  579 
mUssten  alle  vorkommenden  Längen  durch  dieses  Verhältnisse 
dividirt  werden;  man  erspart  viele  spätere  Reductionen,  wenn 
man  gleich  von  vorn  herein  alle  z^"  mit  diesem  Verhältniss  mul- 
tiplicirt.  Geschieht  dies,  so  muss  das  mit  den  neuen  z'''  construirte 

Verhältniss  2  — — — =  —  2  — ~ —  «=  —  =  i  werden.     Man 


o 


z'*' a         a    a     z"'  a 


hat  daher  das  Kräftepolygon  coUineäi*  so  zu  verzerren ,  dass  beide 

Polygone  die  Linie  der  —  Aa;  entsprechend  gemein  haben,  das 

Colineationscentrum  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Linie  m  liege, 
und  die  Entfernung  des  Kreuzungspunktes  der  äussersten  Strahlen 

von  der  Linie  der  -q-  Aa?  gleich  -^  l  sei. 

Da  die  beiden  Polygone  auch  alle  Verticalen  mit  einander  ge- 
mein haben ,  so  hat  man  nichts  weiter  zu  thun  als  auf  der  Verti- 
calen 37t,  —  /  aufzutragen  dureh  den  Endpunkt  gerade  Linien  nach 
den  Endpunkten  von  /  zu  ziehen  bis  zum  Schnitt  mit  der  Verti- 
calen des  Iten  und  letzten  (nten)  cz'".^  von  da  Linien  nach  -r-  Aa?t 

und  —^  A  Xn—x  bis  zum  Schnitt  mit  der  Verticalen  durch  z"\  und 

z'^'n^x  u.  8.  w.,  wie  wir  das  schon  öfters  ausgeführt  haben.     Bei 
diesem  Vorgehen  werden  die  <sz'''  in  der  Mitte,  wenn  die  Strahlen 
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sich  der  Richtangslinie  der  -^  m  nähern  etwas  ungenau ,  man 

muss  daher  bei  den  äussersten  Strahlen  beginnen  und  gegen  die 
Mitte  zu  arbeiten;  die  mittelsten  a»'"  kann  man  dadurch  bestim- 
men, dass  man  den  Endpunkt  des  alten  9'"  mit  irgend  einem  etwas 
entfernten  z'"i  verbindet,  und  die  Verbindungslinie  bis  zum  Schnitt 

mit  der  Linie  der  -^  A^  verlängert;  die  Linie  von  diesem  Schnitt 

nach  dem  Endpunkt  von  (fai''\  schneidet  dann  auf  dem^s'^Mas  az"' 
aby  aus  ganz  elementaren  CoUineationsgrttnden. 

Mit  diesem  neuen  Polygon  construiren  wir  nun  ganz  so  wie 
es  Nr.  4  gezeigt  wurde,  das  Seilpolygon  Taf.  169,  in  dem  die  Sei- 
ten des  Seilpolygons  zwischen  den  Verticalen  durch  die  Endpunkte 
der  A^  oder  A^*  senkrecht  auf  die  entsprechenden  Strahlen  von 
Taf.  16a  gezogen  werden.  Zwei  aufeinanderfolgende  Seiten  un- 
mittelbar vor  und  nach  A  s  schneiden  auf  den  Verticallinien  durch 

die  Endpunkte  des  Bogens  die  Strecken  — ;;; und  — ;;; —  ab, 

wie  es  Taf.  163  für  die  Lamelle  8  eingeschrieben  ist.  Irgend 
eine  Polygonseite  bei  ßl  schneidet  auf  denselben  Verticalen 
zwischen  ihr  und  den  Endpunkten  des  Seilpolygons  die  Segmente 

ß^       A;r  '     ,    Aa: 

2  X  — 7-  und  2  w  — 7-  ab,  wie  es  auch  für  die  Polygonseite  45 

also  ß  OB  0,4  angedeutet  ist.  In  Folge  dessen  ist  die  Ordinate 
des  Seilpolygons  bei  dem  Angriffspunkt  ß  l  der  Kraft  A  P  gleich : 

^  ßl  ä?Aj?  .  ia?'Air 

ßfl2 —  +  ßl2 


or»'" 


Uc  = 


^'-.±[,^'.-+,1-], 


weil /?'/  +  /? /—/ist. 

Es  ist  also  tta  der  schon  mit  er  dividirte  Factor  von  A  P  in  der 
ersten  Gleich ung  S.  579;  die  beiden  äussersten  Folygonseiten 

schneiden  sich  auf  dem  Schwerpunkt  aller  —^  oder  — ;;;-undbe- 

stimmen  daher  xtt  siehe  Taf.  16|. 

Wir  verbinden  ferner  alle  Parallelen  zu  x  (Horizontallinien) 
durch  die  Mitten  von  A  9  mit  einem  Seilpolygon,  dessen  Seiten  parallel 
mit  den  entsprechenden  Seiten  von  Taf.  16s  laufen  (siehe  Taf.  I64). 


1 
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Die  Abschnitte  auf  der  Horizontalen  /  sind  gleich  ^        ,  siehedie 


or  «'" 


Figur,  und  die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  sich  aafder 
Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  a  und  bestimmen  dadurch 
y<r .  a  ist  nun  vollständig  bestimmt 

Wir  betrachten  jetzt  die  Linie  der  x     ^^^     Taf.163  als  neues 

Kräftepoljgon  mit  dem  Schnitt  der  ftussersten  Polygonseiten  als 
Pol,  also  xa  als  Poldistanz,  und  construiren  damit  das  Seilpolygon 
Taf.  I65,  dessen  Seiten  zwischen  den  Yerticallinien  der  A«  mit  den 
Seiten  des  Eräftepolygons  Taf.  16a  parallel  laufen.  Ganz  den  Er- 
gebnissen von  Taf.  I63  entsprechend,  giebt  dieses  Polygon  die 
folgenden  Resultate :  zwei  aufeinanderfolgende  Polygonseiten 
schneiden  auf  den  Verticalen  durch  die  Bogenenden  die  Produkte 

X  — .  und  X  — —777  ab,  siehe  Taf.  16«:  bei  der  Abscisse  il 

ist  die  Ordinate  des  Polygons  bezüglich  der  Schlusslinie,  siehe  die 
Fig.,  gleich : 


«y 


dem  durch  x^s  <s  dividirten  Faktor  von  A  P  in  der  Gleichung  —  Sit 
S.  579;  die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  sich  laut  S.  409 
auf  der  Verticalen  des  Antipols  der  Parallelen  zur  y  Axe  durch  das 
Bogenende,  wie  es  in  der  Figur  augedeutet  ist. 

Ein  Halbkreis,  den  wir,  siehe  die  Figur,  fiber  der  Entfernung 
des  Antipoles  von  seiner  Antipolaren  beschreiben ,  schneidet  da- 
her auf  der  Verticallinie  durch  c  die  halbe  Entfernung  der  ver- 
ticalen Tangente  an  die  Elasticitätsellipse  ab.  Im  vorliegenden 
Fall  ist,  weil  der  Bogen  symmetrisch  vorausgesetzt  wurde,  diese 
Entfernung  die  grosse  Axe  der  Ellipse  selbst. 

Femer  betrachten  wir  die  Linie  der  ?/ —  Taf.  I64  als  neues 

Kräftepolygon ,  den  Schnitt  der  äussersten  Polygonseiten  mit  der 
Poldistanz  y<r  als  Pol,  und  construiren  mittelst  desselben  dasPoly- 
gon  Taf.  16e,  indem  die  Polygonseiten  zwischen  den  Yerticallinien 
senkrecht  auf  die  entsprechenden  Strahlen  von  Taf.  I64  gezogen 
werden.  Zwei  aufeinanderfolgende  Polygonseiten  schneiden  auf  den 
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A^ 


Verticalen  durch  die  Bogenenden  die  Produkte  x  -^   . 

und  X  -—  .  — ^jj  ab  und  eine  Ordinate  des  Polygons  ist  gleich : 


Mx 


y^av      ^     -      ;»-'  ^^ 


dem  durch  y^  a  dividirten  Faktor  von  AP  in  der  Gleichung  derS  A 
S.  579 ;  die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  sich  laut  Nr.  409 
auf  der  Verticalen  durch  den  Antipol  der  Parallelen  zur  x  Axe 
durch  das  Bogenende. 

Um  diesen  Antipol  noch  vollends  zu  bestimmen ,  betrachten 

V  A;r 
wir  die  Linie  der  -  ;;; —  Taf,  16|  als  Eräftepolygon,  den  Schnitt 

der  beiden  äussersten  Polygonseiten  als  Pol ,  und  construiren  auf 
diese  Weise  mit  der  Poldistanz  ya  das  Seilpolygon  Taf.  167,  dessen 
Eckpunkte  auf  der  Horizontallinie  durch  die  entsprechenden  A« 
und  Eckpunkte  von  Taf.  I64  liegen.  Die  äussersten  Polygonseiten 
schneiden  sich  auf  der  Horizontalen  durch  den  Antipol  der  x  Axe, 
und  dieser  ist  demnach  jetzt  vollständig  bestimmt.  Ein  Kreis- 
bogen über  der  Entfernung  des  Antipols  von  der  Abscissenaxe 
schneidet  auf  der  Senkrechten  von  a  die  halbe  Distanz  der  beiden 
zur  X  Axe  parallelen  Tangenten  ab.  Die  Verbindungslinie  dieses 
Antipols  mit  dem  Punkte  0-  ist  ein  der  x  Axe  conjugirter  Durch- 
messer, und  schneidet  also  auf  den  eben  erwähnten  Paralleltan- 
genten die  Berührungspunkte  aus,  und  es  kann  jetzt  die  Central- 
ellipse  nach  Nr.  100  ergänzt  und  gezeichnet  werden. 

Der  Vollständigkeit  wegen  haben  wir  hier  gezeigt  wie  die 
Elasticitätsellipse,  die  einen  mehr  demonstrativen  Nutzen  hat,  con- 
struirt  werden  kann,  zur  Herstellung  eines  Kräfteplanes  braucht 
man  bei  symmetrischen  Bogen  jedoch  nur  d  i  e jenigen  5,  nicht  6, 
Polygone  zu  zeichnen,  welche  zur  Construction  der  »V,  u'^,  Uy^ 
des  Schwerpunkts  und  der  Antipole  nothwendig  sind.  Sind  diese 
ermittelt,  so  erhält  man  durch  Substitution  die  Gleichungen: 

=  IIa  A i*  -|-  w«r  A  -^, 


tsya 


SS  Uj.  £iP  -{-  Uj.  A  ^t 
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Soll  A  A  diejenige  WiderlagerreaotTon  sein ,  welche  alle  von 
A  P  herrührenden  Formänderungen  wieder  aufhebt,  so  müssen  die 
linken  Seiten  der  obigen  Gleichungen  gleich  0  gesetzt  werden 
und  man  hat: 

vc  Ux  Uu  aP 


*x     »y 


Ua  Ug.  Uy  AA 

Da  also  ua  UjrUy^  die  senkrechten  Abstände  der  Richtungslinie 
A  A  von  dem  Schwerpunkt  a  und  den  bekannten  Antipolen,  tiV  »  «  »V 
proportional  sein  sollen ,  so  kann  diese  Richtungslinie  leicht  con- 
struirt  werden.  Die  für  die  Lamellengrenze  4  5  Taf.  16355  beson- 
ders markirten  t^c  «V  ^y  wurden  Taf.  I61  auf  drei  Parallellinien 
durch  die  Schwerpunkte  und  Antipole  aufgetragen,  die  Verbin- 
dungslinien der  Endpunkte  dieser  drei  Linien  schneiden  dann  auf 
den  Verlängerungen  der  Seiten  des  durch  den  Schwerpunkt  und 
die  Antipole  gebildeten  Dreiecks,  Punkte  der  gesuchten  Richtungs- 
linie aus.  Wir  ziehen  die  Linie  und^erhalten  dadurch  die  ucU^Uy^ 
im  Winkel,  den  ua  und  uc  mit  einander  bilden,  wurde  Taf.  I61  mit 
der  Länge  A  P  die  Reaction  A  A  construirt. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  die  Richtungslinien  der  A  ^  für 
alle  übrigen  AP;  Taf.  16]  wurde  der  Schnitt  mit  der  Verticalen 
links  angegeben,  und  die  Strecken  zwischen  dem  vorausgehenden 
und  folgenden  ^A  ausgezogen,  der  Inbegriff  dieser  Strecken  giebt 
.die  eingezeichnete  Umhüllungscurve,  eine  Art  flache  Ellipse.  Dass 
die  Gurve  die  Verticale  rechts  berühre  geht  daraus  hervor,  dass 
die  beiderseitigen  Verticallinien  durch  die  Stützpunkte  als  Rich- 
tungslinien von  AP  und  A^,  sich  gegenseitig  entsprechen.  In 
der  That  verhalten  sich^  wenn  A  P  durch  den  linkseitigen  Stütz- 
punkt geht,  die  unendlich  kleinen  ua  u^  tiy^  wie  die  Abschnitte 
der  ersten  Seilpolygonseiten  und  der  Schlusslinie  auf  der  Ver- 
ticalen des  rechtseitigen  Stützpunktes.  Wegen  des  Parallelismus 
der  äussersten  Polygonseiten  hat  man  demnach,  siehe  Taf.  165: 

ua.UxiUy^DM'.DM.DY^DM.DMiDY. 

Diese  trimetrischen  Coordinaten  sind  gleich  für  die  Eckpunkte 
a  und  X  Taf.  I61 ,  und  verhalten  sich  zu  der  Ordinate  von  Y  wie 
die  Abstände  dieser  Punkte  von  der  Verticalen  durch  den  recht- 


138.     Kräfteplan  eines  elastischen  Bogens.  585 

seitigen  Stützpunkt^  diese  Verticale  ist  also  die  gesuchte  Richtungs- 
linie.  Den  Berührungspunkt  der  Umhüllungscurve  auf  ihr  können 
wir  nicht  direct  ermitteln;  approximativ  dadurch, dass  wir  die  AP 
den  Widerlagern  möglichst  nähern. 

Die  auf  diese  Weise  in  Richtung  und  Grösse  bestimmten  A  A 
bilden  nicht  die  ganze  Widerlagerreaction ,  sondern  man  muss  die 
verticalen  Reactionen  von  A  P  durch  die  Stützpunkte  zu  den  auf 
beiden  Seiten  wirkenden  A  A  addiren.  Es  geschah  dies  für  die 
A  ^1 5  .  .  und  so  erhielt  man  die  eigentliche  von  A  P  herrührende 
Widerlagerreaction  A  A.  Man  kann  diese  auch  direct  erhalten,  in- 
dem die  trimetrischen  Goordinaten  derselben  den  Grössen  uc  u  x  ^' y 

Taf.  I6356  proportional  sind.    Die  erste  der  Gleichungen  S.  57S^ 

?i  l        i 

kann  nämlich  dadurch,  dass  man  die  erste  2  gleich  2  —  2  setzt, 

0  o  ßl 

auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 
±^^ßr^P2a:-^^ AP2(a;-ßl)4^-{^uc^A. 

^  O  ^  ^  81  ^^ 


Wir  bemerken,  dass : 


/ 


dkW 


0 


az''' 


und 


ist;  das  erstere  geht  aus  der  Entstehung  von  xc  hervor,  und  um 
die  Richtigkeit  der  zweiten  Gleichung  zu  zeigen ,  wurde  die  Be- 

A   iJf 

deutung  von  (jv^  —  ßt)  -^    ^^^   inTaf.  I63  besonders  eingezeichnet. 

^   "      8 


a  X''' 


Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  <f  =  0,  substituirt  in  die- 
selbe die  Werthe  von  anc  und  t/<j ,  und  nimmt  man  endlich  mit  den 

zwei  folgenden  Gleichungen  - '- —  und dieselben    Ver- 
wandlungen vor,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

AP 

0  =  Xüßf  ^P  —  vu"c 1-  Utr  A^, 
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AP 

p 

AP 

0    =    iTy   //    A  P    VUy \'    Uy   6.A\ 

worin   v  eiih  für  jedes  ß  und  //  zu  bestimmender  Factor  ist. 

Xu  xa  Xy  und  Uft  Uj.  Uy  sind  die  Perpendikel  von  den  Punkten  a  X 

und  Y  auf  die  Richtungslinien  der  verticalen  Widerlagerreaction 

ß  ^P  und  die  Kraft  A^;  die  Gleichungen  können  daher  als  das 

Resultat  der  Substitution  der  Goordinaten  dieser  drei  Punkte  in 

die  Normalgleichung  der  Kräfte  /^  A  P,  ^A  und  ihrer  Hittelkraft 

aP 
betrachtet  werden :  demnach  ist die  Mittelkraft  derselben, 

V 

vu"0vu''a,  und  vuf'y  die  Perpendikel  von  den  drei  Punkten  a  X  Y 
auf  dieselbe,  man  erhält  daher  die  Richtungslinie  der  totalen 
Widerlagerreaction,  indem  man  sie  mittelst  der  trimetrischen 
Goordinaten  u"a  u**x  und  u"y  bestimmt. 

A^'ist  demnach  das  mit  «"a  «"^.11"^  construirte  ^A.  Ver- 
steht man  unter  A  ^,  ß'  ^  A'  die  ganze  Normalform  dieser  Kräfte, 
so  wird  aus  der  Gleichung: 

A^x=:.  —  ^aP+ A^'a 

folgen : 

A^'=  A^-f /^  AP; 

d.  h.  A^'  ist  die  totale  Widerlagerreaction  inclusive  ß'  AP,  die 
wir  zu  construiren  suchten. 

Praktisch  ist  diese  Bestimmung  allein  zu  verwenden,  man 
ermittelt  diese  Richtungen  für  zwei  zu  1  sich  ergänzenden  /9,  sie 
müssen  sich  auf  A  P  schneiden  und  in  diesen  Schnitt  zerlegt  man 
dieses  direct  nach  den  zwei  gefundenen  Richtungen ,  ohne  vorher 
A  A  bestimmt  zu  haben. 

Diese  viel  kürzere  Gonstruction  ist  leider  nur  anwendbar 
wenn  ^A  sich  frei  nach  AP  gestalten,  also  den  drei  Gleichungen 
genügen  kann  und  an  gar  keine  Bedingungen,  z.  B.  durch  be- 
stimmte Punkte  zu  gehen,  geknüpft  ist.  Sobald  A^  gewissen 
Bedingungen  zu  genügen  hat,  z.B.  durch  bestimmte  Punkte  gehen 
muss,  wie  es  in  der  Praxis  meistens  der  Fall  ist,  so  ist  diese  Gon- 
struction nicht  mehr  zu  gebrauchen  und  deshalb  musste  zuerst  die 
allgemeine  Methode  entwickeh  werden. 
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W^DD  man  in  den  Fall  kommt  den  Kräfteplan  eines  Bogens 
zeichnen  zu  mflssen ,  so  führt  man  ihn  nicht  für  den  ganzen ,  son- 
dern nur  für  den  halben  Bogen  aus,  um  diese  Hälfte  in  doppelten 
Maassstab  zeichnen  zu  können.  Da  ferner  die  ersten  und  letzten 
Polygonseiten  alle  mit  einander  parallel  laufen ,  so  wird  man  bei 
dem  Zeichnen  der  Polygone  Taf.  I6315,  von  einem  und  demsel- 
ben Streifen  in  der  Tafelecke  links  unten ,  und  bei  dem  Zeichnen 
von  Taf.  I617  von  derVerticalen  im  Scheitel  des  Bogens  ausgehen. 
Hier  schneiden  die  äussersten  Seiten  der  letzten  zwei  Polygone 
Taf.  I647  <r  und^direct  auf  derBogenmitteab.  Die  symmetrischen 
Polygone  Taf.  I630  zeichnen  sich  ohne  Schwierigkeit  ausTaf.  I634, 
um  aber  die  unsymmetrischen  umgeklappten  und  punktirten  Hälften 
des  Polygons  Taf.  I65  direct  in  dieser  Lage  zeichnen  zu  können, 
ist  es  noth wendig,  auch  den  obern  Theil  des  Kräftepolygons 
Taf.  I63  mit  dem  es  gezeichnet  wurde,  also  die  Segmente  7,8,9,10 
der  Verticalen  links  ebenfalls  herunter  zu  klappen.  Dies  kann 
auf  die  folgende  Weise  geschehen.  Die  Polygouseite  2  3  wird 
links  bis  zur  Verticalen,  wo  sie  den  Punkt  23  ausschneidet,  und 
rechts  bis  zur  Bogenmitte  verlängert  und  dann  die  Distanz  d  ihres 
Schnittes  unter  dem  Pol  X0  zweimal  über  2  3  aufgetragen,  was  mit 
der  punktirten  Strecke  angedeutet  ist,  um  den  umgeklappten 
Punkt  89  zu  erhalten.  Denn  wird  der  zu  2  3  symmetrische  Strahl 
89  um  ;zr<F  umgeklappt,  so  wird  er  nach  der  Umklappung  mit  23 
parallel  laufen%nd  um  2  d  über  2  3  liegen. 

Soll  der  Bogen  in  möglichst  grossem  Maassstab  gezeichnet 
werden  und  fällt  in  Folge  dessen  Y  Taf.  16|  über  das  Blatt  hinaus, 
so  können  alle  Reactionen  bei  symmetrischen  Bogen  auch  mit  dem 
Antipol  Y  der  rechtseitigen  Reaction  gezeichnet  werden.  In 
diesem  Fall  wird  das  von  rechts  aus  construirte  A  0  für  /?  =»  0,4 
(von  links  0,6)  genau  symmetrisch  liegen  mit  ^A  für  0,4,  die 
trimetrischen  Coordinaten  für  dieses  A  B  werden  aber  für  den  Funda- 
mentalpunkt Y  des  Bogens  gleich  {uy)  und  (u'^y)  sein,  und  wegen  der 
Symmetrie  werden  dies  auch  die  Abstände  dieses  Fundamental- 
punktes von  der  symmetrischen  Seite  4  5  sein.  Die  Abstände  ua 
und  «f  ändern  sich  natürlich  nicht.  Bei  symmetrischen  Bogen 
kann  man  also  alle  Operationen  auf  dem  halben  Blatt  ausführen ; 
hat  man  aber  den  Punkt  Y  noch  auf  dem  Blatt,  so  erhält  man  eine 
viel  genauere  Bestimmung  der  Reaction  A  A,  denn  der  auf  X  Y 
bestimmte  Punkt  liegt  weit  weg  von  den  Punkten  auf  aY^  aX  und 
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X  Y,  Bo  dasa  er  zur  RichtungsbeBtimmang  Behr  nützlich  iat  Unter 
allen  VerhältniBsen  aber  bieten  die  VerhältnisBe : 

2  u'c  —  tt'y  +  (uy)  und  2  «"^  —  u"y  -}-  (ir'V), 

eine    werthvolle    Controle    für    die    richtig   ausgeführte  Zeich- 
nung dar. 

Diese  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  u  ergeben 
sich  auch  durch  directe  Addition  der  tre£fenden  Formeln.  Da 
nämlich  wegen  der  Symmetrie : 


P^Ax           '          A^               '             A  T 
2  JF* *=■  S  x^ .  und  2  XX  

?4    .  ^x 

0                * 

ist,  BO  erhält  man  wegen  x  -\-  ai  —  %  xv. 

0      Xa          oz               ßi 

X  x'         Aar 
Xft       '    tf«'" 

+/»^-4^.-^  +  /^' ""'     ^" 


pi     ^o 


dz"*  «      xc         fsz 


o 


2/ix-^  ^2ftSx-^^2u\ 
0  ^«  ßl       ^« 


Für  {uf'^)  liest  man  aus  der  Figur: 

(11"  ) «» :?  (ßfi—x) .  — —  —  2(x—ßt) .  — — , 

^    ^^       o  ^    xc         az"'       ßl        ^  ^    Xff         ez'"' 


hinzu  addirt: 


giebt : 


X           Ad7 
«"«  s^  2  (x  —  fit) .  , 

u"y  +  (u"y)  =  2  yf'a 


139.   Schnitüinie  nnd  UmliflllimgBCTirye  der  Kräfte. 

So  wiewir  jetzt  die  eine  der  beiden  Widerlagerreactionen  aA' 
ermittelt  haben ,  kann  auch  die  andere  A  A''  construirt  werden ; 
beide  müssen  sich  natürlich  auf  derBlchtungslinie  von  AP  schnei- 
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den.  Auf  Taf.  16  wurde  der  Bogen  symmetrisch  angenommen,  in 
Folge  dessen  sind  die  A  A'  und  A  A'*  ebenfalls  symmetrisch  für 
gleich  weit  von  den  Enden  der  Bogen  abstehende  A  P,  die  Be- 
dingung des  Schnittes  der  drei  Kräfte  in  einem  Punkt  wird  da^ 
her  erfüllt,  wenn  die  Verbindungslinie  der  Schnitte  aller  A  A^  mit 
den  entsprechenden  A  P  ebenfalls  symmetrisch  bezttglieh  der 
Bogenaxe  ist.  Diese  Schnittlinie  der  Kräfte  bildet  innerhalb 
des  Blattes  eine  sanft  gekrümmte  Curve  über  dem  Bogen ;  wird 
sie  aber  verlängert,  so  hat  sie  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Ver- 
ticallinie  ejnen  Doppelpunkt,  dessen  Asymptoten  weit  aussen  zu 
beiden  Seiten  des  Bogens  liegen ,  ein  weiterer  Punkt  im  Unend- 
lichen liegt  in  den  Horizontallinien;  wir  schliessen  das  daraus 
dass,  wie  wir  später  bei  analytischer  Behandlung  sehen  werden, 

A  sc 

die  Schnittlinie  bei  constantem  «3 in   einer  Curve    dritter 

A« 

Ordnung  mit  Doppelpunkt  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Verti- 
calen  übergeht,  und  durch  endliche  Aenderung  der  Querschnitte 
wohl  die  Lage,  nicht  aber  die  Richtung  der  Asymptoten  verändert 
werden  kann. 

Zieht  man  die  Richtung  jedes  A  A'  zwischen  jedem  voraus- 
gehenden und  folgenden  £^A'  aus,  siehe  Taf.  16| ,  so  erhält  man 
die  Umhttllungscurve  aller  A  A\    Schliessend  aus  der  Analogie 

A  sc 

für  constantes  *  3  — - —  können  wir  behaupten ,  die  Curve  habe 

ebenfalls  einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt  in  der  Verticallinie, 
und  dann  noch  zwei  unendlich  ferne  Punkte  und  einen  weitem 
Doppelpunkt.  Bei  symmetrischen  Bogen  zerfällt  die  Curve  in  zwei 

A  SD 

symmetrische  Aeste ;  in  zwei  Hyperbeln  bei  constantem  «3 . 

Durch  die  Schnitt-  und  die  Umhüllungslinie  der  Kräfte  ist  die 
Widerlagerreaction  für  alle  A  P  gegeben.  Aus  dem  Schnittpunkt 
irgend  eines  AP  mit  der  Schnittlinie  zieht  man  zwei  Tangenten  an 
die  Umhüllungscurve,  sie  sind  die  Richtungslinien  der  Reactionen, 
und  die  directe  Zerlegung  von  A  P  nach  diesen  Richtungen  giebt 
wie  es  Taf.  16i  ausgeführt  ist,  Grösse  der  Reactionen,  ohne  dass 
es  noth wendig  wäre,  für  ihre  Ermittlung  auf  die  Gleichungen 
zwischen  u  u'  und  A  P  zurückzugreifen. 

Mittelst  dieser  beiden  Curven  lässt  sich  auch  die  ungünstigste 
Belastung  für  den  elastischen  Bogen,  d.  h.  diejenige  Belastung 
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ermitteln ,  welche  das  Moment  in  Bezug  auf  gewisse  Punkte  zum 
Maximum  machen.  Die  Punkte  sind  die  Knotenpunkte  bei  ver- 
steiften Bogen ,  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  des  Kernes  bei 
vollem  Bogen.  Taf.  16|  haben  wir  bei  der  Lamelle  6  einen  Schnitt 
durch  die  Construction  geführt  und  es  sei  C  der  Punkt,  in  Bezug 
auf  welchen  die  Momente  der  von  der  Belastung  im  Schnitt  erzeug- 
ten Kräfte  ein  Maximum  sein  müssen,  damit  ein  geschnittener 
Constructionstheil  am  ungunstigsten  in  Angriff  genommen  sei. 
Die  durch  C  gehenden  Tangenten  an  die  Umhüllungscnrve  treffen 
die  Kräfteschnittlinie  in  E  und  F.  Ein  dP  vor  E  erzeugt  im 
Schnitt  ein  unter  C  liegendes  A^'S  das  demnach  negativ  um 
diesen  Punkt  dreht.  Dabei  denken  wir  uns  den  Bogentheil  links 
vom  Schnitt  entfernt,  so  dass  sowohl  die  A^'  als  auch  die  A^'' 
nach  rechts  gegen  den  Schnitt  drücken.  Ein  A  P  zwischen  E  und 
dem  Schnitt,  erzeugt  in  diesem  ein  A^^',  das  über  C  liegt  und 
demnach  positiv  um  C  dreht.  Ein  A  P  zwischen  dem  Schnitt  und 
F  erzeugt  in  demselben  ein  A  ^'' ,  das  ebenfalls  über  C  liegt  und 
positiv  um  diesen  Punkt  dreht.  Endlich  erzeugt  ein  AP  zwischen 
F  und  dem  rechten  Widerlager  im  Schnitt  ein  A^,  das  unter  C 
liegt,  und  demnach  negativ  um  diesen  Punkt  dreht.  Hieraus  geht 
hervor ,  dass  die  A  P  zwischen  E  und  F  negativ ,  die  ausserhalb 
positiv  um  C  herumdrehen :  die  Mittelstrecke  wird  daher  immer 
in  entgegengesetzter  Weise  als  wie  die  beiden  äussern  Strecken 
belastet  sein  müssen ,  damit  der  geschnittene  Constructionstheil, 
dessen  Inanspruchnahme  vom  Moment  in  Bezug  auf  C  abhängt, 
am  stärksten  belastet  sei. 

Ist  auf  diese  von  Herrn  Prof.  fVinkler  herrührende  Weise  die  un- 
günstigste Belastung  bestimmt,  so  hat  man  noch,  um  die  totale  Wider- 
lagerreaction  zu  erhalten,  die  von  den  einzelnen  A  P  herrührenden 
A  A'  zusammenzusetzen.  Um  diese  Zusammensetzung  zu  erleich- 
tern, wurden  Taf.  16t  ^i^  sämmtlichen  von  gleich  grossen  A/' her- 
rührenden A^'  und  aA'*  mittelst  eines  Kräfte-  und  eines  Seilpoly- 
gons zusammengesetzt,  die  keiner  weitern  Erläuterung  bedürfen. 
Diese  Polygone  geben  nun  unmittelbar  die  von  einer  beliebigen  An- 
zahl aufeinanderfolgenden  A  P  herrührende  Reaction.  In  der  Praxis 
wird  man  nie  mehr  als  wie  zwei  Gruppen  solcher  A  A  oder  A  A'' 
zu  einer  totalen  Widerlagerreaction  zusammenzusetzen  haben. 
Diese  totale  Reaction  zusammengesetzt  mit  den  A  P  zwischen  ihr 
und  dem  in  Frage  stehenden  Schnitt,  geben  schliesslich  die  ausser- 
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halb  eines  Schnittes  wirkende,  und  auf  die  verschiedenen  Con-* 
structionstheile  zu  vertheilende  Kraft,  womit  dann  der  Zweck  des 
Kräfteplanes  erreicht  ist 

Kurz  wollen  wir  noch  der  scheerenden  und  pressenden  Kräfte 
und  der  Ausdehnung  durch  die  Wärme  erwähnen.  Will  man 
diese  Kräfte  und  Verhältnisse  berücksichtigen,  so  wird  es  am  ein- 
fachsten sein,  nach  Nr.  134  S.  567  die  parallele  Verschiebung  des 
Endquerschnittes,  welche  sie  verursachten,  zu  construiren  und 
durch  ein  besonderes  A  Ay  das  den  übrigen  beizufügen  ist,  wieder 
aufzuheben.  Setzt  man  statt  (£  wieder  dessen  ursprünglichen  Werth 
€  ab  c,  so  wird  man  die  folgenden  Ausdrücke  zu  construiren  haben : 

s  ab  c  —  «=  «^  A  ^  =  0, 

h  k 

.       c          h                     ,     c        k  . 

€  ab  .  —  .  =  —  €  ab ^=  AA. 

Auf  zwei  Parallelen  durch  die  Antipole  X  und  Y  mögen  die 

k  y^ 
Längen  h  und aufgetragen  werden.  Der  Schnitt  ihrer  Ver- 

bindungslinie  mit  der  Linie  X  Y  giebt  einen  Punkt  von  A  A^  der, 
wegen  «^  =  ü,  mit  a  verbunden  die  Richtungslinie  dieser  Kraft 

giebt,  auf  der  dann  Ux  und  Uy  direct  abgegriffen  werden  kann.  In- 
dem man  nun  nach  Fig.  22  S.  18  zwei  Winkel  mit  den  Sinus- 

c              h               c              k 
Verhältnissen  —  und  oder und  aufträgt,  kann  man 

8  ab  zweimal  reduciren  und  auf  diese  Weise  aA  erhalten,  o  r/^ 
und  a  Uy  werden  im  Winkel,  den  /  mit  m  bildet,  construirt. 

Bei  diesen  Reductionen  muss  natürlich  darauf  geachtet  werden, 
dass  die  h  und  Ar  um  so  viele  Male  vergrössert  werden ,  als  wie 
8  ab  nach  Nr.  135  S.  568  verkleinert  worden  ist. 
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In  den  vorigen  Nummern  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  die 
A  A  beliebige  Richtungen  annehmen  können  und  dass  die  Bogen 
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hinlflngliche  Dimensioneo  erhalten ,  um  diesen  A  A  widerstehen 
zu  können ;  so  ist  es  bei  unversteiften  Bogen  mit  festem  Auflager. 
Häufig  aber  kommt  es  vor,  dass  die  A  A  durch  feste  gegebene 
Punkte  gehen  müssen,  z.  B.  bei  versteiften  Bogen  durch  den  ersten 
Knotenpunkt,  bei  Bogen  mit  beweglichem  Auflager  durch  den 
Mittelpunkt  dieses  u.  s.  w.  In  den  meisten  Fällen  der  Praxis  sind 
solche  Bogen  symmetrisch  construirt;  das  A  A  muss  dann  durch 
beide  Auf  lager  gehen,  denn  gesetzt  den  Fall,  es  ginge  nicht  durch  den 
einen  oder  durch  den  andern  Stutzpunkt,  so  wttrde  es  Drehung  um 
denselben  verursachen,  während  vorausgesetzt  wird,  er  könne 
einer  solchen  nicht  widerstehen.  Wir  dttrfen  also  fttr  solche  Bogen 
A  A  horizontal  annehmen. 

Dagegen  greift  das  A  A  häufig  nicht  in  der  theoretischen 
Bogenaxe  an;  bei  einem  veri^iften  Bogen  z.  B.  liegt  die  Axe  im 
Schwerpunkte  der  Querachnittsfläche  des  Bogens  und  obern  hori- 
zontalen Streckbaumes,  also  mehr  oder  weniger  hoch  über  dem 
eigentlichen  materiellen  Bogen.  Wie  aber  auch  die  Bogenformen 
sein  mögeu ,  im  vorliegenden  Falle  werden  die  u^  u,  und  i^  von 

vorn  herein  gegeben  und  für  alle  A  A  constant  sein.  Durch  Varia- 
tion von  A  A  können  wir  daher  nicht  mehr  den  drei  GleichuDgen 
von  Nr.  138  S.  579 ,  sondern  nur  einer  derselben  genügen.  Dem 
Nr.  137  S.  577  Entwickelten  entsprechend,  machen  wir  A  s=  0, 
indem  wir  die  2.  Gleichung  befriedigen,  also  setzen : 

0  =  a^  A  P-j-Ua^AA. 

Da  die  Uj.  constant  sind,  so  gelangt  man  am  leichtesten  zu  den 
Richtungslinien  von  A  A'  und  AA'\  indem  man  für  AP  die  Länge 
Uj.  annimmt,  dann  wird  A  A  =  —  Uj,.  Trägt  man  dieses  Ux  vom 
festen  Stützpunkt  des  Widerlagers  aus  auf  die  Horizontale  und  fügt 
die  Verticale  ß"  A  P  =  /fu^,  construirt  wie  auf  Taf.  16^,  hinzu,  so 
erhält  man  A  A\  welches  A  P  auf  der  Kräfteschnittlinie  schneidet. 

An  die  Stelle  derUmhttUungscurve  treten  die  beiden  Angriffs- 
punkte von  A  A,  die  Kräfteschnittlinie  und  diese  beiden  Punkte 
werden  jetzt  benutzt,  um  alle  weitem  Constructionen  wie  in  der 
vorigen  Nummer  auszuführen;  auch  das  A  A,  welches  zur  Auf- 
hebung der  durch  die  Temperaturänderungen,  dann  durch  die 
scheerenden  und  pressenden  Kräfte  hervorgebrachten  Formände- 
rungen dient,  wird  genau  in  der  gleichen  Weise  ermittelt 

Wollte  man  auch  bestimmen ,  um  wie  viel  die  Bogenenden 
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sich  gedreht  haben ,  so  wäre  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  lösen; 
jedes,  aus  der  obigen  Gleichung  ermittelte  A  j4  wäre  in  die  beiden 
Gleichungen : 


ß 

ab 

d 

= 

«V 

AP 

+  «* 

A^, 

s 

ab 

c 

• 

k 

= 

«v 

^P 

+  «» 

A^, 

ZU  substituiren  und  daraus  <^  und  k  zu  suchen,     k  muss  haupt- 

k 
sächlich  bestimmt  werden ,  um  den  Winkel  —j-  zu  erhalten ,  weil 

rf nach  Nr.  137  S.  577  der  Winkel  ist,  um  den  sich  das 

k 
eine,  und  -y  der  ist,  um  den  sich  das  andere  Widerlager  gedreht 

hat.    Nun  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  x^  =  -^—  /. 
Man  erhält  daher  unmittelbar : 

s  ab    S  =  (u^  A  P  -j-  tf^  A  ^)  — j 
k  <s 

—   6   ab    — =   (tty  A    P    +    lly    A   ^)  — . 

Nachdem  man  —  im  Winkel  -7-  (Taf.  IB«)  construirt  hat, 
reducirt  man  die  oberen  Momentenflächen  auf  diesen  Hebelsarm 
— ,  die  unteren  auf  den  doppelten  Hebelsarm,  und  erhält  dann 
unmittelbar  die  gesuchten  Winkel  in  Bogenlängen  vom  Radius  sab. 


141.  Dnicklinie  eines  elastischen  Bogens. 

Hat  man  die  A  jf  und  A  ^"  fttr  alle  Belastungen  eines  Bogens 
summirt,  so  kann  man  sie  zu  der  totalen  Widerlagerreaction  ^ 
und  j4"  zusammensetzen  und  mittelst  derselben  die  Drucklinie  der 
am  Bogen  wirkenden  Kräfte  zeichnen ,  wie  es  das  Seil  -  und  das 
Eräftepolygon  (Fig.  201  und  202)  zeigen.  Die  so  für  einen  be- 
stimmten elastischen  Bogen  eingezeichnete  Drucklinie  steht  in 
einer  eigenthttmlichen  Beziehung  zur  Axe  desselben.    Wir  ge- 

38 
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langen  am  leichtesten  zu  diesen  Beziehungen ,  indem  wir  gleich- 
zeitig zeigen ,  wie  mit  Umgehung  der  Summation  aller  A  A  und 
A  A'  das  totale  A  und  A'  für  eine  beliebige,  bestimmte  Belastung 
construirt  werden  kann. 

Wir  verbinden  die  an  einem  Bogen  wirkenden  Belastungen 
A  P  durch  eine  beliebige  Drucklinie,  für  die  die  Widerlager- 
reaction  so  angenommen  wurde,  dass  sie  sich  der  Axe  des  Bogens 

Fig.  801. 


Flg.  203. 

möglichst  anschliesst.  Ist  dann  die  in  einer  Polygonseite  wirkende 
Kraft,  die  bei  einem  Schnitt  durch  ein  Bogenelement  A  s  ebenfalls 
geschnitten  wird  =  7,  so  ist  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Mitte 
des  Bogenelementes  gleich  f  7,  wenn  mit  f  der  Perpendikel  von 
der  Mitte  A  s  auf  die  Seilpolygonseite  T  bezeichnet  wird.  Zieht 
man  nun  h  (Fig.  201)  vertical,  d.  h.  parallel  zur  Richtung  der  A  P, 
und  H  (Fig.  202)  senkrecht  darauf,  d.  h.  horizontal,  so  sind  die 
Dreiecke  ph  und  P  H  ähnlich ,  weil  der  Winkel  T  h  (Fig.  202) 
gleich  dem  Winkel  T  AP  (Fig.  202)  ist  und  beide  Dreiecke  ausser- 
dem noch  rechtwinkelig  sind. 

Es  ist  also  das  Moment  der  ausi^erhalb  A^  vnrkenden  Kräfte 
gleich : 

Wir  substituiren  nun  dieses  ^  in  die  allgemeinen  Formeln,  in 

A  s 

denen  wir  uns  noch  6  3  wie  früher  durch  (S  5'" gegeben  und 

A  ar 


141.   Drucklinie  eines  elastischen  Bogens.  595 

den  Bogen  durch  eine  Kraft  ^  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück- 
geführt denken;  dann  erhalten  wir  durch  Division  der  Gleichungen 
mit  a  H^  y^fs  H  und  x^  a  H: 

g  d 
Ha 


s 

a  z 

f    + 

A 
H 

«»» 

=, 

2 

y 

m 

k  A  X 

^  j" 

+ 

A 

«■ 
U 

W 

Vo^^         y 

a  k      X        h  ä,  X    j^   A 


x^  U  a  x^  *     a  z"      '     H 

— ^,  ist  die,  im  Allgemeinen  auf  eine  variable  Basis  a  z'\  reducirte 

Momentenfläche  der  Fig.  201  innerhalb  einer  Lamelle.  Trägt  man 
alle  so  erhaltenen,  die  Flächen  von  Lamellen  darstellenden  Linien 

h  ^  X 

alö  Kräftepolygön  auf,  so  ist  die  Länge  dieses  Polygons  u'^  =  2  — 77^ 
und  u^  proportional.     Construirt  man  mit  diesem  und   der  Pol- 

■ 

distanzy^  ein  Seilpolygon,  dessen' Seiten  auf  den  Horizontalen 
durch  As  liegen,  so  sehneiden  die  äussersten  Seiten  dieses  Polygons 

auf  der  Horizontalen  des  Endpunktes  ein  Segment  u'^^S-^.  — ^ 

aus,  das  dem  Moment  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  diese  Linie 
und  Ua:  proportional  ist. 

Ebenso  schneidet  ein  mit  der  Poldistanz  x^  construirtes  Seil- 
polygon, dessen  Ecken  auf  der  Yeiücalen  durch  As  liegen,  auf  der 

X        h  A  X 
Verticalen  durch  den  Endpunkt  ein  Segment  Uy  =  2  —  . 7^ 

X^         0"  X 

aus,  das  dem  Moment  derselben  Flächen  in  Bezug  auf  die  Yerticale 
des  Endpunktes  und  Uy  proportional  ist.    Mittelst  dieser  1/'^,  Uy 

und  Ugß  können  nun  gerade  so,  wie* es  in  Nr.  138  S.  584  gezeigt 
worden  ist,  die  Richtungslinie  und  Grösse  von  ^bestimmt  werden, 
durch  das  die  angenommene  Widerlagerreaction  modificirt  wird. 
Ist  diese  Reaction  richtig  angenommen  worden,  so  werden  die  drei 
Summen  u'^  u^  Uy  und  mit  ihm  A  gleich  0. 

Sind  zudem  die  z^"  constant,  so  kann  man  auch  den  Factor 

— 777  weglassen ,  und  die  erste  der  Summen  wird ,  weil  die  Seil- 
a  z" 

polygonseiten  sich  in  Verticallinien  über  den  entsprechenden  A  x 

38* 
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schneiden,  mathematisch  genau  gleich  dem  Inhalt  der  Flächen 
zwischen  der  Drucklinie  und  dem  Bogen ;  die  erste  der  Gleichungen 
sagt  also  f  dass  die  Inhalte  dieser  Flächen  Über  und  unter  dem 
Bogen  gleich  gross  sind.  In  der  Figur  wurden  die  Flächen,  inner- 
halb der  die  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  positiv  um  die  Bogenaxe 
drehen,  schraffirt,  die  negativen  Momentenflächen  punktirt.  x  und 
y  sind  die  Coordinaten  der  Bogenelemente  in  Bezug  auf  Axen 
durch  den  Endpunkt;  verschiebt  man  daher  die  Flächenelemente 
in  den  Verticallinien  so,  dass  ihre  Mitten  in  die  Bogenaxe  fallen, 
so  müssen  auch  die  Momente  dieser  Flächen  gleich  0  sein. 

Da  nun  die  Flächensumme  selbst  gleich  0  ist,  ihr  Gewicht 
sich  demnach  auf  ein  unendlich  fernes  reducirt  und  die  beiden 
Axen  im  Endlichen  liegen,  so  kann  dieser  Bedingung  nur  dann  ge- 
nttgt  werden,  wenn  die  Schwerpunkte  der  positiven  und  negativen, 
Bchraffirten  und  punktirten  Flächen  zusammenfallen,  mit  einem 
Wort,  wenn  das  Mittelgewicht  dieser  Flächen  gleich  0  ist. 

Dass  dieser  Bedingung  bei  jeder  beliebigen  Belastung  genügt 
werden  könne,  geht  aus  der  eben  durchgeführten  Construction 
hervor ,  kann  aber  auch  auf  die  folgende  Weise  anschaulich  ge- 
macht werden.  Wir  nehmen  eine  Widerlagerreaction  in  Richtung 
und  Grösse  willkürlich  an  und  verbinden  mit  ihr  die  Belastungen 
A  P;  auf  dem  Wege  der  directen  Flächen  Verwandlung  mit  paral- 
leler Verschiebung  der  erhaltenen  Drucklinien  kann  man  leicht 
bewirken ,  dass  die  Flächen  über  und  unter  dem  Bogen  sich  aus- 
gleichen. Fallen  nun  die  Schwerpunkte  der  positiven  und  nega- 
tiven Flächen  nicht  zusammen ,  so  kann  man  von  irgend  einem 
festen  Punkte  aus  die  relative  Entfernung  der  beiden  Schwerpunkte 
auftragen;  dann  die  Widerlagerreaction  ändern.  Lässt  man  für 
verschiedene  Richtungslinien  der  Reaction  die  Grösse  derselben 
von  a  bis  oo  wachsen ,  so  beschreibt  der  Endpunkt  der  relativen 
Entfernung  eine  Schaar  von  Linien ,  von  den  die  durch  den  Ur- 
sprung gehende  die  wahre  Richtung  und  Grösse  bestimmt.  Es  ist 
klar,  dass  diese  Constructionen  nach  der  Regula  falsa  mit  zwei  Un- 
bekannten viel  umständlicher  als  die  vorausgegangenen  Construc- 
tionen sind. 

Dass  die  Flächen  zwischen  der  Drucklinie  und  dem  Bogen 
zu  beiden  Seiten  des  letzten  gleich  gross  sein  müssen ,  kann  auch 
mit  den  Worten  ausgedrückt  werden :  es  muss  sich  die  Drucklinie 
dem  Bogen  innig  anschmiegen  und  er  muss  dieselbe  bei  gewöhn- 
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liehen  Bogenformen  mindestens  in  drei  -  Punkten  schneiden, 
denn  es  lässt  sich  nicht  denken,  wie  bei  einem  gewöhnlichen  con- 
Tcxen  Bogen  der  Seh werpunkt  der  beiden  äussern  in  gleicher  Weise 
belasteten  Bogenenden  mit  dem  Schwerpunkt  der  Mittelstrecke 
zusammenfallen  sollten,  wenn  der  Bogen  durch  nur  zwei  Schnitt- 
punkte in  drei  Strecken  getheilt  wäre.  Das  mehr  oder  ^weniger 
Auseinandergehen  der  Curven  zwischen  diesen  Schnittpunkten 
wird  durch  die  Bedingung  der  Momentengleichheit  näher  bestimmt. 
Es  ist  z.  B.  auch  klar,  dass  wenn  die  Form  des  Bogens  als  Druck- 
linie der  Belastung  entspricht,  die  beiden  Linien  zusammenfallen 
müssen.  Denn  da  laut  Nr.  46  S.  176  alle  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  beiden  Linien  auf  einer  Geraden  liegen  müssen ,  so 
können  sie  deren  nicht  mehr  als  zwei  gemein  haben ,  ohne  ganz 
zusammenzufallen. 

Man  ist  also  berechtigt,  in  allen  Fällen,  in  welchen  die  Druck- 
linie ziemlich  nahe  zur  Deckung  mit  der  Bogenaxe  gebracht  werden 
kann,  wie  z.  B.  bei  dem  mittleren  Theil  von  Gewölben,  deren 
Eigengewicht  im  Verhältniss  zur  zufälligen  Belastung  sehr  gross 
ist ,  eine  Drucklinie  einzuzeichnen ,  die  sich  der  Bogenaxe  mög- 
lichst nähert.  In  keinem  Falle  aber  ist  die  Drucklinie  durch  die 
äussersten  Fugenkanten  zu  führen. 

Den  Axen  von  hölzernen  und  eisernen  Bogen  ist  die  Form  der 
Drucklinie  zu  geben ,  welche  dem  Eigengewicht  entspricht  (nicht 
die  Form  eines  Kreissegmentes ,  wie  es  in  Frankreich  üblich  ist), 
denn  in  diesem  Falle  wird  das  Eigengewicht  sich  gleichförmig  auf 
alle  Bogenschnitte  vertheilen  und  den  Bogen  gar  nicht  auf  Biegung 
in  Anspruch  nehmen.  Es  muss  dann  die  Theorie  der  Elasticität 
nur  zur  Bestimmung  der  von  der  zufälligen  Belastung  herrührenden 
Inanspruchnahme  benutzt  wefden. 

Herr  Prof.  Ritter  von  Biga  hat  die  Gleichheit  der  Flächen  und 
Momente  dazu  benfttzt ,  um  für  Parabelbogen  mit  gleichmässiger 
Belastung  in  äusserst  sinnreicher  Weise  die  Reactionen  zu  con- 
struiren.  Da  wir  es  vorziehen ,  in  diesem  Falle  die  Reactionen 
ein  für  alle  Mal  zu  rechnen,  was  in  dem  nächsten  Kapitel  ge- 
schehen wird,  so  müssen  wir  es  ihm  selbst  überlassen,  seine  Me- 
thoden gelegentlich  zu  veröffentlichen. 

Die  eben  mitgetheilte  Methode  der  Construction  von  ^  für 
eine  bestimmte  Belastung  scheint  sehr  kurz  zu  sein ,  indem  man 
bereits  mit  zwei  Polygonen  zum  Ziele  gelangte;  allein  in  Wirk- 


y 
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lichkeit  ist  sie  doch  nicht  praktisch,  denn  um  die  Eckpunkte 
a  X  Y  und  diQ  Schnitt  -  und  UmhüUungscurve  der  Kräfte  zu  er- 
halten, müssen  die  Polygone  von  Tafel  16,  dennoch  gezeichnet 
werden  und  fUr  jede  Belastungsart  wiederum  neue  Polygone.  Nur 
in  speciellen  Fällen,  in  welchen  die  ungünstigsten  Belastungsarten 
von  vorn  herein  bekannt  sind  und  die  Polygone  aus  wenig  Linien 
bestehen ,  also  bei  geraden  Balken ,  sind  die  Verwandlungen  der 
Momentenflächen  zweckmässig ;  wir  werden  sie  im  letzten  5.  Ka- 
pitel anwenden.  | 


Viertes  Kapitel. 

Die  elastische  Parabel  bei  constantem 


14S.  Allgemeine  Formelu  für  die  elastiBChe  Parabel  bei 

constantem  ^* 

In  Nr.  186  8.  573  waren  wir  ca  den  folgenden  drei  FondamentaltonneUi 
gelangt : 

um  die  Drehung  und  die  Aenderung  der  Lage  des  Endpunktes  eines  am  andern 
Ende  befestigten  Bogens  zu  bestimmen.  Wir  haben  dann  gezeigt,  wie  ganz  im 
Allgemeinen  für  veränderliche  $  und  3  die  Aufgabe  graphisch  gelost  werden  könne. 
Um  dieselben  Aufgaben  analytisch  zu  lösen,  haben  wir  innerhalb  der  Strecken,  für 
welche  das  Moment  analytisch  als  Function  von  x  oder  s  ausgedrückt  werden  kann, 

statt  A«,  ds  zn  setzen  und  die  2  Zeichen  durch  I  Zeichen  zu  ersetzen. 

Die  Integration  ist  aber  mit  einigen  Schwierigkeiten  verbunden  und  man  hat 
sich  viel  damit  geplagt,  für  constante  Querschnitte  für  Kreis-  und  für  Parabelbogen 
diese  Integrationen  auszufuhren.  Bei  veränderlichen  Querschnitten  und  bei  ver- 
änderlichen Trägheitsmomenten  sind  einzig  allein  die  graphisohen  Methoden ,  die 
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wir  in  den  vorigen  Nummern  entwickelt  haben ,  am  Platze ,  und  das  um  so  mehr, 
als  die  Voraussetzungen,  die  jederzeit  gemacht  werden,  um  die  Aenderungen  ana- 
lytisch auszudrücken ,  so  wenig  zutreffen ,  dass  die  graphische  Methode  sicher  ge- 
nauere Resultate  liefert.  Die  analytische  Methode  halten  wir  nur  dann  für  pas- 
send, wenn  die  obigen  Integrale  auf  einfache  Formen  zurückgefü|irt  werden  können. 

Wir  nehmen  also  zunächst  an,  die  Belastung  durch  das  Eigengewicht  sei  eine 
gleichförmige,  dann  muss  die  Bogenaxe  laut  Nr.  141  S.  597  eine  parabolische  sein, 
um  das  Eigengewicht  nicht  berücksichtigen  zu  müssen.  Die  nach  Umständen 
streckenweise  Belastung,  mit  der  wir  es  im  Folgenden  allein  zu  thun  haben  werden, 
wird  ebenfalls  innerhalb  jeder  Strecke  gleichförmig  angenommen.  Am  meisten 
aber  trägt  zur  Vereinfachung  die  Annahme  bei,  dass  vom  Scheitel  gegen  das  Wider- 
lager hin  das  Trägheitsmoment  eines  Querschnittes  im  Verhältniss  der  Länge  eines 
Bogenelementes  zu  seiner  Projection  zunehme.  Alle  Bogenquerschnitte  nehmen 
vom  Scheitel  gegen  das  Widerlager  hin  zu,  und  zwar  in  viel  grösserem  Verhältniss, 
als  in  dem  von  ds  zn  dx\  die  unter  dieser  Voraussetzung  berechneten  Bogen  werden 
daher  den  wirklichen  naher  stehen ,  als  wie  die  constanten  Querschnitte ,  die  der 
Rechnung  gewöhnlich  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Nimmt  der  Bogen  im  eben  angedeuteten  Verhältniss  zu,  so  ist : 

d  8 

eine  Cons taute.  Multiplicirt  man  die  drei  Fundamentalgleichungen  mit  dieser 
Gleichung,  so  werden  sie : 

worin  die  \  sich  über  die  Strecken  erstrecken,  innerhalb  deren  das  Gesetz  des  Be- 
lastungsmomentes sich  nicht  ändert  und  das  £  Zeichen  das  Aggregat  aller  dieser 
Integrale  zusammenfasst. 

Die  Gleichung  des  Parabelbogens  sei : 

Die  Coordinaten  des  festen  Endpunktes  des  Bogens  seien  -{-  l,f]  die  des  beweg- 
lichen Xi,  yj  =«  —  h  y  f\  wir  setzen  y  f  und  nicht/,  weil  häufig  die  Axe  des 
Bogens,  die  parabelformig  angenommen  wird,  nicht  mit  dem  Endpunkte,  in  welchem 
der  Bogen  aufsitzt,  zusammenfällt. 

Es  ergeben  sich  dann  zunächst  die  Dimensionen  der  Elasticitätsellipse  und 
die  Coordinaten  des  Fundamentaldreiecks  wie  folgt : 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  : 


X 
Q 


0,   y^  =-  I  y  d  ac  :  i  d  X  «  ^  i  X«  rfx  ==1  |/; 


o 

die  X  Axe  der  Centralellipse : 
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•4 


Ä'a  =3   *  \  X*  (ia?  =    '   i«;  Ä'  =  0,57735  /; 


die  y.Axe: 

/  / 

*'»--^\y«rf^-V^(^^^--r-^"  ^•^*'  A'  -0,29814/ 
o  o 

Die  Gleichung  der  Elasticitätsellipse  ist  also  im  vorliegenden  Falle : 

_L  ^,  _i_  p        ""       (."'735  /)«      ■*■     (,29814  /)»  "  *' 

3  45  -^ 

Der  Parabelordinate  y  ^  —f  entspricht  ebenfalls  die  Abscisse  a^  »«  —  P, 

3  3 

demnach  liegen  die  Endpunkte  der  x  Aze  auf  dem  Parabelbogen.    Die  beiden 
übrigen  Schnitte  haben  die  Coordinaten : 

Die  Ordinaten  der  Scheitel  der  kleinen  Aze  sind : 

-^-  =  -      j-  ,29814  =»  ,03519  ;  ,63147. 

Von  den  Fundamentalponkten  ist  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  bereits  bekannt. 
Die  Abscisse  des  Antipoles  der  Ordinate  durch  den  Endpunkt  —  /  ist : 

3  3 

Und  die  Ordinate  des  Antipoles  der  Parabelsehne : 

Den  Antipol  der  Linie  y^=^yf  braucht  man  nie.  Ueberhaupt  haben  wir^diese 
Dimensionen  nur  ausgerechnet  und  in  Fig.  203  zusammengestellt ,  um  sie  mit  den 
graphisch  construirten  zu  vergleichen.  Der  Vergleich  zeigt,  dass  die  Abweichungen 
ziemlich  bedeutend  sind,  was  auf  die  Benützung  der  graphischen  Methoden  hinweist. 

Wie  in  Nr.  138  vorgehend,  bestimmen  wir  zunächst  die  von  der  bei  ß  l  wir- 
kenden Verticallast  AP  herrührenden  Widerlagerreaction  Ail.  Das  Moment  dieser 
Kräfte  ist  im  Sinne  von  Nr.  43  S.  171  die  Summe  der  Normalgleichungen  der  Kraft. 

Die  Normalgleichung  der  Belastung  A  P  inclusive  ihrer  verticalen  Wider- 
lagerreaction bei  —  /  ist  laut  Nr.  86  S.  340  von  und  nach  ß  l  gleich : 

^(l-/»)(l  +  ^)/AP.  UBd-i(l+/»)(l--f-)iAP. 

Die  Zeichen  sind  denen  in  der  citirten  Nummer  entgegengesetzt,  weil  die 
X  und  ßlm  entgegengesetzter  Reihenfolge  angenommen  wurden. 
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Die  Normalgleichang  der  Kraft  A  A  ist  gleich : 

worin  {  and  ij  die  noch  unbekannten  Coordinaten  der  Richtangslinie  von  A  A  und 

^  den  Normal factor  e»  /^  |s  4.  ti*  bezeichnet.   Wir  erhalten  demnach  die  Summe 
der  Gleichungen  der  von  A  P  vor  and  nach  ß  hervorgerufenen  Kräfte : 

^«AH-i-O  -/J)(l  +y)/AP+  ~tfx  +  ,y +  l)A^, 

$-A»-y  (l  +«(1-  f)'^^+  l(|a:+,y  +  l)A^. 
ß 

Fig.  203. 


Die  Snbstitation  dieser  Werthe  in  die  allgemeinen  Formeln  giebt : 
««»-0-[(l-/9)l(l+y)dx+(l  +/»)l(l-y)rfxJ-itA 


— 1 


1 


ß 


+1 


+  —AA\(Sx+^y\^  \)dz, 
—1 
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ß 


eA=0=    J(I_^)l(^l+^)    (^-y^dx 

—1 


ß 

+1 


—1 


ß 

+1 


— i 
oder  nach  AasführuDg  der  angedeuteten  Interationen : 

€«f«fl-/r»)-i    /2AP+-^(-~-/i7+  1)2  ZA^ 
-  (6  Ä  -  (l  -  /J«)  (6  y  -  1  ~  fi')j^f^  A  ^ 


143.   Mit  A  P  belasteter  Parabelbogen  bei  festem 

Auflager. 

W;e  früher  wollen  wir  zuerst  annehmen,  der  Bogen  sitze  so  breit  und  fest  auf 
dem  Widerl^er,  dass  dieses  im  Stande  ist,  einem  beliebigen  Ail  zu  widerstehen; 
dieses  A  Ä  ist  daher  gar  keiner  Bedingung  unterworfen  und  ist  im  Stande,  die  drei 
Gleichungen  von  (f,  h  und  k  gleich  0  zu  machen.  Der  Punkt,  der  seine  Lage  nicht 
ändern  und  bei  dem  ein  Schnitt  durch  den  Bogen  sich  nicht  drehen  soll ,  ist  der 
letzte  Punkt  der  Axe ,  dessen  Coordinaten  l  und  /  sind ;  man  hat  daher  in  den 
letzten  Gleichungen  ^  ■=  1  zu  setzen.     Setzt  man  dann  noch  cf,  h  und  ib  ■«  0  und 

I  I»  1 

sucht  die  unbekannten  Grossen A  A ,  —^  A  A  und  — -—  A^,  so  findet  man: 
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|-/A4 8(l-iP)/»  -li-'^^' 


-^ -/A  4  -  15  (1  - /»»)«  -5^-'^^' 


^  V  I-  /   N  »^  '      32 


Die  Addition  dieser  drei  Gleichungen  giebt  die  Normalform  der  geenchten 
Widerlagerreaction,  die  nun  vollständig  bestimmt  ist: 


[—  8/J  -^  +  15  (l  _  ^2)  X.  _  ,8  +  5  ß^  (1   ~  /9«)  .  ^  /  A  P. 

Ist  eine  Gleichung  auf  die  Normalform  gebracht,  so  ist  naoh  Nr.  48  S.  171 

die  Seitenkraft  parallel  au  +  z  gleich  dem  positiven  Coefficienten  von  y ,  gleich 

15  l 

—  (1  —  ^«)»  -^  AP,  die  Seitenkraft  parallel  au  +  y  gleich  dem  negativen  Coeffl- 

32  j 

cientenvonz,  gleich  —  /9  (1  —  ß^)  A  P\  und  das  Moment  in  Bezug  auf  den  Ur- 

4 

Sprung  ist  gleich  dem  constanten  Theil (13  —  5/9>)  (1  —  /9^)  /  AP. 

92 

Die  von  ihren  Factoren  befreite  Gleichung  der  Bichtuagslinie  der  Kraft  Uuwt 
sich  auf  die  folgende  Form  bringen : 

5  A  —  3  -^^  /J«  —  4  -^  .  2/9  —  13  -f  15-^  —  0. 

Diese  Gleichung  ersten  Grades  enth&lt  die  Constante  ß  im  zweiten  Grade, 
demnach  umhüllt  die  Richtnngslinie  von  A  A  bei  verschiedenem  ß  eine  Curve 
sweiter  Ordnung.  Nach  den  Regeln  der  analytischen  Geometrie  ist  die  Gleichung 
dieser  Curve  die  Discriminante  der  Gleichung  ersten  Grades  in  Bezug  auf /9,  also: 

5  —  5  (^1  —  3  X^  ^18  -  15   X^  +  16  -^  «  0, 
d.  h.  die  Gleichung  der  Ellipse : 

Diese  Ellipse  wurde  ebenfalls  in  die  Fig.  203  gezeichnet ;  aus  der  Gleichung 

geht  hervor ,  dass  die  Curve  die  beiden  Verticalen  durch  die  Widerlager  und  die 

1  13  1 

zwei  Horizontallinien  y  = /  und  —■ f  berührt.    Da  ^  «» /  die  Or- 

8  15  8 

dinate  des  Punktes  a  ist,  so  berührt  diese  Ellipse  die  Elastidtätsellipse  io  diesem 

Punkte. 

Snbstitnirt  man  die    oben    gefundene  Normalgleichung  von  A  i4  in  die 

Gleichungen  von  A  tt  und  A  16  der  vorigen  Nummer ,  so  erhalt  man  die  totalen 

Widerlagerreactionen  in  ihrer  Normalform,  nämlich : 
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A«-[      8(2  + /f) -*^- +  15(1 +/J)«-^-  +  8-5(1 +/9)«](l-/l)«-^/ AP. 

A»-[-8(2-/J) -^+ 15(1-/9)« -^  +  8-5(l-/?)«](l+/f)«-^ZAP. 
Der  QleichiiDg  A  V  sowohl,  als  auch  A  S  genügen  die  Coordinaten : 


Es  ist  also : 


X  —  /J/,    und    y« — /. 


,+  ^/-o 


die  Gleichung  der  KrSfteschnittlinie,  einer  Horizontallinie  im  —  des  Pfeiles  über 

5 

dem  Scheitel  des  Bogens. 

Die  Gleichung  von  9  lisst  sich  wie  folgt  schreiben : 

0  -  5  (3  -^  —  1)  (1  +  ft«  +  4  -?-  .  2  (1  +  /J)  +  8  (^l  +  ^y 

Auch  diese  Gleichung  enthält  die  Constante  l  +  ß.  Bildet  man  die  Dis- 
criminante  derselben  «in  Bezug  auf  (i  +  /9),  so  erhält  man  die  Umhfillungscurve  der 
geraden  Linie  bei  variablem  (1  +  /9).     %  umhüllt  die  Cnrve : 

^_H.^— ,(,+i)-.--,(,+i/-|-+-f--,V.-.. 

2  5 

Sie  ist  offenbar  eine  Hyperbel. 

Die  Verticale  2;  -»  —  /ist  eine  Asymptote;   die  andere  geht  durch  den 

i  3 

Mittelpunkt «««  —  /,  y«=-—  /;   durch  die  Axenabschnitte  x  — « —  /  und 

y  =  —  y  j  und  durch  den  Endpunkt  x=>l,  y  =  — -  /  der  Tangente  y z~f^^  ^» 

5  3  3 

welche  im  Punkt  x  >=»  0  berührt  wird. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  die  Gleichung  von  9 : 

0  =  5  (3  -^  -  1)  (1  -  /?)«  -  4  -|-  .  2  (1  -ft  H-  8  (1  —  -|-). 

16  umhüllt  die  Hyperbel : 


Die  Verticale  a;  «=  /ist  eine  Asymptote ;  die  andere  geht 

durch  den  Mittelpunkt  x  »m  l,  y  ^=  —rf* 

15 

3  1 

durch  die  Axenabschnitte  x  =  —— -  l,  y  ^^^  ~T~/» 
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1 
durch  den  Endpunkt  x  »s  —  2 ,  y  mm /  der  den  drei  Curven  gemelnsohaft- 

o 

•    1 
liehen  Tangente  0  «i  y /,  welche  im  Panlcte  x  berührt  wird. 

9 

Alle  diese  Tangenten  wurden  in  die  Fig.  203  eingeseichnet.  Die  Berührungs- 
punkte  ± l  fallen  jedoch  über  die  Figur  hinaus. 

Die  drei  Curven  S,  S*,  S"  oseuliren  sich  gegenseitig  im  Pnnkte  z  «>  0,  y  -» 
/,  denn  sie  können  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

8S'+5  —  5^3-^ \\(       8-y-+l5-^ sY 

SS-'+Ä-^sTs-^-   iW-  8  -^+  15-^  -   b\ 


S' 


-^-»Ot-'>f- 


Da  die  Linie  3  -^ i  «»  o  die  drei  Kegelschnitte  schon  in  demselben 

Punkte -T—  ■■  0  berührt  und  die  drei  Sehnen: 

XV  X 

±8— +15-^-5  =  0,       —  =-0 

durch  denselben  Punkt  gehen,  so  fallen  in  diesen  Punkt  lant  Sabnon  Fiedler, 
S.  287,  3mal  3  Punkte  der  3Curven  Eusammen.  Je  swei  der  Curven können  daher 
nur  mehr  je  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben.  Diese  drei  Punkte  liegen  auf 
den  drei  eben  angeschriebenen  Sehnen  und  ihre  Coordinaten  sind : 


X  4        y  19        X 


»    ^    —  «e  »  ^   —  <>»  y  —  ^  • 


Der  Zusammenhang  der  Richtungen  der  drei  Kräfte  A  i4,  A  9,  A  ^  lasst 
sich  nun  kura  symmetrisch  wie  folgt  ausdrücken : 

Das  Dreieck  dieser  drei  Richtungen  ist  dem  Dreieck 
y  =a  — /,  x^a^b^niit  unendlich  fernem  Eckpunkt  einbeschrie- 
ben und  umhüllt  die  drei  Kegelschnitte  S  S'  S",  Die  drei  Seiten 
des  umschriebenen  Dreiecks  berühren  je  einen  derKegelschnitte 
und  die  drei  Kegelschnitte  berühren  sich  in  einem  und  dem- 
selben dreifachen  Punkte.  Demnach  bestimmen  auch  die  drei 
Richtungslinien  der  Kräfte  projectivische  Gebilde  auf  den 
Dreieckseiten,  denen  sie  einbeschrieben  sind,  und  auf  den 
Curven,  denen  sie  umbeschrieben  sind. 

Es  bietet  einiges  Interesse  dar ,  die  Seitenkrafte  von  A  P  nicht  blos  auf  An- 
griffspunkte der  Schnittlinie  zwischen  den  beiden  Widerlagern  su  beschränken, 
sondern  sie  auch  noch  für  ausserhalb  liegende  Angriffspunkte  zu  bestimmen ,  denn 
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wir  w^eD  Ja  in  Nr.  139  S.  589  im  Stande,  einige  Ergebnisse  fiber  den  VerUaf  der 
UmbSIlongscnrve  su  veraUgemeineni. 

In  Fig.  204  baben  wir  es  versncbt,  das  Entspreeben  der  versebiedenen  Rieb- 
tongen  der  A  P,  A  ^4,  AB,  A  $ ,  A  9 ,  A  iO  sn  seigen.  Die  Kräfteschnittlinie 
wird  dnrcb  die  vier  Asymptoten  der  yorkommenden  Hjrperbeln ,  TOn  denen  zwei 
immer  mit  den  verticalen  Widerlagerreactionen  lasammenfallen ,  dnreb  ihre  Be- 
rfibmngspnnkte  nnd  den  nnendlich  fernen  Pnnkt  in  7  Strecken  getbeiit ,  welche  in 
der  Figur  aof  vier  Terscbiedene  Weisen ,  nnd  zwar  STmmetrisch  gelegene  Strecken 
in  gleicher  Weise  ausgezogen  worden  sind.     Diesen  Strecken  entsprechen  in  der 


Flg.  204. 


Ellipse  ebenfalls  symmetrische ,  aaf  den  Hyperbeln  und  den  verticalen  Asymptoten 
aber  unsymmetrische,  und  zwar  immer  einer  langen  Strecke  auf  der  einen,  einekuise 
auf  der  andern. 

Da  alle  Gebilde  projectivisch  sind,  so  folgen  die  verschiedenen  Strecken 
auch  in  gleicher  Ordnung  aufeinander ,  und  indem  A  P  die  Kräftescbnittllnie  von 
—  QO  zu  +  QO  beschreibt,  beschreiben  die  Berührungspunkte  jeder  der  übrigen  Kräfte 
je  ihre  Umhüllnngscurve.  Hinsichtlich  der  Richtung  drehen  sich  hierbei  die  A  A  stets 
in  gleichem  Sinne ,  weil  sie  eine  Ellipse  umhüllen.    Für  die  Hyperbeln  aber  sind 


144.   Mit  j9  gleichförmig  belasteter  Parabelbogen  bei  festem  Auflager.     ^07 

die  Asymptoten  Wendetangenten,  was  den  Drehangssinn  betrifft,  und  was  die  Figur 
durch  die  Richtungen  der  Kräfte  vor  und  hinter  den  Asymptoten  der  Hyperbel  A9 
zeigt.  Da  in  der  Figur  überall  das  Gleichgewicht  von  A  A  und  A  % ,  dann  von 
A  B  und  A  ^  mit  der  Widerlagerreaction  dargestellt  wurde ,  so  stimmt  die  Rieh- 
tungslinie  dieser  Kräfte  einmal  mit  dem  Sinne  der  Cnrven  überein ,  einmal  nicht. 
A  B  und  A  9  stimmen  überein,  A  A  und  A  %  nicht. 

Für  die  Strecke  /9  «.  0  bis  -f  oo  dreht  sich  AS  immer  im  gleichen  positiven 
Sinne ;  A  ^  nur  bis  zum  rechtseitigen  Widerlager  ß  =»  l,  wo  es  vertical  wird ; 
dann  dreht  es  sich  in  entgegengesetztem,  negativem  Sinne,  bis  es  die  andere 
Asymptote  /?  -»  3  erreiclit,  wobei  es  für  /9  -»  2  horizontal  wurde  und  mit  der 
Kräftesehnittlinie  zusammenfiel.  Von  /?  <»  3  bis  /9  «-  oo  dreht  es  sich  wieder  im 
positiven  Sinne,  um  mit  ^  =  oo  wieder  horizontal  zu  werden,  fällt  aber  Jetzt  nicht 
mehr  mit  der  Kräfteschnittlinie ,  sondern  mit  der  gemeinschaftlichen  Osculations- 
tangente  der  drei  Curven  zusammen.  Auf  der  Streclce  /9  ■»  o  bis  —  oo  findet 
Vertauschung  von  S  und  S&  statt. 


144,  Mit  p  gleichförmig  belasteter  Parabelbogen  bei 

festem  Auflager. 

Um  die  totalen  Widerlagerreactionen  %  und  9  für  gleichförmig  vertheilte 
Belastungen  zu  ermitteln,  setzen  wir  in  den  Formeln  der  vorigen  Nummer: 

AP^pdJß^lp  .  dß 

und  summiren,  d.  h.  integriren  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  ß.  Setzt  man  dabei 
in  A  E  oder  jetzt  d  .  K  statt  1  —  ß,  ß\  so  sieht  man  sofort,  dass  die  integrirte 
pleichung  den  Factor  ß'^  erhält  und  dass  demnach  die  Gleichung  nur  ß'  und  auch 
/?  im  zweiten  Grade  enthält,  wenn  1  —  ß^^O  oder  /9  «»  1  als  obere  Grenze  des  Inte- 
grals angenommen  wird.  Wir  erhalten  daher  einfachere  Formen,  wenn  wir  bei  % 
als  obere  Grenze  des  Integrals  +  1 ,  d.  h.  eine  von  %  abstehende  Belastung 
annehmen.  Genau  dieselben  Schlüsse  führen  dazu,  auch  für  16  eine  abstehende 
Belastung  oder  als  untere  Grenze  des  Integrals  —  1  anzunehmen.  Für  Jede  nicht 
bis  zum  gegenüberliegenden  Widerlager  reichende  Belastung  erhält  man  dann  die 
treffenden  Widerlagerreactionen  einfach  durch  Subtraction  der  für  die  Endpunkte 
der  Belastung  bestimmten  $(  und  @. 

Wir  führen  die  Integrationen  aus  und  erhalten : 


n 
ß 


y 


[2   (8   +   ß)    --  +  (8  +  9/J  +  Sß')-^—{3+ß)ß]  (l  -/»)»  .  —fip. 


58-   (-  2(8  +  ß)  -~+  (8  -  9/»  +  Sß*)-jr  +  (3-/J)/»]  (l  +/J)'  .  — Pp. 


— l 


ß     -i   ß  i 


f-^p-'-j 
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Die  Gleichuiig  der  BichtangsliDie  der  Kraft  K  llaet  sich  auf  die  Form 
bringen : 


(3  -« 1)(3  +  ^).  +  2  (-^ i^  +  -2-)(8  +  ^)  +  8-^  0. 


Sie  amhflnt  «Iso  die  Cnrre : 

(f-^f^^)"-'f"f-"-« 

y  vi 

Die  Berührangspunkte  auf  den  Tangenten  -~-=Ound-~-  -=  — - —  sind: 

X                     3  X 

— T-  «= —  nnd  -y-  -as  0.     Da  die  beiden  Tangenten  parallel  laufen ,  so  ist 

X  3  V  1 

die  Mitte  iwiscben  den  beiden  Berflhrangspnnkten  —r-  ■=  — «nd  -~  =  -— 

l  4  /  6 

der  Mittelpunkt  der  Cnrye. 

Die  Gleichung  kann  daher  auf  die  Asymptotenform : 


oder 


2 


oder 


8 


^  ^  45 

gebracht  werden. 

X  3 

Punkte  dieser  Asymptoten  sind :  auf  der  Tangente  y  *->  0,  — y—  «:  —  — 

±     —  |Ar=.  —  1,5  q:  0,8165;   auf  der  Tangente  -^  «  ~  -,  — ?_  « 

±  -—  V^6  =«  ±  0,8165  ;  auf  der  Endtangente  des  Parabelbogens  2  -^  +  -?  I 

3  '  -^  I 

+  i«o;  -^ i±  -i-yT"— —  1  ±  0,4082, -|- —  1  zf —yT 

«  1  q:  0,8165; 

X  V  7  2     / —  7 

auf  der  Verticalen  —  «  —  i,    -^  ■._:!:      y^  e    —  —  q:  0,3266 ; 
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X  y  112     /• — 

aof  der  Ordinatenaxe  -^-=0,      ^  = +  — 1/  6   «»  — 


aof  der  Verticalen  —  =«  l,         -^ 


15  -^  15^    " 


—  ±0,9798; 


29 

—-  +  2,2862. 

15  -^ 


Diese  Werthe  gelten  anch  für  16 ,  wenn  man  statt  +  a; ,  —  x  setzt.  Die 
Hyperbeln  wurden  in  Fig.  205  eingezeichnet;  da  bei Totalbelastang  die  Richtungen 
von  %  and  16  mit  den  Tangenten  an  die  Parabel  zusammenfallen ,  so  müssen  auch 
die  Hyperbeln  diese  Tangenten  bei  ±  /  berühren ,  in  der  That  gibt  die  Sabstitution 
YÖn  ^  <=:  —  1  in  91  und  die  von  /9  =»  -(-  1  in  8,  die  Gleichungen  der  Parabel- 
tangenten : 


±a 


X 

T 


V 


f 


+  1  «=  0. 


+1  ß 

Die  Umhfillungscurve  von  8  sowie  von  %  ist  eine  Corye  5ter  Classe,  wir  hat- 

ß  -1 

ten  ons  mit  der  Analyse  derselben  nicht  auf,  sondern  begnügen  uns  damit,  weiter 

unten  in  einer  kleinen  Tafel  das  Mittel  zu  geben ,  jenes  kleine  Stückchen  derselben 
zu  constrniren,  dessen  man  bedarf. 


Fig.  205. 


Die  UmhüUungscnrven  von  %  und  16  genügen  nicht  um  diese  Richtungslinien 
vollständig  einzeichnen  zu  können ,  wir  müssen  noch  einen  Punkt  jeder  Richtungs- 
linie kennen ,  und  rechnen  die  Schnittlinie  der  Kräfte  aus ;  nämlich  den  Punkt,  in 

welchem  %  die  verticale  Schwerlinie  der  von  ß  bis  1  reichenden  gleichförmigen 

ß 

39 
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1  +1 

Last,  also  die  Verticale :  x  «» (^  ^  i)  nnd  zh^leich  S     schneidet.     Man  er- 

^  ß 

h&lt  offenbar  die  Oleichonff  der  Schnittlinie ,  wenn  man  ans  dieser  Gleichnnj;  nnd 

ans  %  die  Constante  ß  eliminirtf  d.  h.  in  9  fQr  /9  den  Werth  2  x —  1  snbstitairt, 

X  y 

Indem  wir  statt  -       nnd    ~  schlechtweg  x  ond  y  setzen. 

Das  Resultat  dieser  Substitution  ist : 


y  «=  — 


X  +  1 


6  z«  +  3  z  -h  1 


wenn  man  den  immer  positiyen  Nenner  dieser  Oleichnng  in  N  bezeichnet.     Die 
Differentialqnotlenten  ergeben  sich  nun  hieraus  wie  folgt : 

^^^^.«a(3x.  +  6x+l)-6(a:+l  +  |/^)(x+l-[/^), 


N^ 


dx* 


—  72(z*  +  Sac»  +  a;)  =  —  18ir(2a:  +  3  +  y^5)  (2 z  +  3  —  ^Ash 


Ans  diesen  Gleichungen  geht  hervor ,  dass  (siehe  Fig.  205)  die  Curve  ans 
einem  einzigen  Äst  besteht,  weil  auf  jeder  Ordinate  nur  ein  einziger  aber  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  reeller  Punkt  liegt.  Im  Unendlichen  berührt  die  Curve  die 
Abscissenaze,  welche  demnach  der  Curve  einzige  reelle  Asymptote  ist.  Ausserdem 
hat  die  Curve  drei  reelle  Inflexionspnnkte  die  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  und 
zwischen  Je  zweien  derselben  einmal  ein  Maximum  einmal  ein  Minimum ,  bei  den 
folgenden  Coordinaten : 


■ja 

y 

dx 

Die  Inflexions- 
pnnkte 

-f  (3±>^5) 

+ ;  (±/5-- 

-2) 

(— 1,6  ±0,72  j/'ö) 

—  2,61803 

+   0,04721 

+  0,009969 

—  0,38197 

—  0,84721 

—  3,209969 

0 

—  1 

+  2 

Das  Maximum 
nnd   Minimum 

(■  ±  /i) 

-/^    (±4/6-- 

9) 

0 

—  1,81650 

0,05320 

0 

—  0,18350 

1,25320 

0 

Widerlagerpunkte  —  1 

0,0 

—  0,25 

+    1 

-0,2 

+  0,2 

Diese  Zahlen  haben  wir  gegeben  um  den  Verlauf  der  Curve  zu  zeigen ,  denn 

die  Curve  selbst  braucht  man  natürlicher  Weise  nur  zwischen  x  =  o  und  +  l . 

Diese  ErSfteschnittllnie  steht  in  elgenthümlicher .  Beziehung  zur  Hyperbel, 

+1 
welche  die  Kräfte  ^    umhüllt.     Die  Gleichung  dieser  Hyperbel   kann  auf  die 

ß 
Form  gebracht  werden : 
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(15  y  +  18x4-  11)2  =  64  (6  a;2  +  9  ar  4-  4), 

wenn,  wie  weiter  oben,  statt —^-,  ?/ und  statt -y-,   x  gesetzt  wird.     Substitoirt 

man  in  diese  Gleichung  die  oben  gefundene  Ordinate  y  der  Kräfteschnittlinie,  und 
bringt  die  Gleichung  auf  0  so  erhält  man  ein  vollständiges  Quadrat;   nämlich 

(3  a;3  +  6  a;2  +  5  a:  4-  1)«  =  0. 

Dies  bedeutet,  dass  diese  beiden  Curven  in  ihren  drei  gemeinschaftlichen 
Punkten  sich  nicht  schneiden  sondern  nur  berühren  können. 

Die  drei  Doppelwurzeln  der  Gleichung  sind  : 


X 


=  —  ,28194;       —  ,8.5903  ±     ,38486   j/"—   3 


Der  reellen  Wurzel  entspricht  die  reelle  Ordinate  des  Doppelpunktes  mit 
seiner  Tangente : 

?/ r=  —  1,13775;   —^==— 2,27550. 

Zur  Bestimmung  der  Widerlagerrcactionen  bedarf  man  übrigens  nur  kurzer 
Strecken  dieser  Curven ,  und  wir  haben  die  besondern  Punkte  derselben  nur  zur 
bessern  Charakterisirung  ausgerechnet.  Will  man  sie  wirklich  gebrauchen,  um  die 
Widerlagerrcactionen  direct  für  verschiedene  Belastungen  zu  construiren,  und  nicht 
erst  so  wie  wir  es  am  Schluss  dieser  Nummer  zeigen  werden,  die  Gleichungen 
sämmtlicher  ausserhalb  eines  Schnittes  wirkender  Kräfte  summiren  und  dann  die 

Mittelkraft  auftragen ,   so  ist  es  am  bequemsten,  mittelst  der   folgenden  kleinen 

+1         +1 
Tabelle ,   20  zusammengehörige  %  und  33  aufzutragen ;  sie  genügen  um  mit  mehr 

ß  ß 

als  hinlänglicher  Genauigkeit  für  diese  20  Werthe  von  ß,  die  Schnittlinie  nnd  die 

Umhüllnugslinie  zu  zeichnen  nnd  hierauf  für  alle  möglichen  ß  die  %  und  $  inter- 

polUreo  zu  können. 

Die  Tafel  giebt,  von  /9  =  —  1  bis  4-  1 ,  die  Ordinate  des  Schnittpnnktes  von 

+1 
^    mit  X  =  —  1,  die  Coordinaten  des  Kräfteschnittpunktes  und  die  Ordinate  von 

ß 

4-1 
©   mita:  =  +  1. 

ß 
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-/» 


+1 

%      ffir 

ß 

a;— — 1 

Kräfte- 
Scbnittlinie. 


y-= 

X   = 

y  = 

0,0 

1,0000 

0,00 

1,0000 

0,9 

0,9914 

0,05 

0,9013 

0,8 

0,9706 

0,10 

0,8088 

0,7 

0,9432 

0,15 

0,7256 

0,6 

0,9130 

0,20 

0,6522 

0,6 

0,8823 

0,25 

0,5882 

0,4 

0,8525 

0,30 

9,5328 

0,3 

0,8241 

0,35 

0,4847 

0,2 

0,7975 

0,40 

0,4430 

0,1 

0,7728   0,46 

0,4067 

0,0 

0,7600 

0,50 

0,3750 

1 

+1 
«    rar 

ß 

Xas-f   l 


1,0000 
1,0005 
1,0033 
1,0100 
1,0217 
1,0392 
1,0632 
1,0947 
1,1350 
1,1859 
1,1250 


\%      für  ! 

+  ß  ß      ; 


Kräfte- 
Schnittlinie. 


+1 
8   für 

i  ß 

.x«+l 


0,0 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
0,0 


y  = 

0,7500 

0,7290 

0,7097 

0,6919 

0,6755 

0,6604 

0,6465 

0,6337 

0,6220 

0,611 

0,600 


0,50 

0,55 

0,6 

0,65 

0,70 

0,75 

0,80 

0,85 

0,90 

0,95 

1,00 


0,3750 
0,3471 
0,3226 
0,3008 
0,2815 
0,2642 
0,2486 
0,2346 
0,2220 
0,2105 
0,2000 


1,1250 
1,3312 
1,4355 
1,5722 
1,7572 
2,0190 
2,4144 
3,0768 
4,4051 
8,4162 

OD 


Zerlegt  man  in  dem  Punkte  der  Kräfteschnittlinie ,  der  über  der  Mitte  einer 
mitp  belasteten  anstehenden  Strecke  lieget,  die  Belastung  nach  der  Richtung  der  zwei 
UmhQlInngscnrven ,  so  erhält  man  die  entsprechenden  zwei  Widerlagerreactionen. 

Ans  den  DiflTerenzen  zweier  solcher  Reactionen ,  d.  h.  ans  der  Zusammen- 
setzung der  Reactionen  zweier  anstehenden  Strecken ,  von  denen  die  eine,  nämlich 
die  der  kurzem  Strecke  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  nehmen  ist,  können  die 
Reactionen  irgend  einer  beliebigen  nicht  anstehenden  Strecke  ermittelt  werden .  Setzt 
man  schliesslich  noch  eine  so  bestimmte  Reaction  mit  der  verticalen  Last  zusam- 
men die  zwischen  ihr  und  zwischen  irgend  einem  bestimmten  Querschnitt  liegt, 
so  erhält  man  die  ausserhalb  dieses  Querschnittes  wirkende  Kraft.  Diese  hat  sich 
also  ans  der  Zusammensetzung  von  drei  Kräften  ergeben. 

Graphisch  ist  es  weniger  einfach ,  rechnerisch  dagegen  einfacher,  die  auseer- 
halb  eines  Querschnittes  ß  wirkenden  Kräfte  für  eine  von  fl'  bis  /9"  reichende  Be- 
lastung dadurch  zu  ermitteln,    dass  man  von  den,  der  Totalbelastung  ffir  den 

Querschnitt  ß  entspre eilenden  Bogenpressungen  (2t,  die  ^  und  93  abzieht.    Diese  Me- 

ß        ß"        -^ 
thode  liegt  dem  unten  folgenden  gerechneten  Beispiel  zu  Grunde. 

Der  den  letzten  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Standpunkt,  wird 
also  bei  dem  Zeichnen  von  Kräfteplänen  selten  eingenommen;  da  die  zuletzt 
construirten  %  und  ^  aus  der  Integration  der  AP=p  l  Aß  hervorgegangen  sind, 
so  folgt  dass  sie  nichts  anderes  als  wie  die  Mittelkräfte  der  einzelnen  zu  diesen  AP 
gehörigen  Ai4  und  AB  sind.  Da  nun  die  beiden  Hyperbeln,  welche  die  AA  nud 
A  B  umhüllen  ohnedies  construirt  werden  müssen,  um  die  ungünstigsten  Belastungs- 
arten  zu  bestimmen,  so  gelangt  man  viel  einfacher  zu  den  %  und  9,  indem  man  die 
von  den  einzelnen  AP  herrührenden  A  A  und  AB  direct  zusammensetzt,  so  wie  es 
in  Nr.  139  S.  590  gezeigt  worden  ist.  Es  ist  dies  auch  das  an  der  Schule  hier 
allgemein  geübte  Verfahren. 

Will  man  aber  etwas  grössere  Genauigkeit  erzielen ,  so  kann  man  die  Glei- 
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chuDgen  der  %  and  $,  welche  die  ausserhalb  eines  Schnittes  wirkenden  Kräfte  bil- 
den, addiren  und  schliesslich  die  ganze  Mittellcraft  auftragen. 

Dieses  Verfahren  wollen  wir  noch  etwas  ausführlicher  behandeln.  Mittelst 
der  Umhüllungscurve  und  Schnittlinie  der  Kräfte  sei  die  ungünstigste  Belastung 
t'ur  einen  Knotenpunkt  gefunden  worden ;  sie  reiche  von  ß'  bis  ß'\  und  es  sei  die 
Summe  der  ausserhalb  des  Schnittes  ß ,  der  vorerst  zwischen  ß'  und  ß"  vorausge- 
äetzt  wird,  wirkenden  Kräfte  zu  bestimmen. 

Die  Belastung  zwischen  ß'  und  ß  erzeugt  im  Schnitt  /9,  als  Kraft  ausserhalb 
des  Schnittes,' die  Widerlagerreaction : 

J         ^  ^' 

«««  —  ». 

ß'         -1       -1 

Ebenso  erzeugt  die  Belastung  zwischen  ß  und  ß"  als  Kraft  die  Widerlager- 
reaction : 

ß"         +1  +1 

a  =  a  —  «i. 

ß      fi      ß" 

Die  totale  auf  den  Schnitt  wirkende  Kraft  X  ist  demnach  gleich : 

ß 

ß         +1        ß'         +1 

ß      -'    ß      -'     ß" 

Es  ist : 


ß  -fi 


(-2^-7 


ß  -'  ß 


1 


2 


lant  dem  eben  Gesagten  nichts  anderes  als  wie  die  von  der  totalen  Belastung  her- 
rührende Kraft  auf  den  Schnitt  ß,  und  umhüllt  die  Curve 


X« 


/» 


0, 


also  die  gegebene  Parabel,  wie  es  sein  muss.     Es  reducirt  sich  also  X  auf : 

ß 

£  «  (5  —  ©  —  a  . 
ß      ß       -^    (f' 

Trifft  der  Schnitt  auf  eine  unbelastete  Strecke,  so  müssen  lant  Nr.  138  die 
beiderseitigen  Belastungen  bis  zu  dem  Widerlager  reichen  und  man  hat  offenbar : 


^ 

+1 

£' 

es 

» 

+ 

31  . 

ß 

— 1 

^' 

Die  beiden  %  ergänzen  sich   zu  <£,  wie  es  sein  soll.   Um  die  Berechnung  der 
^         ß  ß 

3(und9  zu  erleichtern,  haben  wir  die  auf  Seite  614  und  6 I5mitgetheilte Tabelle  be- 
rechnet, welche  alle  vorkommenden  Coefflcienten  von  ß  giebt,  nämlich  (Forts.  S.  6 1 6) : 


6U 


Elemente  der  Elasticitatstbeorie. 

Bogenzahlen 

für   feste    Auflager. 


ß 

0, 

Ol 
02 
03 
04 

05 
06 
07 
08 
09 

10 
11 
12 
13 
U 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 

28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 

38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 
49 
50 


a 


ß 


6 

6,1612. 

6,8248. 

6,4908. 

6,6592. 

6,8300. 

7,0032. 

7,1788. 

7,3567 

7,5371. 

7,7198 
7,9049 
8,0924. 
8,2822 
8,4744 

8,6690. 

8,8659. 

9,0651 

9,2667 

9,4706. 

9,6768 

9,8853 

10,0961 

10,3092 

10,5246. 

10,7422. 

10,9621. 

11,1842. 

11,4085 

11,6351. 

11,8638 

12,0947 

12,3278 

12,5631. 

12,8005. 

13,0400. 

13,2816 

13,5253 

13,7711. 

14,0189 

14,2688 
14,5207. 
14,7746. 
15,0304 
15,2882 

15,5480. 

15,8097. 

16,0732 

16,3386 

16,6059 

16,8750 


J 

1612 
1686 
1660 
1684 
170S 

1782 
1756 
1779 
1804 
1897 

1851 
1875 
1898 
19S2 
1946 

1969 
1999 
2016 
9099 
9069 

9086 
9108 
9131 
9154 
9176 

9199 
9921 
9243 
9966 
9287 

9309 
2381 
9353 
9374 
9895 

9416 
9437 
9468 
9478 
9499 

2519 
9639 
965S 
2578 
9598 

2617 
2635 
2654 
2673 
9691 


a 


1588 
1564 
1540 
1516 
1499 

1468 
1444 
1421 
1396 
1378 

1349 
1325 
1302 
1278 
1254 

1231 
1908 
1184 
1161 
1138 

1115 
1099 
1069 
1046 
1094 

1001 
979 
957 
934 
913 

891 
869 
847 
826 
805 

784 
763 
742 
722 
701 

681 
661 
642 
622 
602 

583 
665 
546 
527 
509 


'ß 


6 

5,8412. 

5,6848. 

5,5308. 

5,3792. 

5,2300. 

5,0832. 

4,9388. 

4,7967 

4,6571. 

4,5198 

4,3849 

4,2524. 

4,1222 

3,9944 

3,8690. 

3,7459. 

3,6251 

3,5067 

3,3906. 

3,2768 
3,1653 
3,0561 
2,9492 

2,8446. 

2,7422. 
2,6421. 
2,5442. 

2,4485 
2,3551. 

2,2638 

2,1747 

2,0878 

2,0031. 

1,9205. 

1,8400. 

1,7616 

1,6853 

1,6111. 

l,538ft 

1,4688 

1,4007. 

1,3346. 

1,2704 

1,2082 

1,1480. 

1,0897. 

1,0332 

0,9786 

0,9259 

0,8750 


8 

8,1500. 

8,2999 

8,4497 

8,5994. 

8,7488. 
8,8978 
9,0466. 
9,1949. 
9,3427 

9,4900 
9,6367 
9,7828. 
9,9281 
10,0727 

0,2165. 
0,3594. 
0,5013. 
0,6422 
0,7822. 

0,9210. 
1,0586 
1,1951. 
1,3303. 
1,4641 

1,5967. 

1,7278 

1,8575. 

1,9856 

2,1123. 

2,2373. 

2,3607. 
2,4824. 
2,6021. 
2,7206. 

2,8370 
2,9516. 
3,0643. 
3,1751. 
3,2839. 

3,3907 
3,4955 
3,5983 
3,6990 
3,7976 

3,8941 

3,9884 

4,0806. 

4,1705 

4,2583. 

4,3438. 


1500 
1499 
1498 
1497 
1494 

1490 
1488 
1483 
1478 
1473 

1467 
1461 
1453 
1446 
1438 

1429 
1419 
1409 
1400 
1388 

1376 
1365 
1352 
1338 
1326 

1311 
1297 
1281 
1267 
1250 

1234 
1217 
1200 
1182 
1161 

1146 
1127 
1108 
1088 
1068 

1048 

1028 

1007 

986 

965 

943 
922 
899 
878 
855 


8 

7,8500 

7,7001. 

7,5503. 

7,4006 

7,2512 

7,1022. 

6,9534 

6,8051 

6,6573. 

6,5100. 

6,3633. 

6,2172 

6,0719. 

5,9273. 

5,7835 

5,6406 

5,4987 

5,3578. 

5,2178 

5,0790 

4,9414. 

4,8041) 

4,6697 

4,5359. 

4,4033 
4,2722. 
4,1425 
4,0144. 

3,8877 

3,7627 
3,6393 
3,5170 
3,3970 
3,2794 

3,1630. 

3,0484 

2,9357 

2,8249 

2,7161 

2,6093. 
2,5045. 
2,4017. 
2,3010. 
2,2024. 

2,1059. 

2,0116. 

1,9194 

1,8295. 

1,7417 

1,6562 


_ß 

0 

0,0308 

0,0632 

0,0974. 

0,1332. 

0,1707 

0,2101. 

0,2513. 

0,2943. 

0,3392. 

0,3860. 

0,4348. 

0,4855 

0,5383 

0,5932 

0,6502. 

0,7093. 

0,7705 

0,8340 

0,8997 

0,9677. 
1,0380. 
1,1106. 
1,1856. 
1,2629 

1,3428. 
1,4251. 
1,5099. 
1,5972. 

1,0871. 

1,7796. 

1,8747. 

1,9725. 

2,0729 

2,1761. 

2,2820. 

2,3907. 

2,5022. 

2,6165 

2,7337. 

2;8538. 

2,9767 

3,1027. 

3,2315 

3,3634 

3,4983. 

3,6362 

3,7772 

3,9213. 

4,0684 

4,2188. 


J 

808 
324 
342 
358 
875 

394 
412 
430 
449 
468 

488 
507 
528 
549 
570 

591 
612 
635 
657 
680 

703 
726 
750 
773 
799 

823 
848 
873 
899 
925 

951 
978 
004 
Ü32 
059 

037 
115 
143 
172 
201 

229 
260 
288 
819 
349 

379 
410 
441 
471 
504 


292 
276 
262 
946 
931 

918 
204 
190 
177 
164 

159 
139 
198 
117 
106 

96 
84 
75 
65 
66 

47 
38 
30 
91 
15 

7 

0 

-7 

—13 

—19 

-25 
—30 
—36 
-40 
—46 

—49 
—63 
-57 
—60 
—63 

—67 
—68 
—72 
-73 
-75 

—77 
—78 
—79 
—81 
—80 


0, 

0292 
0568 
0830. 
1076. 

1307 
1525. 
1729. 
1919. 


0, 

Ol 
02 
03 
04 

05 
06 
07 

08 


2096.1 09 


2260. 


2412. 
2551 
2679  13 
2796  14 


10 


11 
12 


2902. 
2997. 
3081 
3156 
3221 1 19 

3277.!  20 
3324. 
3362. 
3392. 


15 
16 
17 
18 


21 
22 
23 
3413124 

3428.  25 ; 
3435.  26 
3435.  27 
3428.  28 
3415.  29 

3396.  30 

3371.  31 

3341.  32 

3305  33 1 

3265.  34! 

3220.  35 
3171.  30 
3118.  37 
3061  38 
3001.!  39 

2938.  40 
2871  41 
2803.1 42 
2731  43 


2658 

"2583. 

2506 

2428 

2349. 

2268 

2188. 


44 

45 
46 
47 
48 
49 
50 
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Bogenzahlen 

für  feste   Auflager. 


50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 

58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 

67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 

74 

75 
76 

77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 

84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 

1, 


a 


ß 


16,8750 
17,1459. 
17,4186. 
17,6930. 
17,9691 

18,2470. 
18,5265 
18,8077. 
19,0905. 
19,3749. 

19,6608 

19,9483. 

20,2373. 

20,5277 

20,8197. 

21,1130. 

21,4077 
21,7038. 
22,0012. 
22,2999. 

22,5998 
22,9010. 
23,2033 
23,5068 
23,8115. 

24,1172. 

24,4240. 

24,7317 

25,0405. 

25,3502. 

25,6608 
25,9723. 
26,2846. 
26,5976 
26,9115. 

27,2260. 
27,5412. 
27,8570 
28,1734 
28,4904. 

28,8078 

29,1257 

29,4440 

29,7627. 

30,0817 

30,4010. 

30,7205 

31,0402 

31,3601. 

31,6800 

32 


«.(J 


'P 


''ß 


'J 


8709 

491 

2727 

473 

8744 

456 

8761 

439 

8779 

481 

8795 

405 

2818 

388 

8828 

378 

3844 

856 

8859 

841 

8875 

825 

8890 

810 

2904 

296 

8980 

880 

8989 

867 

8947 

253 

2961 

239 

8974 

886 

8987 

213 

2999 

801 

3018 

188 

8088 

177 

8035 

166 

8047 

158 

8057 

143 

3068 

182 

8077 

183 

3088 

118 

3097 

108 

3106 

94 

3115 

85 

3183 

77 

3130 

70 

3139 

61 

3145 

55 

3152 

48 

3158 

48 

3164 

36 

3170 

30 

3174 

86 

8179 

81 

3183 

17 

3187 

13 

3190 

10 

8193 

7 

8195 

S 

3197 

8 

3199 

1 

3199 

1 

3800 

0 

0,8750 

0,8259. 

0,7786. 

0,7330. 

0,6891 

0,6470 
0,6065 
0,5677 
0,5305. 
0,4949. 

0,4608 

0,4283, 

0,3973. 

0,3677 

0,3397. 

0,3130. 

0,2877 

0,2638. 

0,2412. 

0,2199. 

0,1998 
0,1810. 
0,1633 
0;1468 
0,1315. 

0,1172. 
0,1040. 
0,0917 
0,0805. 
0,0702. 

0,0608 
0,0523. 
0,0446. 
0,0376 
0,0315. 

0,0260. 
0,0212. 
0,0170 
0,0134 
0,0104. 

0,0078 

0,0057 

0,0040 

0,0027. 

0,0017 

0.0010. 

0,0005 

0,0002 

0,0001. 

0,0000 

0, 


14,3438. 
14,4270. 
14,5080. 
14,5867. 
11,6631 

14,7372 
14,8091. 
14,8786. 
14,9458. 
15,0107. 

15,0733. 
15,1336. 
15,1916. 
15,2473. 
15,3007. 

15,3518 

15,4007 

15,4474 

15,4919. 

15,5341 

15,5742 
15,6122. 
15,6480. 
15,6818. 
15,7135. 

15,7432. 

15,7709. 

15,7967 

15,8206 

15,8427 

15,8630 
15,8816 
15,8985 
15,9138 
15,9276. 

15,9399. 

15,9507 

15,9602 

15,9685. 

15,9755 

15,9815. 
15,9864. 
15,9904. 
15,9935. 
15,9959. 

15,9976. 
15,9988. 
15.9995. 
15,9998 
16,0000. 
16 


882 

810 
787 
764 
741 

719 
695 
672 
649 
626 

608 
580 
557 
584 
611 

489 
467 
445 
422 
401 

380 
358 
338 
317 
897 

877 
868 
839 
821 
203 

186 
160 
158 
138 
188 

108 
95 
83 
70 
60 

49 
40 
31 
84 
17 

18 
7 
3 
8 

0 


■ 


ß 


1,6562 
1,5730 
1,4920 
1,4133 
1,3369. 

1,2628. 
1,1909 
1,1214 
1,0542 
0,9893 

0,9267 
0,8664 
0,8084 
0,7527 
0,6993 

0,6482. 

0,5993. 

0,5526. 

0,5081 

0,4659. 

0,4258. 

0,3878 

0,3520 

0,3182 

0,2865 

0,2568 

0,2291 

0,2033J 

0,1794. 

0,1573. 

0,1370. 
0,1184. 
0,1015. 
0,0862. 
0,0724 

0,0601 

0,0493. 

0,0398. 

0,0315 

0,0245. 

0,0185 
0,0136 
0,0096 
0,0065 
0,0041 

0,0024 

0,0012 

0,0005 

0,0002. 

0,0000 

0 


4,2188. 
4,3722 
4,5288 
4,6886 
4,8517. 

5,0179 
5,1874 
5,3602. 
5,5362 
5,7156. 

5,8982 
6,0842 
6,2736. 
6,4662 
6,6623. 

6,8617 

7,0645 

7,2708. 

7,4804. 

7,6935. 

7,9099 
8,1298 
8,3532. 
8,5800. 
8,8102 

9,0439 
9,2811 
9,5217 
9,7658. 
10,0133 

10,2643 

10,5188. 

10,7767. 

11,0380 

11,3028 

11,5710 
11,8427 
12,1178. 
12,3963 
12,6782 

12,9635 
13,2522. 
13,5442 
13,8397. 
14,1384. 

14,4405. 

14,7458 

15,0545 

15,3664 

15,6816 

16 


1584 
1566 
1598 
1631 
1668 

1695 
1788 
1760 
1794 
1886 

1860 
1894 
1986 
1961 
1994 

8088 
8068 
2096 
2131 
8164 

8199 
8834 
2868 
8802 
2887 

8878 
8406 
8441 
2475 
2510 

2546 
85^9 
8618 
8648 
8688 

8717 
8751 
8785 
8819 
2853 

2887 
8980 
2965 
2987 
3081 

8068 
3087 
8119 
8158 
8184 


''ß 


—82 
—82 
—88 
-81 
—82 

—81 
—80 
-80 


—78 
—78 

-76 

—74 
-74 
—71 
—70 

—68 
—66 
-64 
-61 
-60 

-57 
-54 
-62 
-60 
-47 

-44 


—48 

-89 
—87 
-34 

-81 
-89 
-27 
-84 

-22 

-19 
-17 
—15 
-13 
-11 

—9 
-8 
-5 
-6 
—3 

-8 

— 1 

-1 

0 

0 


0, 

2188. 
2106 
2024 
1942 
1861. 

1779 
1698 
1618. 
1538 
1460. 

1382 
1306 
1232. 
1158 
1087. 

1017 
0949 
0884. 
0820. 
0759. 

0699 
0642 
0588. 
0536. 
0486 

0439 

0395 

0353 

0314. 

0277 

0243 

0212. 

0183. 

0156 

0132 

0110 

0091 

0074. 

0059 

0046 

0035 
0026. 
0018 
0013. 
0008. 

0005. 

0002 

0001 

0000 

0000 

0, 


ß 


0, 

50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 

68 
69 

70 
71 
72 
73 
74 

75 

76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 


li 
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a  =  2  (3  +  /9)  (I  -  /9)3,  a  «  2  (3  -  /J)  (1  -H  «', 

-ß  ß 

ft  -  (8  +  9  ^  +  3  /?*)  (l  —  /9)3,       6  =  (8  -  9  /9  +  3  /J«)  (l  +  /5)3, 

C  =  /J  (3  +  /f)  (I  -  /J)>,  c  =  /J  (3  —  /9)  (1  +  /?)». 

-ß  ß 

Die  SatDine  der  ausaerhalb  des  Querschnittes  ß  wirkenden  Kräfte  %  ergibt 

ß 
sich  nun  ffir  eine  von  ff  bis  ß"  reichende  Belastung  aus  der  Summe  der  drei  fol- 
genden Gleichungen,  in  denen  das  obere  Zeichen  für  positive,  das  untere  ffir  nega- 
tive^ gilt: 

X  f/ 


+  c  - 

-32/» 

ß 

\ 

X 1^=  , 

h         - 

ß        -» 

\              ß 

Für  Schnitte  in  unbelasteten  Strecken  ßUlt  (£  weg  und  die  beiden  untern 

ß 
Zeilen  indem  ihr  Zeichen,  wir  schreiben  diesen  Fall  nicht  besonders  an. 

Es  wird  zweckmässig  sein  die  auszuführenden  Rechnungen  durch  ein  Beispiel 
zu  erl&ntem. 

Mittelst  der  UmhüUungscurve  und  Schnittlinie  der  Kräfte  fand  man ,  dass  fär 
die  Querschnitte  0,1 ;  0,3 ;  0,5 ;  0,7  und  0,9  die  ungunstigsten  Belastungen  seies: 

a)  für  die  obem  Fasern  des  Bogens : 
—  1  0  +  l 

—  ,846  t  0,1  ,591 


1 ; — I 1 


—  »066  j                       0,3 
I— f 1- 


,26S  ,854  0.9 

-I i— H 
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b)  für  die  untern  Fasern  des  Bogens : 
—  l  0 

-  ,065 


■I 


0.1 


I 


,319 


•f     l 


—  ,033 
I- 


.123 


,08 


.831 


,283 


0,5 


,586 


0,7 
I 


,89  0,9 
1     I 

Um  die  auf  die  trefTenden  Querschnitte   wirkenden  Kräfte  zu   berechnen, 
setzen  wir  zur  Abkürzung 


fe  +  i  =  g  ^  _  32  /9  -^  + 
—ISS  ^ 


16 


y 


ß      ß 


f 


+    16  ^ 


und  erhalten  dann  die  von  der  Belastung  allein  herrührenden  Kräfte  für  die  obern  Fasern 
des  Querschnitts  0, 1 ;  denen  auch  noch  die  von  der  Ausdehnung  durch  die  Wärme 
verursachte  Spannung  beizufügen  ist,  wenn  sie  in  diesem  Querschnitt  berücksichtigt 
werden  mnss,  wir  haben : 


X       = 

0.1 


6    - 

0,1 


—  0,246 

—  1 


g  «  —  3,2 

0,1 

-,246 

—  lö  «   +   2,783 

—1 

+1 

—  %  =  —   0,492 

,691 


X 


l 

X 


l 

X 


l 


+     16, 


—    4,456- 


—    0,983 


+1 

% 

,591 

y 

f 

y 
f 

y 


f 


+  ,16 


4-  ,342 


+  ,145 


X  «  —      ,909 

0,1 


X  y 

+  10,561    "^ 


l 


/ 


+  ,647. 


Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  den  im  Scheitel  des  Bogens  liegenden  Ur- 
sprung der  Coordinaten ;  um  sie  auf  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  zu  beziehen, 
haben  wir  statt  der  Constanten,  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten 
X  «=  /9/  «  0,1  /  und  y  =-  /**/-=  0,01  /  in  obige  Gleichung,  oder  —  ,909  .  ,  l 
+  10,561  .  ,01  -f  ,647  ^»  +  ,662  zu  setzen;  wir  erhalten  also  die  ausserhalb 
des  Querschnitts  wirkende,  und  auf  seinen  Schwerpunkt  bezogene  Kraft : 


S  «  _  ,909 

0,1 


+  10,561  "4-  +  ,662. 


In  gleicher  Weise  wurden  alle  übrigen  X  berechnet  und  folgen  hier : 
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0,1 


a)  Für  die  obem  Fasern  ist : 

-,«46        +1 
,1  —1  ,591 


—0,55 
0,3         ,S  —I 

.073 
0.5        ,5  —I 


0,7         .7 

,  .«52         .864 

!:-(£  +  «     -  ö 


0,0 


,9  —1  — 1 


—      0,909  ^  4-   !0,56l  ~ 


4,443   -^-  +     8,828  -^ 


8,768  "Y"  +     6|909  -y- 


—    22,4 


X 


r-   +  »6, 


y 


f 


12,234  -^-    4-  11,679 -y- 


N 

1 

+  0,662 

J 

32 

> 

1 

+  I,04S 

32 

> 

i     1 

4-  1,079 

-— 

> 

f  32 

> 

1 

4-  0, 

J 

32 

> 

1  1 

4-  1,089 

; 

'32' 

fp. 


fp. 


l*p. 


t^p. 


b)  Für  die  untern  Fasern  ist : 


—.066 
0,1         —l  ,319 


^U^ 


0,8         —1 
,283 
0,5         —1 

.626 

r   «    » 

0,7         —1 


.1«3  -*-l 

B  4-  a 


,831 


s:  =  ö  - 

0,9 


,890 

—,033 

ö   - 

«   - 

—  1 

—1 

3,060    ^    4-   10,707   -'{. 


—    8,093  --  +     9,897  -y 


0,675 


—    1,056 


—  11,476  —j~  4-   12,024   -y 1,108 


17,583  -^  4-  14,555  -~ 0,552 


23,005  -^-  -I-     8,470  -^. 1,075 


:  ^i>. 


32 


32      ' 


32 


1 


l^P^ 


32      ^ 


32      ^ 


8ie  zeigen ,  dass  die  verticalen  und  horizontalen  Seitenkräfte  immer  positiv 
sind ,  dagegen  drehen ,  wie  es  auch  in  der  That  sein  muss ,  bei  ungünstigster  Be- 
lastung der  obem  Fasern  die  Momente  positiv,  und  bei  ungünstigster  Belastung  der 
untern  Fasern  negativ,  um  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts. 

Das  so  berechnete  X  wird  schliesslich  direct  in  den  Querschnitt,  nicht  in  die 
Ansicht  des  Bogens,  die  ja  in  der  Regel  in  viel  kleinerm  Maassstab  gezeichnet  ist, 
eingetragen,  und  nach  Nr.  105  8.  418  die  ^  für  die  äussersten  Fasern  bestimmt. 
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Da  bis  jetzt  noch  nicht  gezeigt  worden  ist  wie  Kräfte,  deren 
Gleichungen  gegeben  sind,  eingetragen  werden,  so  soll  das  hier 
allgemein  gezeigt  werden.  Es  sei  zu  construiren,  die  Linie  der 
homogenen  Gleichung: 
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X 


a 


l 


+  *  -^  +  c  =  0. 


Um  die  Linie  aufzutragen,  construiren  wir  ihre  Axenschnitte 

cl                c  r 
,  und j-y  zu  diesem  Behufe  tragen  wir  f  und  /  auf  einer 

Axe,  —  c  auf  der  andern  so  auf,  dass  die  Dreiecke  cl  und  cfm 
den  negativen  Axen Winkel  treffen  wenn  c  positiv,  und  in  den  posi- 
tiven wenn  c  negativ  ist,  im  Uebrigen  aber  ist  das  Auftragen  ganz 
gleichgültig.  In  Fig.  206  wurde  /'und  /,  auf  der  x  Axe  —  c  auf 
der  y  Axe  aufgetragen ;  a  und  b  werden  mit  ihren  Zeichen  allein 
mit  Vertauschung  der  Axen,  d.  h.  a  auf  der  y,  /  auf  der  x  Axe  auf- 


Fig.  206. 


Fig.  207. 


\b     \f 


+x 


getragen.  Parallelen  durch  —  czu  al  und  durch /"zu  —  cb  schnei- 
den die  gesuchten  Abschnitte  aus,  wie  Fig.  206  es  zeigt.  Wird 
das  so  eben  Gesagte  bezüglich  der  Zeichen  berücksichtigt,  so  sind 
gar  keine  andern  Parallellinien  möglich ,  und  daher  ein  Irrthum 
unmöglich;  wenn  noch  beachtet  wird,  dass  cl  und  c/'als  Multi- 
plicationsfactoren  nach  Nr.  2  S.  8  nie  die  Richtung  von  Parallelen 
bestimmen  können. 

Bei  dieser Construction  haben  wir  vorausgesetzt, es  seien  abc 
Linien ,  da  aber  die  Gleichung  in  Bezug  auf  diese  Grössen  homo- 
gen ist,  so  können  sie  auch  irgend  eine  andere  Bedeutung  haben, 
z.  B.  Kräfte  sein ,  wie  wir  das  sogleich  zeigen  werden ,  wären  es 
Verhältnisszahlen  aßy  so  könnten  diese  in  irgend  einem  Maassstab 
aufgetragen  werden;  es  kommt  also  nur  auf  ihre  Verhältnisse  an. 
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Sollte  der  Linie  nach  Nr.  43  Ö.  172  ein  Sinn  beigelegt  wer- 
den, so  müsste  es  der  auf  der  Linie  mit  einem  Pfeil  bezeichnete 
sein,  weil  die  Linie  so  den  drei  Zeichen  von  -|- ö,  -|- A,  -|- c  ent- 
sprechend positiv  um  die  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks 
00,  QO  0,  0  00  ,  herumdreht. 

Es  sei  die  mit  w',  dem  Sinus  des  Axenwinkels  dividirte  Nor- 
malgleichung einer  Kraft  gegeben : 

Nach  Nr.  43  S.  171  bedeutet  dies,  dass: 

die  Kraft,  X  und  }'  die  Seitenkräfte  und  Q  q  w\  das  Moment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  den  Ursprung  sei. 

Construirt  man  Fig.  207  gerade  so  als  wie  weiter  oben  in  Fig.  206, 
so  sind  q  und  Q  so  aufzutragen,  dass  das  Momentendreieck  ^^  in 
den  negativen  Axenwinkel  trifft,  ^V  als  Coefficient  von  y  ist  auf  die 
.r  Axe  und  —  Y  als  Coefficient  von  .r  auf  die  y  Axe,  und  zwar  von 
0  nach  oben  aufzutragen.  Die  Parallelen  geben  dieAxenabschnitte 
und  damit  die  Lage  von  A,  die  Grösse  und  Kichtung  von  R  aber 
ist  gleich  der  der  punktirten  Verbindungslinie  der  Endpunkte  der 
gebrauchten  X  und  Y,  Um  sich  davon  zu  überzeugen ,  hat  man 
nun  von  0  aus  den  Linienzug  X  Y  aufzutragen. 

Die  vorstehenden  Constructionen  Ittiben  wir  noch  der  in  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Kraft: 


(.^+»-5.+c)4/',, 


anzupassen.  Man  könnte  mit  den  gegebenen  Verhältnisszahlen 
abc  zuerst  ganz  wie  in  Fig.  206   die  Linie   zeichnen,   hierauf 

a  .  -^  als  Seitenkraft  —  Y  construiren  oder  rechnen,  wodurch 

dann  auch  R  gegeben  ist.  Es  dürfte  jedoch  zweckmässig  sein, 
zuerst : 

1  \      fi  1 

"^  ""  ^  •  "3¥  ''''     *  "^  *  •  "32   y  '''      ^  ""  ^  •  "32"  ^^' 

und  dann  gerade  so  wie  in  Fig.  207  zu  construiren.  j^BC  wer- 
den mittelst  Sinusverhältnisse  construirt,  welche  letztem  wohl  am 
passendsten  so  wie  Fig.  208  es  zeigt,  disponirt  werden.  Von  der 
runden  Länge  7i  =  lO  oder  20Ctm.  z.B.  als  Mittelpunkt  beschreibt 
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Cy2i 


man  einen  Kreis  mit  dem  berechneten  Halbmesser  -^~  lp,d\eTajx- 

gente  von  0  an  ihn  hat  das  gewünschte  Sinusverhältniss  -^^  //;; 

wird  auf  derselben  von  0  aus  a  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens 
aufgetragen,  so  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  a  Yon  der 

Abscissenaxe  gleich  ^  =  -  —  /»,  und  eine  Parallele  zu  x  durch 

diesen  Endpunkt  schneidet  auf  j^  den  Punkt  A  aus. 

Von  n. ziehen  wir  eine  Parallele  zur  Verbindungslinie  von  / 

und  /*,  welche  auf  dem  Blatt  immer  vorhanden  ist,  aber  in  der 

Figur  weggelassen  wurde ,  beschreiben  von  dort  aus  einen  Kreis 

w 
mit  dem  gleichen  Radius   --    Ip,  und  die  Tangente  von  0  an  ihn 


hat  das  Sinusverhältniss  — 


l^ 


p  bezüglich  der  Ordinatenaxe. 


32      f 
Wird  daher  von  0  aus  If  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  auf- 

getragen,  so  liegt  b  in  der  Ordinate  von  B  =  -- ^.    p.      Die 

Verbindungslinie  von  A  und  B  ist  gleich  R;  auf  der  ersten  Linie 

Fig.   208. 


'7 


kann  man  bei  c  die  Länge  C  ==  -      pl  abgreifen  von  0  auf  —  ?/ 

ÖZ 

auftragen,  und  nun  die  Figur  nach  207  vollenden. 
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146.    Mit  A  P  belasteter  Parabelbogen  bei  Reactionen 

durch  feste  Punkte. 

Qanz  dem  entsprechend  was  iro  Eingang  von  Nr.  140  S.  592  gesagt  worden 
ist ,  wird  in  diesem  Fall  A  ^4  in  den  Horisontalen  y  —  yf  angf'nommen ,  wo  y 
<  1  ist. 

In  Folge  dieser  Beschränkung  kann  man  nur  der  mittelsten  der  drei  Haupt- 
gleichnngen  —  (£A,  Nr.  142  S.  602  genügen.     Da  die  Normalgleichang  von  A  A: 

(y  — y/)A^«0, 

ist,  so  hat  man  in  dieselbe  sn  snbstitniren : 

-y/. 


^      -0.              ' 

^  1, 

1 

nnd 

man  erhalt : 

— 

.  (5Ä  — (l  —ß^){6Y- 

-  l  — 

ß') 

1 
12 

(3ya_2y  + 

i> 

2 
3~ 

fU 

Setzt  man 

in  dieser  Gleichung : 

«  o»   3^9 

-2y 

+  • 

3 

fl^AP  — 


1                         4 
das  leicht  gerechnet  aber  auch  in  d^r  Form  «/*  =  3  (yf —  /)«  + /^ 

3  15' 

«  [1,732051  (yf /)]«  -f-  (0,516398/)«  leicht  construirt  werden  kann,  so 

erhSIt  man,  wenn  A  «a  o  gesetzt  wird : 

AA  =  0-  /»')  (6y  -  1  -  /J»)  .  — !—  .  4  ^^- 

off  J 

Die  Substitution  dieses  A  /4  in  die  ursprünglichen  Gleichnngen  von  A  %  und 
A«S.  601  giebt: 

A«  =  [4  (I  -  /f)(l    +      J^-)  -  (1  -    /?«)  (6y  ~  1  -/?)  .   ^^y  ~  -J^jJ. 

-/AP, 

8  ' 

Aö  -  [4  (1  +  /9)(^l  -  -f )  -  0  -  /*«)  (6y  -  1  -^«)  .    -i  (y  -  -?J,-J]. 

—  /AP. 
8 

Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  A  91  nnd  A  8  «=^  0,  nach  a:  litid  y 

giebt,  als  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes : 

1/  4« 
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Setzt  man  die  Coordinaten  der  KrafteschDittlinie  gleich  x  und  y\  so  erhält 
man  die  Gleichung  derselben  wegen  ßl  ^»  z 


(ey  -  1  -  ""^l)  (y  -  -^)  -  4a. 


eine  Curve  3.  Ordnung  mit  unendlich  fernem  Doppelpunkt  am  Ende  der  Ordinatenaxe, 

und  dann  noch  einen  Punkt  in  jeder  Ordinate,  ac  «  Ip  V'sy — i  /,  undy  «y/* 

sind  die  3  Asymptoten.     Sie 

hat  keine  Inflektionspunkte:  sie  P'ST-  209. 

kann  für  Jedes  y  leicht  gerech- 
net, aber  auch  leicht  construirt 
werden  in  der  Form  : 

[(6y-i)/~y]  {yf-y) 
y 


x^ 
weil  -— 


f 


ist,  wenn  mWy 


ri 


I 
I 
I 
I 
I 
I 


J 


'^^_ 


die  Ordinaten  der  vorhandenen 
Parabel  bezeichnet  werden. 

Mnn  trage  von  der  Horizon- 
talen die  (6  y  —  1 )  /  unter  der 
Richtungslinie  von  A  A  liegt, 
die  Ordinaten  y  nach  oben  auf, 
siehe  Fig.  209  bezüglich  dieses 
Auftragens ;  dann  werden  diese 
Punkte  um  die  Länge  (6  y  —  \)f 
—  y  unter  Ai4  und  alle  auf 
einer  Parabel  liegen,  die  der 
gegebnen  symmetrisch  ist. 
Auf  Ai4  wird  von  jeder  Ordi- 
nate ans  das  eben  construirte 

oder  berechnete  /  y^«  dop- 
pelt aufgetragen ,  dessen  End- 
punkt mit  dem  früher  con- 
struirten  Punkt  verbunden, 
und  auf  der  Verbindungs- 
linie ein  Perpendikel  errichtet 
(siehe  die  Figur) ,  der  auf  der 
Ordinate  die  Lange  yf  +  (—  y) 
ausschneidet,  dieser  Schnittpunkt  ist  daher  ein  Punkt  der  gesuchten  Schnittlinie. 

Durch  diese  Krafteschnittlinie  sind  jetzt  die  beiden  Seitenkräfte  A9[  und 
AQ  von  AP  vollständig  bestimmt,  weil  die  Umhüll nngscnrve  einer  jeden  dieser 
Kräfte  sich  auf  einen  Punkt  redneirt ,  indem  sie  durch  die  zwei  Punkte  ±  /,  yf 
gehen. 

Mittelst  dieser  Schnittlinie  kann  nun  nach  Nr.  139  S.  590  die  ungünstigste 
Belastungsart  für  jeden  Knotenpunkt,  oder  für  jede  äusserste  Grenze  eines  Central- 


A 


/ 
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keines  ermittelt,  und  sogar  nach  den  Methoden  von  Namroer  139  die  APdirect 
zerlegt  nnd  ihre  SeltenkrSfte  AH  und  A^  cor  totalen  Widerlagerreaction  zusam- 
mengesetzt werden.  Hieran  der  Schule  geschieht  dieses  in  der  Regel,  well  die 
Kechnnngen  complicirter  als  wie  die  in  Nr.  144  sind;  immerhin  wollen  wir  in  der 
nächsten  Nummer  die  Integrationen  für  gleichförmig  vertheilte  Belastungen  noch 
durchfuhren. 


147.   Mit  P  gleicliförmig  belasteter  Parabelbogen,  bei 

Reactionen  durch  feste  Punkte. 

Wie  in  Nr.  144  setzen  wir  AP  «»  Ip  dß,  und  integriren  die  in  der  vorigen 
Nummer  erhaltenen  Gleichungen  für  die  Widerlagerreactionen.  Ans  den  gleichen 
Gründen  als  wie  früher,  ist  bei  diesen  Integrationen  für  %  als  obere  Grenze  +  1, 
und  für  9  als  untere  Grenze  —  l  anzunehmen ;  also  wie  dort  die  Reactionen  für 
abstehende  Belastungen  zu  bestimmen. 

Die  Integrationen  geben  die  folgenden  Resultate : 

'^  ^'  i  '  "^    J   -  [3^  -  1  -  -  Cy  -  1)  (1  -  -  ,^) 

-  -'ö  (4  +  «  (1  -  ßy\  l  (y  -  •;;.)[  (1  -  /^)»  -^ /»  r. 

ß  (  X 

|ö_         ,__  _    [3y-l_(y_l)     (1    +^) 

.-    1     I  l 


"    1 


€  =  »  +  ««[--2/9    ,     +  (2y-o,4)    *;,- 

fl         -  l    ß  La  J 

+  1  +/9*-^-(2y  — 0,4)]^    l^p. 

Da  91  und  8  durch  die  beiden  festen  Punkte//  gehen,  so  braucht  man  ihre 

ß  ß 

Umhüllungscurve  nicht  zu  bestimmen ,  und  beide  sind  durch  ihre  Schnittlinie ,  die 

auf  der  Mitte  der  gleichförmig  vcrtheilten  Belastung  liegt,  gegeben.     Don  Schnitt- 

pnnkt  der  zn  ß  bis  1  gehörenden  Scitenkräfte  erhält  man  daher,  indem  man  in  % 

ß 

X  1 

ma  -  --  (^  -|-  1)  setzt,  und  die  Gleichung  der  Schnittlinie,  indem  man  nachher 

X 

ß  =z  2  —  l  setzt.     Man  gelangt  daher  auch  direct  zu  diesen ,    indem  man 

in  31    ,  ß^2  -    -  —  isetzt. 
ß  ^ 
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Wird  nach  der  Sabstitution  y  bestimmt,  so  erhält  man : 

fy  —  y  ^3^»  siehe  vorige  Nummer,  nichts  anderes  als  die  Erhöhung  der  Schnittlinie 
fiber  dem  Bogenaoflager ;  sie  könnte  constroirt  werden,  allein  es  ist  einfacher, 
sie  für  jedes  y  zu  rechnen  und  aufzutragen. 

FQr  Jede  abstehende  Belastung  erhält  man  dann  die  Widerlagerreaction  ein- 
fach dadurch,  dass  man  die  Belastung  ^  /  im  Punkte  der  Schnittlinie  über  der  Mitte 
der  Belastung  nach  der  Richtung  der  beiden  Auflager  zerlegt. 

Mittelst  vier  solcherZerlegungen,  und  dann  durch  graphische  Zusammensetzung 
der  erhaltenen  Seitenkräft^  von  £  ,  das  so  zusammengesetzt  ist,  wie  es  in  Nr.  1 44 

ß 
S.  613  angegeben  ist,  köniien  graphisch  alle  %  zusammengesetzt  werden. 

ß 
Uebrigens  kann  man  sie  auch  rechnen. 

Da  Jedermann  Tafeln  von  Quadrat-  und  Cubikzahlen  besitzt ,  so  wurden  zur 

Erleichterung  der  Rechnung  nur  die  Werthe : 

rf  =  -^ö  (4  +  /»)  (1  -  ßY  «nd  d  —1-  (4  -'ß){\+  ß)\ 
~~ß  ß 

berechnet  und  auf  Seite  626  tabellarisch  zusammengestellt. 
Weiter  berechnet  man  dann : 

a-   -  (1  -  ßY, 
—P 

6'  =  ^-  [(3y  -  1)  (1  -  ßy  _  (y  _  1)  (1  _  /J)3  _  d], 

«' -  (t  +  ßy, 
p 

6'  =■  {  [(3y  -  1)  (1  +  /»)*  -  (y  -  1)  (1  +  /»)"  -  ä\ 

Die  Samme  der  ausserhalb  eines  Qnerschnittes  ß  wirkenden  Kräfte  für  eine 
von  ß'  bis  ß"  reichende  Belastung  ergibt  sich  ans  der  Snmme  der  folgenden  drei 
Gleichnngen : 

-h-     -l—c  \-fp- 

ß  f     ß  '  * 

-ß"  f      -ß" 

Das  Auftragen  der  Kraft  geschieht  nun  genau  wie  es  in  Nr.  145  gezeigt 
worden  ist.     (Fortsetzung  Seite  627.) 

40 


626 


Elemente  der  Elasticitfitstheorie. 


Bogenzahlen 

für  bewegliche  Auflager. 


ß 


Ol 
02 
03 
04 


06 
07 
08 
09 


'ß 


0,4 

0,4152 

0,4308 

0,4468 

0,4683. 


05  0,4801 


0,4974 
0,5151 
0,5833 
0,5519 


10 10,5710. 
11 10,5905 
12  0,6105 


18 
14 


0,6810. 
0,6519 


15 10.6734. 
16 10,6953. 
17 10,7177. 


18 
19 


0,7406 
0,7640 


20  0,7880. 

21  0,8124 
22 10,8374. 
23  0,8629 


24 

25 
26 
27 
28 
29 


0,8889 

0,9155 

0,9427. 

0,9703 

0,9986. 

1,0274. 


30  1,0568. 


31 
32 
33 
34 
35 


1,0867 
1,1172 
1,1488 
1,1800 
1,2123 


15S 
166 
100 
1« 
168 

178 
177 
188 
186 
191 

188 
800 
806 
808 
816 

818 
884 
889 

884 

840 

844 

860 
866 


879 
876 
888 
888 
894 


'•ß 


148 
144 
140 
187 
188 

189 
186 
183 
118 
116 

111 
108 
106 
101 
99 

96 
99 

89 
86 

84 

80 
78 
76 
78 

70 

68 

64 
68 
60 
68 


899    66 

806    68 


811 

817 


6t 
49 

47 


0,4 

0,3852. 

0,3708. 

0,3568. 

0,3431 

0.8299. 
0,3170. 
0,3045. 
0,2923. 
0,2805. 

0,2690 
0,2579. 
0,2471. 
0,2366 
0,2265. 

0,2166 

0,2071 

0,1979 

0,1890. 

0,1804. 

0,1720 
0,1640. 
0,1562 
0,1487. 
0,1415. 

0,1345. 

0,1277 

0,1213. 

0,1150 

0,1090 

0,1032 
0,0977. 
0,0924. 
0,0878. 
0,0824. 
0,0777, 


ß 


85 

86 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 


'ß 


1,2123 
1,2453. 
1,2788. 
1,3129. 
1,3476 

1,3830. 
1.4190. 
1,4556. 
1,4928 
1,5307 


45 11,5693. 

46  1,6085. 

47  1,6483 

48  1,6888 

49  1,7300 

50  1,7719. 

51  1,8144 

52  1,8576 
58  1,9015. 

54  1,9461. 

55  1,9913 

56  2,0373 

57  2,0840. 

58  2,1318 

59  2,1794 


62 
68 


2,3280. 
2,8789 


64  2,4306 

65  k4830 
66 12,5362. 
67 

68 
69 
70 


2,5901. 
2,6447. 
2,7001. 
2,7562. 


880 
886 
841 
847 
864 

860 
866 
878 
879 
886 

882 
898 
406 
418 
419 

426 
482 
489 
446 

462 

460 
467 
478 
481 
488 

498 
608 
609 
617 
694 

688 
688 
646 

664 
661 


d 


-ß 


46l 

48 

41 

89 

88 

86 
84 
88 

81 
80 

88 
86 

85 
84 

98 

81 
80 
19 
18 
16 

16 
15 
18 
18 
18 

11 

11 
8 
9 
8 

8 

7 
6 
6 
5 


0,0777. 

0,0731 

0,0688 

0,0647 

0,0608. 

0,0570 
0,0534 
0,0500 
0,0468. 
0,0437, 

0,0407 

0,0379 

0,0353. 

0,0328. 

0,0304. 

0,0281 

0,0260. 

0,0240. 

0,0221 

0,0203 

0,0187. 
0,0171. 
0,0156 
0.0143. 
0,0130. 

0,0118. 

0,0107. 

0,0096 

0,0087. 

0,0078. 

0,0070. 
0,0062 
0,0055 
0,0049 
0,0043 
0,0038 


ß       d^ 


ß 


70  2,7562. 
712,8131. 
722,8707. 
732,9291. 
7412,9882 

7513,0481 

76i3,1088 

7718,1703. 

7813,2325. 

79|3,2955. 

80 
813 
82  3 
88 


3,3592 
,4238 
.4891 

3,5552 

84  3,6221 

85  3,6898 

86  3,7582 

87  3,8275 

88  3,8975 

89  8,9688 


m 


93 
94 


0400 

9ll4,1124 

92)4,1856 

4,2596 

4,3344 

95  4,4100 

96  4,4864 

97  4,5686 
98|4,6416 
99(4,7204 
1,  4,8000 


669 
676 
684 

691 
699 

607 
616 
688 
680 
687 

646 


661 
669 

677 


698 

700 
708 
717 

784 
788 

740 
748 
7.MI 

764 
778 
780 
788 
796 


'-<» 


6 

4 
4 
8 
8 

8 
8 

8 
8 

1 

8 

1 
1 

1 
1 

0 
1 
0 
0 

1 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 


0,0038 
0,0033 
0.0029 
0,0025 
0,0022. 

0,0019. 
0,0016. 
0,0013 
0,0011 
0,0009 

o,oooa 

0,0006 
0,0005 
0,0004 
0,0003 

0,0002 
0,0002. 
0,0001 
0,0001 
0,0001 

0.0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 

0,0000 
0,0000 
0,0060 
0,0000 
0,0000 
0,0000 


Zam  Zeichnen  des  Kräfteplanes  genügen  in  der  Regel  2.  hGchstens  SDesiinal- 
stellen.  Will  man  aber  bei  genaaern  Operationen  alle  vier  Stellen  benützen ,  so 
müssen  auch  die  2ten  Dilferensen  noch  berücksichtigt  werden. 

Es  geschieht  dies  mittelst  der  Formel : 

Die  mit  Ponkten  versehenen  Zahlen  sind  grosser,  die  ohne  Punkte  kleiner 
als  die  genauen  Zahlen werthe. 

Diese  Bemerkangen  gelten  auch  für  die  anf  S.  614  und  615  mitgetheilten 
Bogensahlen. 
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Bei  Behandlung  dieses  Bogens,  bei  dem  die  Widerlagerreactionen  dnrch  feste 
Punkte  gehen  mQssen ,  glaubten  wir  uns  etwas  kürzer  fassen  zu  dürfen,  weil  wir 
aus  früher  schon  angegebenen  Gründen ,  die  Annahme  einer  Parabel  als  Axe  eines 
versteiften  Bogens,  nicht  mehr  für  immer  zulässig  erachten,  und  die  graphischen 
Methoden  von  Nr.  140  hier  anzuwenden  sind. 


Fünftes  Kapitel. 

Der  gerade  elastische  Balken. 


148.  Der  gerade  elastische  Balken  im  AUgemeinen. 

Bei  geraden  Balken  dient  uns  die  Theorie  der  Elasticität  dazu, 
die  Widerlagerreactionen  und  damit  die  äussern  Kräfte  eingemauer- 
ter oder  continuirlicher  Balken  zu  bestimmen.  Die  einfachem  Fälle 
sollen  hier  allgemein  behandelt  werden ,  mit  Ausnahme  des  con- 
tinuirlichen  Balkens ,  dem  im  nächsten  Band  ein  besonderer  Ab- 
schnitt gewidmet  werden  wird. 

Wir  nehmen  an,  der  Balken  liege  horizontal  und  werde  nur 
von  der  Belastung  und  von  yerticalen  Widerlagerreactionen  in 
Anspruch  genommen.  In  diesem  Fall  werden  die  A  ^  =:  A  .r, 
wenn  die  x  Axe  horizontal  und  die  y  Axe  vertical  angenom- 
men wird;  unter  allen  Verhältnissen,  selbst  wenn  alle  Auflager 
nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  können  die  horizontalen  Form- 
änderungen vernachläBsigt  werden,  so  dass  die  zweite  der  Funda- 
roentalformeln  Nr.  136  S.  572  ausfällt,  und  nur  mehr  die  beiden 
folgenden  übrig  bleiben : 

Man  könnte  jetzt  diese  Formeln  gerade  so  behandeln  als  wie 
früher  die  des  Bogens  behandelt  worden  sind ;  die  von  einer  Be- 
lastung A  P  und  einem  ttber  den  ganzen  Bogen  sich  erstreckenden 
Reaction  A  A  herrührenden  S  und  —  k  ermitteln ,  und  dann  nach 
Feststellung  der  ungünstigsten  Belastung  die  einzeln  A  A  summiren. 
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Da  jedoch  im  vorliegenden  Fall  die  A  Zimmer  durch  einen 
festen  Punkt  gehen  und  vertical  gerichtet  sind  und  demnach  weder 
Umhüllungscurve  noch  Schnittlinie  der  Kräfte  zu  bestimmen  ist, 
so  ist  es  nicht  nothwendig  vorerst  das  einzelne  A  P  zu  behandeln, 
sondern  man  kann  von  vorn  herein  die  von  einer  totalen  Belastung 
herrührenden  Formänderungen  sogleich  zusammenfassen. 

Es  ist  dies  zuerst  von  Herrn  Prof.  Mohr  geschehen ,  der  das 
Element  der  Momentenfläche  $  A;r  als  Kraft  auf  einer  Verticalen 
und  als  Poldistanz  «  3  aufgetragen,  und  mit  diesem  Kräftepolygon 
ein  Seilpolygon  construirt  hat.  Die  Seiten  dieses  Seilpolygons 
bilden  den  Winkel  S  miteinander  und  schneiden  auf  Verticallinien 
die  Formänderung  — A  ab,  sie  sind  daher  identisch  mit  einer  der 
Belastung  entsprechenden  elastischen  Linie.  Wird  die  Wider- 
lagerreaction  willkürlich  angenommen ,  so  wird  die  so  erhaltene 
elastische  Linie  vielleicht  nicht  allen  gestellten  Bedingungen 
genügen ;  z.  B.  nicht  durch  alle  Auflager  gehen  oder  bei  der  Ein- 
mauerung  nicht  die  gegebene  Richtung  und  Lage  haben.  Nun 
handelt  es  sich  darum  die  äussern  Kräfte  so  zu  modiiiciren,  dass 
die  Linie  den  Bedingungen  genüge,  ist  dies  geschehen  so  sind  die 
modificirten  Reactionen  die  wirklichen. 

Im  Wesentlichen  ist  dieses  Verfahren  identisch  mit  dem  in 
Nr.  132  dargelegten ,  nur  ist  es  von  Herrn  Prof.  Mohr  anders  aus- 
geführt worden ,  und  diese  gewiss  sinnreichen  Methoden  wollen 
wir  hier  entwickeln. 

Dem  geraden  Balken  begegnen  wir  in  zwei  Formen,  entweder 
als  vollem  Balken  oder  als  hohlem  Fachwerk.  Im  ersten  Fall 
bringen  wir  nach  Nr.  115  und  116  «3  durch  Construction  auf  die 
Form: 

s^  =  {€  ab)  cz'"y., 

im  zweiten  nach  Nr.  99  oder  112,  auf  die  Form 

i?3  =  {eF)  hK 

Ist  der  Querschnitt  variabel ,  so  ist  im  ersten  Fall  die  Dimen- 
sion z^'\  im  letztern  die  Kraft  «  F  veränderlich.  Aus  den  in  Nr.  133 

angegebenen  Gründen  kann  man  nur  —  der  Kraft  (s  ab)  oder 

{e  F)  auftragen  und  erhält  in  Folge  dessen  laut  Nr.  136  so- 
wohl S  als  auch  —  i  im  n  mal  verzerrten  Maassstab.  In  den 
Formeln  wollen  wir  jedoch  dieses  n  nicht  mitschleppen.    Dies 
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vorausgeschickt,  können  die  auszuführenden  Operationen  durch 
das  folgende  Schema  für  die  beiden  Fälle  ausgedrückt  werden : 

«'"  c        sab  sF  k       h 

Dieses  Schema  soll  bedeuten : 

Es  werden  die  in  der  Verticalen  b^  wirkenden  Kräfte  A  P  auf- 
getragen, und  mittelst  der  Poldistanz  s  ab  oder  A  durch  ein  Seilpoly- 
gon verbunden;  es  ist  das  die  ganz  allgemeine  Gonstruction,  welche 
die  am  Balken  wirkenden  Momente  in  der  Form  Sj^  :  eab  oder  :  k 
gibt,  und  welche  unter  allen  Verhältnissen  ausgeführt  werden  muss. 

Die  durch   Verticallinien   in   Flächenelemente    ^es  Inhalts 

A  x  -7-  =Aa?-i-A/'=Aa?  — r  A  /'zerlegten  Momentenflächen 
h  n  €ab 

werden  auf  die  Basis  c  oder  h  reducirt.  Damit  dieses  durch  ein- 
faches Abgreifen  der  Lamellenhöhe  geschehen  könne,  sollen  die  Aar 
gleich  einem  Vielfachen  von  c,  oder  Untervielfachen  von  h  ange- 
nommen werden. 

Die  Resultate  dieser  Verwandlung  werden  auf  einer  Verti- 
calen von  neuem  als  Kräftepolygon  aufgetragen  und  mit  den,  even- 
tuell variabeln  Poldistanzen  ;»"'  oder  s  F  die  vorerst  provisorische 
elastische  Linie  construirt. 

Wie  diese  Operationen  ausgeführt,  und  wie  den  provisorischen 
elastischen  Linien  die  definitiven  substituirt  werden  können,  wol- 
len wir  in  der  nächsten  Nummer  an  einigen  Beispielen  erläutern. 
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*  Auf  Taf.  17i  wurden  die  beliebigen  Belastungen  A/'in  der 
Verticalen  durch  das  Widerlager  aufgetragen,  und  die  Poldistanz 
£  ab  vor  der  Lamelle  7  parallel  zur  Richtung  der  Einmauerung 
angenommen.  Mit  den  Zeichnen  des  Seilpolygons  bei  7  begin- 
nend, erhält  man  die  ^  i  sab  als  Segmente  zwischen  deräussersten 
Seite  von  7  und  der  treffenden  Seite,  sie  sind  die  Höhen  der  La- 
mellen, die  nur  auf  die  Basis  c  zu  verwandeln  sind.  Da  kein  be- 
sonderes Profil  vorliegt,  so  wurde  für  c  die  doppelte  Lamellen- 
breite 2  A ^  angenommen,  also  —^  ^  \  sab  als  Resultat  der  Ver- 
wandlung auf  der  Verticalen  durch  das  freie  Ende  des  Balkens 
von  der  verlängerten  Poldistanz  s  ab  ab  aufgetragen,  so  dass 
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die  erste  PolygoDseite  mit  der  Richtung  der  Einmauerang  über- 
einstimmt. 

Für  z^^\  wurde  die  Länge  des  Balkens ,  dann  abnehmend  für 
je  zwei  Lamellen  zusammen  ein  a'",  also  noch  js'''^  3  s/'\^\lndz'''^^ 
angenommen,  wie  es  in  Taf.  17i  angedeutet  ist. 

Mit  diesem  Eräftepolygon  wurde  die  ausgezogene  elastische 
Linie  als  Polygon  gezeichnet.  Da  die  erste  Polygonseite  mit  der 
Richtung  der  Einmauerung  übereinstimmt ,  und  weiter  keine  Be- 
dingung zu  erfüllen  ist,  weil  das  nicht  eingemauerte  Ende  belie- 
big frei  hinaus  stehen  kann,  so  ist  diese  Linie  die  elastische  Linie 
selbst,  verzerrt  im  Maassstab  von  Im.  In  diesem  verzerrten 
Maassstab  kann  derWinkeH,  um  den  sich  das  Balkenende  gedreht 
hat,  sowohl  am  Kräftepolygon  als  auch  an  der  elastischen  Linie 
abgelesen  werden,  da  wo  es  Taf.  17i  angedeutet  ist. 

Ist  die  Belastung  des  eingemauerten  Balkens  eine  gleichför- 
mige, so  wird  die  Momentencurve  der — ^V  eine  Parabel  sein; 

€  ab 

ist  dann  noch  der  Querschnitt  des  Balkens  constant,  also  alle  z'** 
gleich  gross,  so  ist  die  elastische  Linie  nichts  anderes  als  ein  Seil- 
polygon, das  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Parabel- 
dreiecks diente,  da  aber  dieser  laut  Fig.  162  S.382  in  —r-  der  Bai- 

4 

kenlänge  von  der  Wandfläche  ab  liegt,  so  sind  alle  Formen  und 
Dimensionen  bekannt,  und  wir  können  die  Biegungsresultate  direct 
aus  der  Figur  herauslesen. 

Das  Moment  der  gleichförmigen  Balkenbelastung   in  Bezug 

auf  die  Wandfläche  ist  gleich  -^  pl\  wenn  man  mit/?  die  gleichför- 

mige  Belastung  pro  Längeneinheit  und  mit  /  die  Länge  des  Balkens 

bezeichnet;  die  grösste  Parabelordinate  bei  der  Wand  demnach: 

v  P 

X — ^       in   der  Zeichnung  ist  diese  Ordinate   natürlich  n  mal 
2  («  ab) 

plB 

grösser.  Die  Parabelfläche  ist  gleich  -^-f — 7— ;     die    Länge    des 

0  {€  ab) 

Kräftepolygons  nach  der Reduction  auf  die  Basis  c  gleich  ^,  /^   ..    ; 

b  (ff  ab)  c 

und  demnach  der  Winkel  d  gleich : 

.  ^ pp        ^     pj^ 
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3 

Da  die  Parabelfläche  am  Hebelsarm  -■-  /  wirkt,  so  ist  die 

4 

äusserste  Ordinate  des  Balkenendes  oder  die  Senkung  desselben 

in  Folge  der  Belastung: 

"8  *3  • 

Schneller  gelangt  man  zu  demselben  Resultat  durch  die  In- 
tegrationen : 


6  =  l    ';-'     rfa;  = 


pl» 


3  6  «3 


».if-^j.»  /4 


Das  negative  Zeichen  von  k  rührt  daher,  dass  die  Momente 
nach  unser n  Annahmen  negativ  drehen,  würde  das  bei  den  Zeichen 
der  Momentenflächen  berücksichtigt,  so  würde  k  positiv  werden. 


150.  Auf  zwei  Stützen  frei  aufliegender  nnd  über- 
hängender Balken. 

Der  überhängende  Balken  Taf.  IT^  sei  mit  gleichmässig  ver- 
theilten  Gewichten,  deren  Summe  gleich  pl  ist,  und  ausserdem  noch 
durch  das  Gewicht  P  an  seinem  Endpunkt  belastet;  mit  diesen 
Belastungen  und  der  Poldistanz  e  ab  wurde  das  Seilpolygon  ge- 
zeichnet, es  ist  eine  in  gleichem  Sinn  gekrümmte  parabelartige 
Curve,  welche  an  ihrem  Ende  wegen  der  dort  concentrirten  Be- 
lastung P  eine  Ecke  mit  der  letzten  Polygonseite  bildet.  Die 
Schlusslinie  des  Polygons  verbindet  den  Schnitt  dieser  letzten  Po- 
lygonseite mit  der  Verticalen  durch  das  rechtseitige  Widerlager, 
mit  dem  Schnitt  der  Parabel  mit  der  Verticalen  des  linkseitigen. 
Die  Momentenfläche  wird  gebildet:  durch  die  Seilcurve,  die  letzte 
Polygonseite  und  die  Schlusslinie,  und  besteht  aus  einer  positiven 
schraffirten,  und  einer  negativen  punktirten  Momentenfläche.  Inner- 
halb der  erstem  muss  der  Balken  nach  unten,  innerhalb  der  letztern 
nach  oben  gekrümmt  sein ;  die  beiden  in  entgegengesetztem  Sinn 
gekrümmten  Balkenstücke  sind  durch  den  Inflektionspunkt  von 
einander  getrennt,  der  demnach  auf  der  Verticalen  durch  den 
Schnitt  der  Seilcurve  mit  der  Schlusslinie  liegt. 
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Um  die  elastische  Linie  dieses  Balkens  zu  zeichnen ,  wurde 
deren  Momentenfläche  der  Uebersichtlichkeit  wegen  in  nur  3  Par- 
tialfiächen  getheilt,  nämlich  in  die  grosse  positive  Fläche  1  und  in 
zwei  negative  2  und  S,  welche  durch  die  Verticale  des  Auflagers 
getrennt  werden.  An  dieser  Stelle  muss  eine  Trennung  statt- 
finden, weil  die  Polygonseite  zwischen  diesen  beiden  Seiten  durch 
das  Auflager  geführt  werden  soll. 

Die  Momentenflächen  wurden  auf  die  Basis  e  reducirt ,  mit 
Berücksichtigung  des  Sinnes  auf  einer  Verticaien  rechts  die  ^Sßifab 
aufgetragen  und  mit  der  in  beliebiger  Richtung  angenommenen 
Poldistanz  z'^\  eine  erste  (Taf.  17a)  punktirte  elastische  Linie  vom 
linksseitigen  Widerlager  ausgehend  gezeichnet.  Sie  geht  nicht 
durch  das  rechtsseitige  Widerlager.  Denken  wir  uns  die  richtige 
elastische  Linie  ebenfalls  eingezeichnet,  so  werden  die  beiden 
Linien  offenbar  die  Verticale  durch  das  linksseitige  Widerlager 
entsprechend  gemein  haben ,  denn  zwei  entsprechende  Seiten  der 
beiden  Polygone  schneiden  diese  Verticale  in  einer  Entfernung 
vom  Auflager,  welche  dem  Moment  der  Flächen  zwischen  diesem 
Auflager  und  den  beiden  Polygonseiten  gleich  ist  Da  nun 
diese  Momente  von  der  Richtung  der  Distanz  z*''  unabhängig 
sind,  so  sind  sie  für  beide  Polygone  gleich  gross.  Die  ent- 
sprechenden Polygonseiten  können  aber  nur  dann  vom  Auflager 
ab  gleiche  Strecken  ausschneiden ,  wenn  sie  dieses  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Da  das  eben  Gesagte  von  je  zwei  entsprechen- 
den Polygonseiten  gilt,  so  haben  die  zwei  Polygone  die  Ver- 
ticallinie  des  linksseitigen  Auflagers  entsprechend  gemein. 

Aus  dem  eben  Gesagten  folgt  auch  noch,  dass  beide  Polygone, 
überhaupt  alle  Polygone,  welche  mit  der  gleichen  Poldistanz  s'" 
construirt  sind,  congruente  Strecken  auf  allen  Verticallinien  aus- 
schneiden; dies  kann  aber  nur  dann  stattfinden,  wenn  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  derselben  Verticallinie  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehen. 

Verlängern  wir  demnach  die  Polygonseite  2  3  des  punktirten 
Polygons,  die  durch  das  rechtsseitige  Auflager  hätte  gehen  sollen, 
bis  zur  Verticaien  ^,  so  wird  der  Schnitt  auch  ein  Punkt  der  Seite  2  3 
des  richtigen  Polygons  sein.  Die  Verbindung  dieses  Schnitt- 
punktes mit  dem  rechtsseitigen  Auflager  ist  daher  die  Polygonseite 
2  3  der  richtigen  elastischen  Linie ,  welche  im  Auflager  von  ihr 
berührt  wird. 
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Eine  Parallele  zu  ihr  durch  den  Punki  2  3  des  Kräftepolygons 
giebt  die  wahre  Lage  der  Poldistanz,  mit  der  nun  die  wirkliehe 
elastische  Linie  gezeichnet  werden  könnte.  Allein  es  ist  nicht 
einmal  nothwendig,  auf  dieses  zurückzugreifen;  die  letzte  Seite 
jenseits  3  wurde  auch  durch  den  Schnitt  der  äussersten  Seite  des 
punktirten  Polygons  mit  der  linksseitigen  Verticalen  geftihrt;  den 
Eckpunkt  1  erhielt  man  dadurch,  dass  man  die  Segmente  ^^  ein- 
ander gleich  machte;  diese  erste  Polygonseite  ist  auch  dadurch 
bestimmt,  dass  ihr  Schnitt  mit  der  Seite  2  3  auf  der  gleichen 
Verticalen  als  wie  der  entsprechende  Schnitt  des  punktirten 
Polygons  liegt.  ^ 

Hiermit  ist  die  wirkliche  elastische  Linie  dieses  Balkens  voll- 
ständig bestimmt. 

151.  An  einem  Ende  eingemanerter,  am  andern  frei 
anfliegender  nnd  überhängender  Balken, 

Vergleichen  wir  den  hier  bezeichneten  Balken  (Taf.  17 3)  mit 
dem  vorigen,  so  sehen  wir,  dass  ausser  den  Kräften  ^  und  B  noch 
ein  Moment  bei  ^^  angebracht  werden  muss,  das  den  Balken  negativ 
herumdreht,  bis  das  Ende  A  in  die  Richtung  der  Einmauerung 
trifft.  Wir  nehmen  dasselbe  zuerst  willkürlich  gleich  ^'c,  unter- 
suchen seine  Wirkung  auf  den  Balken  und  ändern  es  nachher  so, 
dass  die  elastische  Linie  den  gegebenen  Bedingungen  genügt. 
Wir  zeichnen  also  zunächst  mit  dem  Eräftepolygon  der  A  P  ganz 
wie  in  der  vorigen  Nummer  das  erste  Seilpolygon ,  tragen  dann 
(siehe  Fig.  148  S.  332)  das  auf  die  erste  Poldistanz  s  ab  (oder  h) 
reducirte  Moment,  also  ^'  :  s  ab  oder  :  A  auf;  die  Verbindungslinie 
dessen  untern  Endes,  mit  dem  Schnitt  der  letzten  Polygonseite 
und  der  Verticalen  5,  ist  die  Schlusslinie. 

Gerade  so  wie  die  definitive  Schlusslinie  durch  ^  :  e  ab  be- 
grenzt sie  mit  dem  Seilpolygon  zuerst  eine  negative,  für  ^a  punk- 
tirte  Momentenfläche  1 ,  innerhalb  deren  der  Balken  negativ  nach 
unten  gekrümmt  ist;  dann  eine  positive  schiaffirte  2,  innerhalb  der 
der  Balken  nach  oben  gekrümmt  ist,  und  eine  untere  punktirte, 
innerhalb  der  der  Balken  wieder  nach  oben  gekrümmt  ist  und  die 
durch  die  Verticale  B  in  zwei  Partialflächen  3  und  4  getheilt 
wurde,  weil  die  durch  B  gehende  Seilpolygonseite  ein  bestim- 
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mendes  Element  ist.  Die  aufeinander  folgenden  Strecken,  innerhalb 
deren  der  Balken  in  verschiedener  Weise  in  Anspruch  genommen 
ist  5  sind  durch  zwei  Inflectionspunkte  von  einander  getrennt,  sie 
liegen  auf  den  Verticalen  derNullmomentenpunkte,  in  welchen  das 
Seilpolygon  von  der  Schlusslinie  geschnitten  wird. 

Würde  man  die  Momentenflächen  in  der  Reihenfolge,  in  der  sie 
hier  aufgezählt  worden  sind,  auftragen,  so  würde  man  eine  beliebige 
elastische  Linie  erhalten,  und  wenn  diese  nicht  durch  das  Auflager 
B  ginge ,  so  hätte  man  bei  Aenderung  von  ^*  an  den  drei  ersten 
Momentenflächen  zu  ändern ,  und  zwar  hätte  man  es  mit  Aende- 
rungen  zu  thun,  die  der  Aenderung  der  $'  nicht  mehr  proportional 
wären,  weil  sie  von  dem  unregelmässigen  Seilpolygon  begrenzt  sind. 
Man  kann  nun  diese  Aenderung  auf  eine  einzige  beschränken  und 
erhält  eine  der  Aenderung  von  ^'  proportionale  Aenderung,  wenn 
man  als  erste  negative  Momentenfläche  das  ganze  Dreieck  annimmt, 
weichesaus  A  (Taf.  ITs)  '^'  \  c  ab  projicirt,  und  als  zweite  die  ganze 
Parabelfläche,  welche  AB  zur  Sehne  hat,  d.h.  die,  die  man  erhält, 
wenn  man  den  positiven  und  den  negativen  Momentenflächen  die 
schwach  punktirte  Fläche  unter  A  B  beiderseits  beifügt.  Geht  man  so 
vor,  so  beschränkt  sich  die  Aenderung  auf  das  Dreieck  mit  der  Basis 
^'  i  €  ab  allein,  der  Schwerpunkt  der  Fläche  bleibt  immer  in  der- 
selben Verticalen  und  die  Aenderung  ist  dieser  Basis  proportional. 
Die  so  vergrösserten  Momentenflächen  ^2^3'  wurden  als  Flächen- 
polygon aufgetragen,  um  mit  der  hier  constant  angenommenen 
Poldistanz  sab  von  0^  aus  eine  erste  gestrichte  elastische  Linie 
zu  zeichnen.  Sie  geht  nicht  durch  das  gegebene  Auflager  B\ 
denken  wir  uns  die  richtige  elastische  Linie  gezeichnet,  dann 
werden  die  beiden  elastischen  Linien  dieVerticale  1'  entsprechend 
gemein  haben.  Aus  den  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten 
Gründen  schneiden  die  Polygone,  welche  die  gleichen  Momenten- 
flächen 2'  3^  mit  Ausschluss  des  variabeln  1'  =  $'  :  «  aA,  mit 
einander  verbinden,  congruente  Segmente  auf  allen  Verticallinien 
aus.  Da  nun  die  zwei  congruenten  Punktreihen  in  der  Verticalen 
1'  auch  noch  den  Schnitt  dieser  Verticalen  mit  der  Kichtungslinie 
der  Einmauerung  gemein  haben,  so  fallen  sie  ganz  zusammen. 
Man  erhält  daher  die  richtige  elastische  Linie,  wenn  man  den 
Schnitt  der  Seilpolygonseite  3'  4'  und  der  Verticalen  1'  mit  dem 
Auflager  Ä'  verbindet,  wodurch  auch  die  vorhergehenden  Polygon- 
seiten gegeben  sind. 
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Das  ^*y  welches  diesem  Polygon  entspricht,  könnte  man  nun 
dadurch  erhalten,  dassman  die  richtige  Lage  des  Poles  zum  Träger 
der  Momentenflächen  einzeichnet,  dann  schneidet  eine  Parallele 

zur  ersten  Polygonseite  die  richtige  Dreiecksfläche     -  l'^  :  €  a  h  c, 

woraus  dann  das  richtige  $  rückwärts  abgeleitet  werden  kann. 
Viel  einfacher  und  schneller  gelangt  man  jedoch  dadurch  direkt 
zur  verticalen  Höhe  ^  :  «  aA,  dass  man  eine  Verticallinie  zieht, 
auf  der  die  Seiten  des  ersten  elastischen  Polygons  vor  und  nach  *^V 
die  Länge  ^*  \  €  ab  ausschneiden,  dann  schneiden  die  entsprechen- 
den Seiten  des  richtigen  Polygons  auf  derselben  Verticalen  die 
Länge  $  :  £  a  6  aus.  Denn  da  die  Segmente,  welche  die  der  Ver- 
ticallinie ^*  \  B  ah  sich  schneidenden  Seiten  auf  irgend  welchen 
Polygonseiten  ausschneiden,  im  vorliegenden  Falle  denMoraenten- 
flächen,  diese  aber  der  Basis  '^*  \  e  ab  der  Dreiecksfläche  propor- 
tional sind ,  so  müssen  beide  Ausschnitte  ^V  und  "^  \  t  ab  gleich 
sein,  wenn  einer  es  ist. 

Dieses  Verhältniss  besteht  auch  dann  noch  fort,  wenn  die  z'** 
nicht  mehr  constant,  wie  sie  Taf.  IIa  angenommen  wurden,  son- 
dern variabel  sind.  Das  Verfahren  ist  daher  ein  allgemeines.  Sind 
also  beide  Polygone  gezeichnet,  so  fährt  mau  mitderZirkelöff'nung 
^*  \  B  ah  zwischen  die  beiden  Polygonseiten ,  zieht  die  Vertical- 
linie und  greift  auf  ihr  direct  ^  :  «  «A  ab,  das,  auf  der  Verticalen 
A  aufgetragen ,  die  richtigen  Momente  giebt.  Hiermit  ist  in  der 
Regel  der  Zweck  der  Construction  erreicht. 

Der  Uebersicht  wegen  wurde  aber  (,Taf.  I73)  noch  die  wirk- 
liche elastische  Linie  mit  den  Momentenflächen  12  3  4  gezeichnet. 


152.  An  beiden  Enden  eingemauerter  Balken. 

Die  Construction  der  elastischen  Linie  des  an  beiden  Enden 
eingemauerten  Balkens  und  der  an  ihm  wirkenden  Momente  unter- 
scheidet sich  nur  wenig  von  den  in  der  vorigen  Nummer  erläuterten 
Constructionen.  Um  die  Enden  des  frei  aufliegenden  Balkens  in 
die  Richtung  der  Einmaueruiig  zu  bringen,  müssen  wir  (Taf.  I74) 
auf  beiden  Seiten  Momente  ^  bei  A  und  ^]  bei  B  anbringen,  von 
denen  das  erste  im  negativen,  das  zweite  im  positiven  Sinne  herum- 


63()  Elemente  der  EiMticitatstheorie. 

dreht,  und  die  so  aufzutragen  sind,  wie  es  Fig.  149  S.  332  zeigt. 
Die  Momentenflächen  werden  aus  zwei  äussern  negativen  1  und  3 
(Taf.  174)  punktirten  und  einer  dazwischen  liegenden  positiven, 
schraffirten  2  bestehen.  Aus  den  in  der  vorigen  Nummer  schon 
entwickelten  Gründen  ergänzen  wir  mit  der  schwach  punktirten 
Fläche  das  partielle  Parabelsegment  2  zum  ganzen  Segment  und 
die  beiden  negativen  Momentenflächen  zum  Trapez;  bei  Aen- 
derungen  der  Momente^  und  "ißi  ändert  sich  nur  dieses;  wirtheilen 
es  in  zwei  Dreiecke  1'  und  3',  welche  "p'  und  ^'1  :  e  ab  zur  Basis 
haben. 

Unter  den  Momentenflächen  wurde  mit  den  beiden  willktlrlich 
angenommenen  Momenten  ^'  und  ^'1  eine  erste  provisorische  ela- 
stische Linie  gezeichnet.  Sind  die  s^'^  constant,  wie  es  in  der 
Figur  angenommen  wurde,  so  schneiden  die  äussersten  Polygon- 
seiten der  $  und  $'  die  Polygonseiten  zwischen  diesen  und  den 

Momentenflächen  des  Parabelsegmentes  im  -^  der  Spannweite; 

weil  die  auszuführende  Construction ,  wie  schon  in  der  vorigen 
Nummer  bemerkt  wurde,  identisch  ist  mit  der  Schwerpunkts- 
bestimmung der  Momentenflächen  und  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks im  —   seiner  Höhe   liegt.     In  diesem  Falle  also   können 

die  zwei  Dreiecksflächen  im  Ganzen  als  auf  der  Verticalen  -5-  / 

o 

wirkend  angenommen  werden ;  bei  variabeln  z*'^  aber  müssen  die 
beiden  in  der  Figur  punktirten  Polygone  eingezeichnet  werden. 
Nachdem  diese  erste  provisorische  elastische  Linie  gezeichnet 
ist,  werden  noch  die  beiderseitigen  Verticalen  bestimmt,  aufweichen 
die  Seiten  vor  und  nach  den  Dreiecksflächen  die  Momente  ^  und 
^*  :  €  ab  ausschneiden.  In  Folge  besonderer  Wahl  der  Basen 
geht  auf  Taf.  17^  eine  der  Verticalen  durch  den  Stützpunkt  B. 

Unter  das  provisorische  Polygon  der  elastischen  Linie  wurde 
das  definitive  gezeichnet.  Die  erste  Seilpolygonseite  ist  die  Rich- 
tung der  Einmauerung  yi  C,  der  Punkt  C  liegt  in  der  Verticalen 
des  Schnittpunktes  der  beiden  äussersten  Seiten  der  Dreiecksfläche 

^'  :  e  aby  im  -^  /,  wenn  die  5"'  constant sind ;  ebenso  ist  BD  die 

o 

letzte  Polygonseite,  und  von  D  gilt,  was  eben  von  C  gesagt  wurde. 

Bei  dem  Auftragen  dieser  Richtungen  j4  C  und  B  D  ist  zu  be- 
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achten ,  da8S  in  Folge  der  n  maligen  Verzerrung  der  Höhen  auch 
die  Tangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  der  Horizontalen  bilden, 
und  die  Ordinatendifferenzen  der  Punkte  ^  und  B  ebenfalls  n  mal 
grösser  als  in  Wirklichkeit  aufzutragen  sind.  Ferner  wissen  wir, 
dass  wenn  die  Belastung,  d.  h.  die  Momentenfläche  nicht  geändert 
wird,  die  äusserstenSeitenderselbenauf  jeder  Vertikallinie  ein  be- 
stimmtes Segment  ausschneiden,  das  sich  nicht  ändert,  wenn  das 
Polygon  dadurch  verschoben  wird,  dass  der  Pol  in  einer  Verticallinie 
auf  und  abgeschoben  wird.  Tragen  wir  daher  von  C  und  D  abwärts 
die  Segmente  s  und  s'  auf,  welche  die  Seiten  ausserhalb  der  Fläche 
2'  auf  der  Verticalen  durch  C  und  D  ausschneiden,  so  mtlssen  die 
entsprechenden  Seiten  des  definitiven  Polygons  auch  durch  die 
Endpunkte  dieser  Segmente  gehen  und  können  daher  eingezeichnet 
werden,  was  zu  geschehen  hat. 

Die  durch  C  und  D  gehenden  äussersten  Seiten  der  Dreiecks- 
flächen schneiden  auf  der  Verticalen  von  ^* :  e  ab  das  definitive 
Moment  ^  :  ß  ab  aus.  Es  wurde  bei  den  Momentenflächen  in  den 
Verticalen  durch  ^  und  J?  aufgetragen  und  dadurch  alle  am  Balken 
wirkenden  Momente  definitiv  bestimmt.  Mit  den  so  bestimmten 
Momentenflächen  12  3  wurde  schliesslich  die  definitive  elastische 
Linie  ganz  unten  am  Blatt  gezeichnet. 

In  der  ersten  provisorischen  elastischen  Linie  hat  das  Zeichnen 
der  Polygone  für  die  beiden  Dreiecksflächen  keinen  anderen  Zweck, 
als  den:  die  Lage  der  Verticallinien  zu  bestimmen,  auf  denen  die 
Segmente  s  aufzutragen  sind  und  auf  denen  die  *tß  :  e  ab  abgegrifien 
werden  können.  Wenn  die  z***  variabel  sind,  so  ist  dieses  Zeichnen 
unvermeidlich;  sind  sie  aber  constant,  so  liegen  C  und  Z>,  wie  wir 

schon  gesehen  haben,  in  dem  -^-  der  Spann  weite,  und  durch  pas- 

ö 

sende  Wahl  der  Basen  kann  man  bewirken ,  dass  die  äussersten 
Polygonseiten  der  Dreiecke  auf  den  Verticalen  ^  und  B  die  defi- 
nitiven Momente  ausschneiden.  Macht  man  nämlich  die  letzte 
Poldistanz  von  der  Verticalen  der  aufgetragenen  Momentenflächen 

gleich    ^-  /,  so  werden  die  äussersten  in  C  und  D  sich  kreuzenden 

Seiten  der  Dreiecksflächen  auf  der  Verticalen  durch  ^  und  C  die 
gleichen  Längen  ausschneiden ,  als  wie  die  parallelen  Polstrahlen 
auf  der  Verticalen  der  Momentenflächen.     Hat  man  dann  vorher 
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zur  Verwandlung  der  Momentenflächen  die  Basis  —  /  gewählt,  so 
wird  die  aufgetragene  Momentenfläche  gleich  dem  Moment 
^ : «  a  i  sein,  weil  der  Inhalt  der  Dreiecksfläche  gleich  —  /  ^  :  «  a  A 
ist.  Also: 

Wählt  man  die  Länge  -^  l  zur  Verwandlungs- 

basis  der  Momentenflächen  und  -r- /  zur  Poldistanz 

3 

für  das  Zeichnen  der  elastischen  Linie,  so  schnei- 
den die  äussern  Seiten  der  Momentendreiecke  die 
Momente  bei  den  Stutzpunkten  selbst  auf  der  Yer- 
ticalen  derselben  aus. 

Bei  constantem  Balkenquerschnitt  hat  man  sich ,  wenn  diese 
Basen  angenommen  werden,  um  die  zu  bestimmenden  Monienten- 
flächen  der  Stützpunkte  bei  dem  Zeichnen  der  ersten  provisorischen 
elastischen  Linie  gar  nicht  zu  kümmern :  man  beschränkt  sich  auf 
die  des  vollen ,  dem  nicht  eingemauerten  Balken  entsprechenden 
Polygons;  und  wenn  die  Segmente  s  s*  ermittelt  sind,  trägt  man  sie 
bei  C  und  D  auf,  verbindet  ihre  Endpunkte  kreuzweise,  und  die 
80  erhaltenen  Linien  schneiden  auf  den  Verticalen  die  Momente 
der  Stützpunkte  aus. 

üie  hier  beschriebenen  Constructionen  gelten  für  jede  belie- 
bige Belastung,  sie  können  bei  gleichförmiger  Belastung  noch 
weiter  vereinfacht  werden.  Bei  solcher  ist  das  erste  Seilpolygon 
der  Kräfte  eine  Parabel.  Es  sei  ihr  Pfeil,  den  man  durch  Con- 
strnction  erhalten  hat,  gleich  /*.     üann  ist  die  Momenten-  oder  die 

2 
Parabelfläche  gleich  -^  f  L     Auf  der  Verticalen  der  Momenten- 

o 

1  4 

fläche  nimmt  sie,  verwandelt  auf  die  Basis -3- /,  die  Länge -r-/ ein. 

1 

DasinderMittederOcff'nungamllebelsarm  —  /  wirkende  Moment 

£1 

dieser  die  Parabelfläche  darstellenden  Linie  in  Bezug  auf  ^  oder  £, 

1  14         1 

reducirtauf  die  Poldistanz  -— -  /,  ist  gleich  -r-/ .  -Trf'^TT  l  =  2  f. 

o  2  o         3 

Ist  also  die  Momentenfläche  eine  volle  Parabel,  so  beschränkt 

sich  die  provisorische  elastische  Linie  auf  die  zwei  sich  kreuzen- 
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den,  stark  ausgezogenen  Linien,  welche  auf  den  Yerticalen  A  und 
B  die  Länge  2  /*  ausschneiden. 

2 
Auf  den  Verticallinien  C  und  D  beträgt  der  Ausschnitt  -r-f^ 

o 

allein  dieses  Yerhältniss  ist  selten  anwendbar,  weil  bei  continuir- 

lichen  Balken,  wo  diese  Methoden  vorzugsweise  verwendet  werden, 

die  Yerticalen  der  festen  Punkte  meistens  nicht  im  -^der  Spann- 

«5 

weite  liegen. 

Will  man  /*  durch  die  Belastung  selbst  ausdrücken,  so  hat  man, 
wenn  die  erste  Poldistanz,  mit  der  das  Seilpolygon  der  Belastungen 
gezeichnet  wurde  mit  H^  und  die  Belastung  pro  Längeneinheit  mit 
f  bezeichnet  wird : 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit  den 

111 
weiter  verwendeten  Basen  —  /  .  —  /  =  —  Z^,   so  sieht  man, 

dass  die  Länge  2  /des  Ausschnittes  der  äussersten  Polygonseiten 
der  Belastung  auf  den  Yerticalen  A  und  B  das  höhere  Moment: 

-^Hfi.2f^-}—  vP  darstellt. 

6  21 

In  der  Praxis  kommen  in  der  Regel  nur  an-  oder  abstehende 
Belastungen,  d.h.  solche  vor,  die  nur  aus  zwei  verschieden  belaste- 
ten Strecken  bestehen.  Will  man  sich  nun  auf  die  Annahme  eines 
Constanten  Querschnittes  und  gleichförmiger  Belastungen  be- 
schränken, so  ist  es  zweckmässig,  ein  für  allemal  diese  höhereu 
Momente  in  Bezug  auf  die  Yerticallinien  ^,  B  zu  berechnen ,  um 
darnach  die  Segmente ,  welche  die  beiden  äussersten  Seiten  der 
provisorischen  elastischen  Linie  dort  ausschneiden,  direct  für  solche 
Belastungen  auftragen.zu  können. 

Die  Belastung  p  pro  Flächeneinheit  erstrecke  sich  (siehe 
Fig.  210)  auf  die  von  A  ab  gemessene  Strecke  ß  l  und  wird  dem- 
nach gleich  ß pl  sein. 

Stellt  nun  diese  Figur  das  mit  irgend  einer  Poldistanz  con- 
struirte  Seilpolygon  der  Belastung  dar,  so  haben  wir  das  Moment 


640 
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der  Momentenfläcbe,  die  innerhalb  ß  l  durch  eine  Parabel  und 
innerhalb  der  ttbrigen  Balkenstrecke  durch  eine  Tangente  an 
diese  begrenzt  ist,  in  Bezug  auf  die  Verticalen  A  und  B  auszu- 
drücken. 

Wir  erhalten : 

die  Reaction  des  Stützpunktes  B  gleich  -^  ß  *  ß  Ip  '=^'^  ß^  '  fp^ 
das  Belastungsnioment  bei  ßl  gleich  (1  —  ß)l .  —  ß^  Ip 

=  ^ßH\  -ß).l'p. 

Wird  dieses—  ß^  (1—  ß)  P p  in  irgend  einem  Maassstabe 
als  Ordinate  des  Seilpolygons  aufgetragen  und  der  Endpunkt  mit 

Fig.  210. 


B  verbunden ,  so  ist  diese  Verbindungslinie  eine  Seite  des  Seil- 
polygons und  berührt  in  A:  (Fig.  210)  die  Parabel. 

Auf  der  Verticalen^  schneidet  diese  Verbindungslinie 

aus:  die  Länge  A  J*  gleich "5"/^*  •  ^P^ 

der  Pfeil  der  Parabel ,  welche  das  Segment  der  Ver- 
ticalen -TT  ß  l  zwischen  der  Sehne  A  K  und  A'  K 


halbirt,  ist  gleich 


Y^^^V' 
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Hieraus  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  Parabelsegments 
gleich  Fl  -  ^  /9  / .  -i-  ß^Pp  gleich ^fi^ .  l^p, 

der  Inhalt  der  Dreiecksfläxjhe  F,  gleich       -^  ß^  (X  —  ß)  .  /« p, 

der  Inhalt  der  ganzen  Homentenfläche  F«^  j^ß^  {8  —  2  ß)  .  l^p. 

Die  Momente  dieser  Flftchen  in  Bezug  auf  A  sind  gleich : 
FttrdieParabelfläehe  Jf'«  —  4"  .  ßlFi^  i-  ß^ .  /*/?, 

^     ,  Dreiecksflächeif".-^(l+/y)/F,- i-  /?«  (l  -  ß^) .  /i ;,, 

das  ganze  Moment  in  Bezug  auf  A^^M»^^  -qt  ß^  (2  —  ß^)  •  t^  Pt 
das  ganze  Moment  in  Bezug  auf  B  ^^  Mb 

^IP-Ma- ^V^M2  -  Ä«  . /*  p. 

Für  /? '-"  1  geben  Ma  und  if  6,  wie  es  sein  soll,  ^rr  l^  p* 

Die  äusseren  Seiten  des  Polygons  einer  elastischen  Linie 
schneiden  also  bei  einer  bis  ß  l  reichenden  Partialbelastung  auf 
der  Vertioalen  des  anstehenden  Stfltzpunktes  ß^{i  —  /9^)  und  auf 

der  des  abstehenden  ß^  (2  —  /?)*  der  Länge  2  /*  —  ^rr  V  f^   aus, 

welche  die  der  Totalbelastung  entsprechenden  Seiten  aussehneiden 
würden. 

Da  die  Coefficienten  /^  (2  —  /P)  und  /?«  (2  —  /?)«  sehr  viel 
gebraucht  werden ,  so  haben  wir  sie  hier  fttr  die  Werthe  ß  "^  jk 

berechnet  und  in  der  folgenden  kleinen  Tabelle  zusammengestellt: 

Verhältnisszahlen  der  Segmente,  welche  die 
äussersten  Seilpolygonseiten  einer  bis  ß  reichen- 
den an-  oder  abstehenden  Belastung  auf  den  Ver- 
ticalen  der  Stützpunkte  ausschneiden. 
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erhalten.    Die  elastiflchen  Linien  von  Taf.  17  geben  also  alle 
Ordinalen  n  mal  vergrOssert  an,  wobei : 

6*3  6(€ab)        CM'*'  6  .s  F       A« 

ist 

Alle  Drehungen  der  Seilpolygonseiten  oder  der  Strahlen  der 
Kräftepoljgone  schneiden  auf  allen  Verticallinien  n  mal  grössere 
Segmente  aus  als  in  Wirklichkeit  Es  ist  dieses  n  dasselbe  n,  von 
dem  schon  in  Nr.  135  S.  568  die  Bede  gewesen  ist. 
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